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BLOQUE 1: ALGEBRA.

JUNO5, P1A Calcular los valores, X2, X3, X4, Y1, Y2,Y3, Y4 que satisfacen las siguientes ecuaciones:

2AX-3AY=B
, donde
AX-AY=C

2 - -1 -17 -30

X — X1 X2 ,Y= Y1 Yo ,A= 5 ,B= 8 0 ,C= 3

X3 Xa Y3 VYa -1 3 11 1 10 18
SOLUCION:

Reduciendo el sistema por reduccion se obtiene:
2AX-3AY =B 2AX-3AY =B
AX-AY=C - «(=2) > —2AX+2AY=-2C = AY=2C-B=Y=A12C-B)
-AY=B-2C

2AX-3AY =B 2AX-3AY =B
AX-AY=C - +«(-3) > —-3AX+3AY=-3C = AX=3C-B= X=A3C-B)
-AX =B-3C

Por lo que necesitamos calcukar :

2 5 1 0 2.F2+F1 2 5 10 5.F2+F1
13 01 F2 01 12 F1
20 6 10 %Fl 10 35 i 35
01 1 2 F1 01 1 2 12

Asi:

2)-C
(ii)-(fﬁ 55) (o
YAl(ZCB)<i 2)'[(5 f ) (1118 2>J
(2 )

JUNO5, P1B: El sistema de ecuaciones lineales

X+ay+a’z=1
X+ay+az=a
X+ a?y+a’z = o?

depende del parameteoo Discutir para qué valores dees incompatible, compatible determinado y
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compatible indeterminado, y resolverlo en los casos caivipat
RESOLUCION:
Vamos a aplicar el teorema de Rouché-Frobenius:
Calculamos rg(A).

1 a o

1 a a |=a*-2a3+0a?=0a’@*-2a+1).

1 a? o?

a? =0 - o = 0 (doble)
Resolvemo$A| = 0 » a?(a?-2a+1) =0 >
0’2 -2a+1=0- a=1(doble)

Por tanto, cuande = Oya + 1,— |JA| = 0 - rg(A) = 3 = rg(A*) = n°incég -~ SCD

10 0 ) 100 1)

Sia=0-A=| 100 [;A*=| 1000 | >rgA=1=+rg(A")=2-SI
100/ 1000/
111 ) 1111)

Sie=1-A=| 111 [(A*=] 1111 - rg(A) = 1=rg(A*) =1 - SClcon2

111/ 1111/

grados de libertad ya que n° incognidgnincog— rg(A) = 2)
Ahora vamos a resolver el sistema en los casos compatibles.

Caso SCD¢ + Oya # 1). Por Gauss:

1 a a? 1 1 a a? 1
1 o a |« ~ 0 0 a—-a?l a-1
1 a? a?| a? 0 a?2-a O a’ -1
‘ It - a—1 1 a?2-1 _ a+1
Asi, de las dos ultimas ecuaciones obtenemes=—=- = -, y = =5 =S
oa—a a-—a

Sustituyendo en la primera ecuacion:

a+1 21

X+ o= =1l-X+a+l+a=1->Xx=-2q.

Soluuon( 2a, “*1 1)

+a

Caso SCl¢ = 1). Las dos ultimas ecuaciones quedan todo c€yos.t,z = u)
X+y+z=1-X+t+u=1-x=1-t-u

Solucion:{(1-t-u, t, u) : tue R}

SEPO05, P1A: Dadas las matrices

1 7 0 0 0 2
A= 2 |,B= 2 ,C = 0 D= 2 |YE= 5
3 -2 00 2 3
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X

calcular razonadamente la matkiz= y que verifica la ecuaci6(AB! + C)X = (A'D)E, dondeM!
z

significa la matriz transpuesta de la matiz

RESOLUCION:
CalculemoqAB' + C) =
1 00O 7 2 -2 00O
- 2 |- (72=2)+] 010 | -| 1444 |+ 010 |-
3 001 21 6 -6 001
7 2 -2
14 5 -4
21 6 -5
0 2 2 20
Y ahora calculemoéA'D)E = 1 2 3 | 2 | 5 =:10-| 5 = 50
2 3 3 30
7 2 20
Tenemos que resolver 14 5 = 50 |. Asi
21 6 Z 30

-2
—4
-5
7 2

X = 14 5 -
21 6 -

7 2 -2
Calculamog 14 5 -4 por la regla de los determinantéfs/l—l = ﬁ[Adj(M)]t):
21 6 -5
1 2 2
722\ 7 7 7
14 5 4 = 2 1 0
21 6 -5 / 3 0 1
1 2 2 60
7 77 7 Y (2 7
X=1 2 1 o0 50 | = 10
3 0 1 ) 30 -30

SEPO5, P1B: En el mercado podemos encontrar tres alimergparados para gatos que se fabrican

poniendo, por kilo, las siguientes cantidades de carneapesy verdura:

+ Alimento Migado: 600 g de carne, 300 de pescado y 100 g de xeerdu

+ Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 grderae

+ Alimento Comecat; 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g dareer

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g dedpesd 60 g de verdura por kilo de
alimento, ¢qué porcentaje de cada uno de los compuestomerddiemos de mezclar para obtener la

-3-
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proporcion deseada?
RESOLUCION:

Searx,y, z, los porcentajes (en tanto por uno) de cada uno de los cotoguEsnenticios (Migado,
Catomeal y Comecat respectivamente) que utilizaremos reetala.

La cantidad de carne obtenida sera:

(Porcentaje de Migada)600 g+ (Porcentaje de Catomeal300 g+ (Porcentaje de Comecat200 g.
Dicha cantidad de carne habra de ser igual a 470 g.
Es decir: 60@+ 300y + 200z = 470.

De forma analoga obtenemos las otras 2 ecuaciones, y ehaisfeeda:

60 + 300y + 20z = 470 6X+3y+2z=4.7
300x + 400y + 600z = 370 — 3X+4y+6z=3.7
10k + 300y + 200z = 160 Ix+3y+22=1.6

Este sistema, resuelto por Gauss o por Cramer, tiene pai&obu= 0,62,y = 0,22,z = 0, 16.
Por lo que los porcentajes que se deben utilizar son: 62 %ider@o Migado, 22% del alimento
Catomeal y 16% del alimento Comecat.

X+2y-3z=u«
JUNOG, P1A: Dado el sistema de ecuaciores2x + 6y — 11z = 2 se pide:

X=2y+7z=1
a) Determinar el valor de para que el sistema sea compatible.
b) Para este valar, calcular el conjunto de soluciones del sistema.

c) Explicar la posicion relativa de los tres planos defisigor cada una de las tres ecuaciones del sistema,
en funcion de los valores de

RESOLUCION:
Vamos a aplicar el teorema de Rouché-Frobenius.
1 2 -3 1 2
rgA: A= 2 6 -11 | =0. azz= - =2 -r1g(A) =2
1 -2 7
1 2 -3 a 12-3 u«
rg(A*) (PorGauss)f 2 6 -11 2 |,~| 0 2 -5 2-2a
1 -2 7 1 00 0 5-5¢

Asi,si5-52 =0 (¢ = 1) - rg(A*) =2
Y por tanto, sie = 1, rg(A) = rg(A*) =2 <3 =n°incdg. - SCIL

Sia = 1,rg(A*) =3+ rg(A) =2 - Sl.
X+2y-3z=1
b) Tomandox = 1, el sistema queda agi: 2x + 6y — 11z = 2
X—-2y+7z=1
Lo resolvemos por Gauss (las transformaciones de Gaussayalesxhas ea)):
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1 2 31 1231
2 6 <11 2 |,~| 02 -50
1 -2 7 1 00 OO

STomandaz = t » (2%c) 2y-5t=0 - y= 2L

2
(3aec)x+2%—3t= 1 -  x=1-2t

Solucién:{(l—Zt,%,t) ‘te [R}

¢) Cuandax = 1, tenemos SCI, y la solucién depende de un parametro (1 geatiloertad) por lo que los
tres planos se cortan en una recta.

Cuandax = 1 tenemos S, por lo que no existe ningln punto en comun dedelanos.

Ademas, no hay 2 filas de la matriz de coeficientes propogdes, por lo que no hay 2 planos
paralelos.

Entonces los planos se cortan 2 a 2 en sendas rectas que tuggoen ningdn punto en comun.

2 2 1 2 4 1
JUNOG6, P1B: Dadas las matricAs= -1 -1 -1 |, yT= -1 -3 -1 |,
2 4 3 1 2 1

a) Probar que la matriz T, tiene inverEd, y calcular dicha matriz inversa.
b) Dada la ecuacién con matriz incognita/B= T-'BT, calcular el determinante de B.
c) Obtener los elementos de la matriz B.

RESOLUCION:
a) Una matriz tiene inversa si y solo si su determinante estiistie 0.
2 4 1
mM=1]-1-3 -1 | =-1-3T1
1 2 1
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t
10 1 -1 -2 -1 1 2 1
T‘llell[Adj(T)]tz_—ll 210 |=-1 0 1 1 |=| 0 -1
11 -2 1 0 -2 1 0 2

b) Despejando BTAT? = B,
Utilizaremos que el determinante del producto coincideal@roducto de los determinantes

(JA-B| = A« B]) y que|At| = |T1| :

Bl = [TAT| = [T| - JA] - T4 = -1+ A - L = |Ay

2 2 1
Calculemos pues el determinantedg®:= | -1 -1 -1 | =2
2 4 3
EntoncedB| = 2.
2 4 1 2 2 1 1 2 1
cB=TAT!=| -1 -3 -1 -1 -1 -1 . 0 -1 -1 =
1 2 1 2 4 3 -1 0 2
2 4 1 1 2 1 100
= -1 -3 -1 . 0 -1 -1 = 010
2 4 2 -1 0 2 00 2

SEPO06, P1A: Dado el sistema de ecuaciones con un paramatioerencognitas,y,z :

A+2)x-y+z=0
3x+(A+6)y—3z=0 , se pide:
5+ 5y+ (1 -2)z=0
a) Calcular para qué valores el sistema so6lo admite la solucion (x, y,~zJ0,0,0) .
b) Para cada valor deque hace indeterminado el sistema, obtener todas sus@usci

c) Explicar la posicion relativa de los tres planos defisigor cada una de las ecuaciones del sistema
cuandadh = -3.

RESOLUCION:

a) El sistema es homogéneo, luego siempre es compatiblefgeendra por solucion (0,0,0) )
Hemos de averiguar cuando sera SCD, y por lo tanto no tends&ohéciones.
Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius:

A+2 -1 1
rg(A): 3 1+6 -3 =2A%3+6A%2+91 = A (A2 +61+9)
5 5 1-2

A=0

A = -3 (doble)

(Notar que rg(A) siempre es igual a rg(lya que la matriz A se amplia con una columna de ceros.)
SiA+0y A+ -3,rg(A) =3=rg(A*) = n°incogn. - SCD: (0,0,0) es la unica solucion.

SiA =004 = -3, entoncesg(A) = rg(A*) < 3=n%°incég — SCI infinitas soluciones.

Loigualamosa0 - A(A?2+61+9) =0~ {

b) Resolvemos el sistema pata= O :
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2X-y+z=0
3X+6y-3z=0
5x+5y—-2z=0
Tenemos que resolverlo por Gauss ya que ctfxhe 0, no es un sistema de Cramer.
2 -1 10 2 -1 10 2 -1 10
3 6 -30 ~ 0 15 -9 0 ~ 0 15 -9 0
55 -20 0 15 -9 0 0 0 0O
Tomandaoz = t - (e2)15y-9z=0 _,y:&_ﬁ - (edl)2x-y+z=0

15~ 5
x-Lit=0 -S1K-3+5=0 -5x+t=0 -x=
»Solucién:{(%,%,t) te [R}

Resolvemos ahora el sistema para -3 :

—X-y+z=0
3x+3y—-3z= 0 , Por Gauss, se eliminan directamente (ec2) y (ec3)
5x+5y-5z=0

—-X—-y+2z=0, el sistema tiene 2 grados de libertad. Tomamed, y = v :
—X-V+t=0 > X=t-Vv -Solucion:{(t—v,v,t) : v,t € R}

c) Cuandod = -3, rg(A) = rg(A*) = 1, luego los tres planos son coincidentes.

2 1 0 1 0 2
SEP06, PIB: Aesunamatriz3x3talgheé=| -1 0 -1 |yA3 =| -2 -1 0O
-1 -1 2 2 2 -3

Se pide

a) Calcular el determinante de la matriz yAla matriz inversa de A

b) Calcular la matriz filaX = (x,y,2) que es solucién de la ecuacion matrici#®* = BA? , donde B es la
matriz filaB = (1,2, 3.

c) Calcular la matriz inversa de A.

RESOLUCION:
1 0 2
A= 2 -1 0| --1 (A3>‘1=|A—13|[Adj<A3>]t:
2 2 -3
3 4 2
A =] 6 7 4
2 2 1
2 1 0 3 4 2
b) XA* = BA2 > X-BRAYT=(123)| -1 0 -1 6 7 4 | =
1102 2 2 1
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-3 -4 -2
-(324)-| 6 74 |-(5862)
2 2 1
2 1 0 -3 -4 -2 0-10
c) Al = A2(A3) ! = (AAATIAIATL) = -1 0 -1 . 6 7 4 = 1 2 1
-1 -1 2 2 2 1 1 10
X+2 4 6 y+5 7 12
JUNOQ7, P1.1L: Dadas las matridg&) = 2x+3 3 6 y C(y) = 2y+3 3 6
4x+4 2 6 y+4 2 6

a) Calcular el determinante de la matr(R) y obtener el valor d& para que dicho determinante valga
162.
b) Demostrar que la matri2(y) no tiene inversa para ningun valor real de y.

RESOLUCION:

3x+6 12 18
a) I3B(X)|=| 6x+9 9 18 | =16, porloque 168 = 162 cuandx = 1
12x+12 6 18

b) La matrizC(y) tiene inversa si y solo $C(y)| # 0. Calculemos el determinante G¢éy) :

y+5 7 12
CY|=| 2y+3 3 6 = 0. Valga lo que valgay" el determinante da 0. Por lo tanto, no
y+4 2 6

existe la inversa d€(y) para ningun valor dg.

X+ay+z=9
JUNO7, P1.p: Dado el sistema de ecuaciones linealegx + 5y +z =9 . Se pide:

axXx+y+z=9

a) Probar que es siempre compatible, obteniendo los valerepara los que es indeterminado.
b) Resolver el sistema anterior para: 7

RESOLUCION:

a) Si observamos la matriz ampliada, la columna de términdesgandientes es igual a la tercera columna
por 9 Cs = 9-C3), porlo que

- rg(A*) = rg(A) Por el teorema de Roucheé-Frobenius, el sistema es congatibl
Vamos a estudiar el rango de A segun los valoreg de

lal
IAl=| 3 5 1| =a?-8a+7. Veamos cuando se anula:
al 1l
=7
02— 8a+7=0 a{“
a=1

Entoncessit # 7ya = 1> rg(A) = rg(A*) = 3=n°de incégn. - SCD

-8-
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Sia =7,0a = 1 entoncesg(A) = rg(A*) = 2 (yaque el menat1; = 4 + 0) < n°incog
- SCI

b) Como sabemos que es SCI, hemos de resolverlo por Gauss:

17109 1 7 1 9 17109 17109
3519 [~ 0 -16 -2 -18 ~ 08109 ~ 08109
71109 0 -48 -6 -54 08109 00O00O
(22ec) Tomamog =t ->8y+t=9 >y = %
(Peck+7-0=Lit=9 - Bx+63-Tt+8t=72 -x=2t
o f(9-t 9-1 :
Soluuon.{( 5 "8 ,t) .te[R}
6X+3y+2z=5

SEPO7, P11: Dado el sistema de ecuaciones linealeSx + 4y + 6z = 3 se pide:
X+3y+22=a

a) Justificar que para cualquier valor del parametroaeal sistema tiene solucion Unica.
b) Hallar la solucién del sistema en funcién del parametro
c) Determinar el valor de para que la solucion (x, y, z) del sistema satisfaeey + z = 1.

RESOLUCION:

6 3 2
a)JAl=| 3 4 6| =-50. Entoncesg(A) = rg(A*) = n°incég = 3.
1 32
— Por el teorema de Rouché-Frobeniis, es un sistema congpdéitdrminado, es decir, tiene una
Unica solucion.

b) Podemos resolver el sistema por Cramer, yal4pe O.

53 2 6 5 2
3 4 6 336
- 1%32]  10-50_ 5-a. yo o2 30-30 _ 3¢-3
50 50 5 50 50 5
6 35
343
L3 a|  455-20_ 4-3q. po L (5-q 30-3 4-34) .
zZ= o) = 55 = 10 ,AsHasqucmne{ 5 T B 10 ).ae[R.

Ox+y+z=1 ﬁ5§a+3a5—3+41§0‘=1 > 10-20+60—6+4—3q = 10

- q=2.

6 4
SEPO07, P1{2: Dadas las matrides ( 11 > yX= ( X > se pide:
- y

0 - . .
a) Obtener razonadamente todos los valores pigra los qu 0 es la tnica solucién de la ecuacion

matricial AX = aX



I.E.S.n°2 ASPE. ENRIQUE CANTO ABAD. EJER. ALGEBRA SELECTIVIDAD MAT Il Curso 11/12

b) Resolver la ecuacién matriciaX = 2X
RESOLUCION:

a) AX = aX > (A-al)X =0. - X = 0 es solucién de la ecuacion dada. Para que sea la Unica
habra de cumplirse que el sistema sea compatible determinad

Por el teorema de Rouché-Frobénius, esto se cumple cug(@e al) = 2.

6-a 4
-1 1-a

2
A—-al|=
5

—w?-70+10=0, < ¢
(04

. . 0 L
Entonces, cuand®o + 2ya + 5, rg(A—al) = 2y el sistema tlene< 0 > como solucion unica.

b) AX = 2X - (A-2I)X = 0. Como el determinante de la matriz de coeficientes val®@0dp
apartado (a)), no es un sistema de Cramer y por tanto lo e¥sohos por Gauss:

4 4 X 0 4x+4y =0

= - - X+y = 0. Tomando = 4
-1 1 y 0 —X-y=0
Solucion{(-1,4) : 2 € R}

oX+y+z=1
JUNOS, P1.1: Dado el sistema dependiente del parametrg x+ay+z=1 , se pide:

X+y+oz=1

a) Determinar, razonadamente, los valorea gara los que el sistema es compatible determinado,
compatible indeterminado e incompatible.

b) Resolver el sistema cuando es compatible determinado.

c) Obtener, razonadamente, la solucion del sistema cuardo.

RESOLUCION:

a) Realizamos la discision del sistema aplicando el teoresrRRaliché-Frobenius.
Calculemos el rango d&, matriz de coeficientes:

a1 1
Al=|1a 1| =a®+2-a-a-a=a®-3a+2.
11«
1 0-3 2
1 1 1 -2
a® - 3a + 2 = 0. Por Ruffini, 11 _2\ 0 -»a®-3a+2=(a-1D%(a+2) =0
1 1 2
120

Soluciones: = 1 (doble);a = —2. Entonces cuando=1o0a = -2, rg(A) < 3.

Si a+1lya+-2-rg(A) =3=rg(A*) =3 =nincég.= SC.D.
1111

Sia=1-> A* = 1 1 1 1 |, porloqueelrangodayA*es1,yaque las tres filas son

1111

-10-
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iguales.
rg(A*) =rg(A) =1<3=n%incdg = SClI(con 2 grados de libertad, la interseccion es un
plano)

. -2 1
S|a=—2—>a11=‘ =3+0-rg(A) = 2.
-2 1 1 1 1
Calculemos el rango d&* = 1 -2 1 1 -2 1 1| =9=+0
1 1 -21 1 -2 1

Entonces, st = -2 =rg(A) = 2 # rg(A*) = 3. = SI.

b) Vamos a resolver el sistema para 1ya + —2. Como en estos casffy + 0, es un sistema de
Cramer y le podemos aplicar la regla correspondiente:

11
1ol
X = Lo _ _a’-20+1 _ (a—1)? __ 1
11 (a-1)?%(a+2) (a—1)?%(a+2) (a+2)
a 1
1l o
11
11
y = La _ _a’-20+1 _ (a—1)? __ 1
a 1 1 (a-1)?%(a+2) (a—1)?%(a+2) (a+2)
a 1
1l o
11
a 1l
- 11 _ _a’-20+1 _ (a—1)? __ 1
11 (a-1)?%(a+2) (a-1)?%(a+2) (a+2)
a 1
1l o
Asi pues la solucién Unica del sistem est_ 1 1 siendoa # 1ya + —2.

a+2'a+2’ a+2)’
Nota: Aunque en la solucion aparezca el parametrm se trata de infinitas soluciones, sino que cada

valor dea produce un sistema de ecuaciones distinto, que tendra uceasoiucion.
c) Cuandax = 0, se trata de un sistema compatible determinado, yaqué y a + —2. La solucién de

este sistema esta calculada en el apartado b) y resul(a&s%, . 1 5 1 5 ) gue siend@ = 0 nos

determina la solucic’nﬁ%, % %)

-11-
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01 -10 -17

pide calcular, escribiendo explicitamente las operacioeeesarias:
a) Las matriceé\? y A3 .
b) Los nimeros realesy $ para los que se verificd + A)® = al + SA.

RESOLUCION:

2 A7 = 17 29 17 29 [ -1 0
10 -17 10 -17 0 -1 /)
1 0 17 29 17 -29
A3 =A2.A = . = .
0 -1 ~10 -17 10 17

. - 10 17 29
JUNOS8, P1.p: Seahy A las matrices cuadradas siguientes: ( ),A = ( > Se

b) Calculemogl + A)® :
10 17 29 18 29
l+A= + =
01 -10 -17 -10 -16
( LA = 18 29 18 29 18 29 B 34 58 18 29
-10 -16 -10 -16 -10 -16 -20 -34 -10 -16

32 58 0 178 29
La ecuacion qued [ ¢ + P b . Igualando los elementos de la
-20 -36 0 «a -108 -17p

misma posicion:

32=a+178

58 = 29 B P
P Dela23y32ecf =2 — (ecl)32=a+17-2 > a 2

~20=-105 (ec4)-36=0a-17:2 > a =-2

-36=a-178

Asipuese —2; =2

1 X
SEPOS8, P1{1: Dada la matrz= ( ) 4 > y el vectorX = ( > se pide obtener razonadamente:
y

a) El vectorX tal queAX = OX. (1,1 puntos).
b) Todos los vectoreX tales queAX = 3X. (1,1 puntos).
c) Todos los vectoreX tales queAX = 2X. (1,1 puntos).

RESOLUCION:
1 -1 0 -y=0
a) Se pide resolveAX = 0 —» S = LY ,
2 4 y 0 2X+4y =0
-y=0 0
LY -Solucién:x = 0,y = 0. Por tantoX =
X+2y=0 0

1 -1 -y=3
b) Se pide resolveAX = 3X - J =3 X)L, Y=
2 4 y y 2X+ 4y = 3y

-12-
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A
-2x-y=0 -5
- y - 2X+Yy = 0(SCl) - Soluciényy = 1,x = =2 Ppor tantaX = 2
2X+y=0 2 1
_ 1 -1 X X X—y = 2X
c) Se pide resolvepAX = 2X - . =2 -
2 4 y y 2X+ 4y = 2y
—Xx-y=0 ., -1
- y - X+Yy=0(SCl - Solucion:y = A,x = —A. Por tantaX =
2X+2y=0

X+y+z=a+3
SEPO08, P1/2: Dado el sistema de ecuaciones linealegx -y +z=a + 1 , se pide:

X+ay+2z=4

a) Probar que es compatible para todo valo#dél,3 puntos).
b) Obtener razonadamente el vadgpara el que el sistema es indeterminado. (1 punto).
c) Resolver el sistema cuando= 0, escribiendo los calculos necesarios para ello. (1 punto)

RESOLUCION:
a) Vamos a calcularg(A) y rg(A*). Primero,rg(A) :

1 11
Al=12 -1 1| =a.
3 a 2
Por tanto, por el teorema de Rouché-Frobeniug,=i0, rg(A) = 3 = rg(A*) = n®incég. - SC.D.
. 1 1
Sia =0, |A| =0, peroaszs = s 1 =-3=%0 - rg(A) = 2.
1 1 13 1 1 13
Estudiemos en este caso£€ 0) elrg(A*) : A* = 2 -111 ~ 2 -111
3 0 24 0O 0 0O

(Fs - Fs+ (-1)F2 + (-1)F3), Nota que si sumas las filas 1 y 2, obtienes la fila 3.
Entonces, por el teorema de Rouché-Frobemg(#&*) = 2 = rg(A) < 3=n°incég. - SC.I.
Resumiendo, st # 0, existe una Unica solucién ysi= 0, existen infinitas.

b) En el apartado a) hemos obtenido razonadamente que €, por el teorema de Rouché-Frobenius, se
trata de un Sistema Compatible Indeterminado.

¢) Cuandax = 0, resolveremos por el método de Gauss:

11 13 11 1 3 1113
A= 2 -111 ~ 2 111 -
Fs-F1-F2 F3+F1
3024 0000 0000
(ec3):z = A, (ec2)3x+2/’L=4—>x=%

(ecl)4_—3,2)L+y+A=3 S A4-2+3y+31=9 oy=24
o (A=20 51 ;).
Soluuon.{( 3 3 ,)L) ./’LelR}

JUNO9, P1.[L: Dadas las matrices cuadradas
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360 18 48 12 100
A= 032 |,.B= 0 18 12 ||l = 0 1 0 |, sepide:
001 0O 0O 6 001

a) Justificar que la matriz A tiene inversa y obtener razonzatie la matriz inversA, incluyendo en la
respuesta todos los pasos que llevan a la obtencidn’dg(1,1 puntos).

b) Calcular, razonadamente, el determinante de la ma#iz 3ncluyendo en la respuesta todos los pasos
realizados. (1,1 puntos).

c) Obtener razonadamente los valores reglgs que verifican la ecuacioxl + yA+ zA? = B. (1,1

puntos).

Resolucion
360

a) La matrizA tiene inversa siy solo $&| # 0. CalculamogA|=| 0 3 2| =9=«0.
001

Vamos a obteneh™ por la formulaA! = %[Adj(A)]t. Calculamos primerddj(A) :

360 3 0O 3 -6 12
Adj(A)=| 0 3 2 = -6 3 0 | EntoncesAdj(A)'=| 0 3 -6
001 12 6 9 0 0 9
3 6 12
1 _ 1 B
A= 9 0 3 -6
0 0 9

b) Utilizando las propiedades de los determinaias®| = 33|A 1|, ya que sacamos factor comun en cada
una de las tres filas (o columnas) A€. Y como
ABI = Al- Bl = 1=l|=Al-AY =AY ==

Al 9
= [BAY] = 3¥|A | =27-1/9= 3.
c) Xl + yA+ zA? = B. CalculemosA? :
360 360 9 36 12
A= 032 || 032 =| 0 9 8 | Entonces:
0 01 001 0 0 1
x 00 3y 6y O 9z 36z 12z
Xl+yA+zA%=| 0 x 0 |+| 0 3y 2y |+| 0 % 8z =
0 0 x 0O 0 vy 0O 0 =z
Xx+3y+9z 6y+36z 122 18 48 12
= 0 X+3y+9z 2y+8z = 0 18 12
0 0 X+y+2Z 0O 0 6

Con lo que nos han quedado 6 ecuaciones que hemos de resolver:
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( X+3y+9z=18 Por la(ec3) - z= 1. Sustituimos en lge2) -y =2
6y + 36z = 48 Y sustituyendo en léecl) - x = 3.
12z =12
) X+3y+9z=18 - Dado que estos valores ®gy,zcumplen el resto de
2y+8z=12 ecuaciones, son solucion de la ecuacién matricial.
\x+y+z=6 x=3;)y=2;z=1

JUNO9, P1.p: Dado el sistema de ecuaciones lineales

(¢ +3)x—4y—-2z=4
X—-2y—(a+2)z=2 ,sepide, razonando las respuestas:
X+ (a—-3)y—-2z=4
a) Justificar que para el valer = 0 el sistema es incompatible. (1,1 puntos).
b) Determinar los valores del parametrpara los que el sistema es compatible y determinado. (1,1

puntos).
c) Resolver el sistema para el valor del parametro para elesua@mpatible indeterminado. (1,1 puntos).

Resolucién
X-4y-2z=4
a) Parag = O el sistema quedq x-2y-2z=2 . Calculemosg(A)yrg(A*) :
2X-3y-2z=4
rg(A) :
3 4 -2
3 4
Al=|11 -2 -2 | =0. Como ) = —-2,-r1g(A) = 2.
2 -3 -2 -
rg(A*) :
3 -4 4
Tomando las columnas 1,2y#:1 -2 2 | = —2 - rg(A*) = 3.
2 -3 4

Entonces, por el teorema de Rouché-Frobenius, agt® + rg(A*), el sistema es incompatible.

b) Para estudiar rg(A), obtenempgy :

a+3 -4 -2 0
Al=| 1 -2 —(@+2) | =a®+202+a=a(@®+20+1)=0-4 * "
5 3 5 a = —1 (doble)
a_ —

Aplicamos ahora el teorema de Rouché- Frobenius: Cuandma estos valoresg(A) es menor que 3
n° de incégnitas, por lo que el sistema ya no puede ser cdngdsterminado.
Cuandax = Oya # —1,rg(A) = 3 - rg(A*) = 3, ya que es su rango maximo y tenemos:

rg(A) = rg(A*) = n°de incog= 3, - el sistema es compatible determinado.

c) El Unico caso que queda estudiaes —1. Veamos si efectivamente es SCI:

2 -4 -2 4
A* = 1 -2 -1 2 |. Podemos observar qiie = F1 = 2F», por lo que el sistema es
2 -4 -2 4
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equivalente a la ecuacion-2y —z = 2
La resolvemos. Como tengo tres incognitas, 2 de ellas padraar un valor cualquiera libremente.
Seaz = Ay seay = 3, dondel y 8 representan nimeros cualesquiera.
X—2y-z2=2 > X=-2-1=2 > X=2+2B+1:

Solucién {(2+ 2B+ A,B,1) : ,B € R}

1 2 a-2
SEPQ9, P1{1: Dada la mat#€a) = 4 3 2
a a -6

a) Calcular, en funcion de, el determinante de la matriqa), escribiendo los calculos necesarios. (1,3
puntos).

b) Determinar, razonadamente, los numeros reafesa los que el determinante de la matriz inversa de
A(a) esigual a 1/66. (2 puntos).

Resolucion

1 2 a-2

aAA@)=|4 3 2 = a? + 30 (Falta escribir el desarrollo del determinante)
a a —6

b) Como|A-B| = |A|-[B| - JA[- AL =|I|=1 - A= IT1I

. 1y 1 . 1 . L .z
Asi|A(a) | = AQ] ~ o2+30 66 Resolvamos esta ecuacion apn

1 _ 1 L BB = o2 o o2 = ooy =
7130 66 66 = a< + 30 o 36 a = 16.

X+y+2z=0
SEPQ9, P1,2: Dado el sistema de ecuaciones linealegx + 3y + 4z = 0 , se pide:

5+ 7y+az=0
a) Deducir, razonadamente, para qué valores elesistema sélo admite la soluci¢xyy,z) = (0,0,0.
(1,5 puntos).
b) Resolver, razonadamente, el sistema para el valergie lo hace indeterminado. (1,8 puntos).

Resolucion
a) Dado que se trata de un sistema homogéneo, esto sucededd sga Compatible Determinado.
Calculemosg(A) :
111
Al=12 3 4| =a-9. Entonce$A| = 0 siy solo sia = 9.
5 7 «a

Sia +9 - rg(A) = rg(A*) = 3 =n°incognitas. (Al tratarse de un sistema homogégéa*)
siempre coincide corg(A) ).

Por el teorema de Rouché-Frobenius, en el ecas®, es un sistema Compatible Determinado. Como
(x,y,2) = (0,0,0, siempre es solucién de un sistema homogéneo, ha de secéa Uni

b) Queda por estudiar el caso= 9.
Por el apartado anterior,8i= 9~ |A| = 0.

11
Probando con un menor de order+ Zé 3 ‘ =1=+0. - rg(A) = rg(A*) = 2.
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Por el teorema de Rouché-Frobenius, es un Sistema Congltildterminado. Lo resolveremos por
Gauss:

1110 1110 1110 . )

Eliminamos la fila 3 porqu&s = 2F, + F1
2340 ~ 2340 ~ 0120 ]

Después, - (-2) - F1+ F2
5790 00O00O 00O00O

Dado que nos quedan 2 ecuaciones con 3 incognitas, tomamasdondel representa un niumero real
cualquiera.

(ec2)» y+2z=0 > y=-21

(ecl)» x+y+z=0 ->X-24-1=0 - X = 34

Solucion:{(31,-24,1) : A € R}

2 1 1
JUN10, PAl: Dadas las matricescuadradas| 0 1 0 |YA= 2 3 2
-3 -3 -2

se pide:
a) Calcular las matrice@ — 1)? y A(A— 2l). (4 puntos)
b) Justificar razonadamente que:
b.1) Existen las matrices inversas de las matficg\ — 2| . (2 puntos)
b.2) No existe matriz inversa de la matAz I. (2 puntos)
c) Determinar el valor del parametro relapara el que se verificA™ = A(A - 21). (2 puntos)

Resolucion

a) Calculemos primer¢A — 1) :

2 1 1 1 1 1

A-1l = 2 3 2 2 2 2

-3 -3 -2 -3 -3 -3

1 1 1 1 000

-2 = 2 2 2 2 =| 000

-3 -3 -3 -3 -3 -3 000

Y ahora calculemos(A-2I) :

2 1 1 0 0 1 1

A-2)=| 2 3 2 0o | =| 2 1 2

-3 -3 =2 2 3 _3 _4

2 1 1 0 1 1 -1 0 O

A-(A-2)=| 2 3 2 |+ 2 1 2 =| 0 -1 0 |=-

-3 -3 -2 -3 -3 4 0 0 -1

b) Existe la inversa de una matriz si y solo si su determinasitiginto de cero.
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2 1 1
Al=| 2 3 2 | =1+0= Aesinversible.

-3 -3 -2
0O 1 1

A-21l=| 2 1 2 | = -1= A-2lesinversible.
-3 -3 4
1 1 1

IA-1l=| 2 2 2 | =0= A-Ilnoesinversible.
-3 -3 -3

c) Hemos de resolver el valor deen la ecuacio= = L(A-2l) :
Camino corto:Premultiplicamos poA — AA™! = AA(A-2l) = | = AA(A-2) =
(Ay A si que conmutan porguees un escalar, no una matrizy\(A— 21) = —I)
l=A(-) = A=-1

Camino largo Vamos realizando los calculos que aparecen en la ecuacion:

0O -1 -1
CalculaA* =| -2 -1 -2 |. Despejamog asi:
3 3 4

ATA-2D0T = AA-2D(A-2)"T = AlA-2D)t = Al
Ahora habria que calculgA - 21) :

2 -1 -1
A-2)1t=| —2 -3 2
3 3 2
0 -1 -1 2 -1 -1 1 0 0
Al.(A-20t=| 2 -1 -2 || 2-3-2 | =] 0-10 |=-
3 3 4 3 3 2 0 0 -1

La ecuacion ha quedado asl:= Al = 4 = -1.

JUN10, PB1: Dado el sistema de ecuaciones lineales que dieplerlos parametra by c

2ax+ by+z=3c

3x-2by—-2cz=a

S5ax—2y+cz=-4b
se pide:

a) Justificar razonadamente que para los valores de lompéngsa = 0,b = -1 yc = 2 el sistema es
incompatible (3 puntos)

b) Determinar razonadamente los valores de los parametbog @ para los que se verifica que
(X,y,2) = (1,2,3 es solucion del sistemg puntos)
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c) Justificar si la soluciofix,y,z) = (1, 2,3 del sistema del apartado b) es, 0 no, Un{gauntos)

Resolucion

a) Cona=0,b=-1yc = 2, el sistema queda asi:

-Yy+z=06 -Y+z=06
X+2y-4z=0 ~ X+2y-4z=0
-2y+22=4 -y+z=2

Al simplificar la 32 ecuacion, se observa que la 12 y la 32 soarmpatibles (serian planos paralelos sin
ningan punto en comun).

b) Sustituimos en el sistema inicigt,y,z) = (1,2,3 y ahora hemos de obtener los valoreadey c.:

2a+2b+3=3c 2a+2b-3c=-3
3-4b-6c=a = -a—4b-6¢c=-3
5a—-4+3c=-4b S5a+4b+3c =4
2 2 -3
Resolvemos por CramgA|= | -1 -4 -6 | =-78
5 4 3
-3 2 -3
-3 -4 -6
q- Aal _ 4 4 3 _ =18 _ 4
IA| -78 —-78
2 -3 -3
-1 -3 -6
oo ol 1> 4 3| 78
|A| -78 —-78
2 2 -3
-1 -4 -3
oo Al _ > 4 4 _ =18 _4
|A| 78 —-78

Solo cuand@ = 1,b = -1 yc = 1 se cumple quéx,y,z) = (1,2, 3 es solucion del sistema.

c) En el caso del apartado b) el sistema con incogii#asz) es (tomamoa = 1,b=-1yc=1):

2X—-y+z=3
X+2y-2z=1
SX-2y+z=4

VVeamos si es 0 no un sistema de Cramer:
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2 -1 1
Al=| 3 2 -2 | =-7=+ 0= Entonces el sistema tiene solucion unica, por el Teorema de
5 -2 1

Rouché-Frobenius.

(Yaquerg(A) = 3 = rg(A*) = 3 = rg(A) = rg(A*) = 3 =n°incoégnitas, siendA* la matriz ampliada)

ax+a’y+z=1
SEP10, PA[L: Dado el sistema de ecuaciones linedlesx+ay+z=1 dondea es un parametro real,

a*Xx+ay+z=1

se pide:

a) Deducir, razonadamente, para qué valoras el compatible determinad@.puntos)
b) Deducir, razonadamente, para qué valores €g compatible indeterminad@.puntos)
c) Resolver el sistema en todos los casos en que es compatibterminado(3 puntos)

Resolucion

a) Por tratarse de un sistema cuadrado, es compatible detmsi solo si es un sistema de Cramer, es
decir, tiene determinante no nulo.

a a3 1 0 a2-a O
A= a a 1 ~ a a 1| =-a@®-1(a-ad =
F1-Fp
a® a 1 a®  «a 1

=—-a?a’-1D(1-0?) =-a’(a+D(a-1D)A+a)(1l-0a)

a = 0 (sol. doble)
Al=0 = a = 1 (sol. doble)
a = —1 (sol. doble)

Por lo que los valores pedidos deson precisamente todos los demas, es decir, el sistemangatible
determinado cuand® + O,a + 1ya + —-1.

b) Es sistema es compatible cuarrdgA) = rg(A*), siendoA* la matriz ampliada. Como la 32 columna
deA coincide con la de términos independientes (todo unosyple que el sistema es siempre
compatible (una solucion valida siempre s€figD, 1) ). Asi pues como en el apartado a) se han dado los
valores que corresponden a sistema compatible determilwesdiemas -corresponden a sistema
compatible indeterminado, que ser=0,a = 1lya = -1

c) Casoa = 0. El sistema queda muy simple:

z=1
z=1 Entonces la solucion tiene 2 grados de libertad:
z=1

{ }y,2 = (4,B,1) : A, son niumeros reales cualesquiera }

Casoa = 1. El sistema también queda muy simple:
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X+y+z=1
X+y+z=1 = X+y+z= 1. Lasolucion también tiene 2 grados de libertad.
X+y+z=1
{ %y,2 = (4,6,1-A1—p) : A, son numeros reales cualesquiera }
Casoa = —1. Como el anterior:
X-y+z=1
X-y+z=1 = X-y+z=1.

X-y+z=1

{ x,y,2 = (A, B,1+ A2+ B) : A, son numeros reales cualesquiera }

X+2 4 3 y+1 4 3
SEP10, PB[l: Dadas las matriok&) = X+2 6 2 |,yB(y) = y+2 6 2 |, sepide:
X+3 8 2 y+3 8 1

a) Obtener razonadamente el valorxdeara que el determinante de la ma#ix) sea 6(4 puntos)
b) Calcular razonadamente el determinante de la maf(x)2 (2 puntos)
c) Demostrar que la matr(y) no tiene matriz inversa para ningun valor realyde4 puntos)

Resolucion
X+2 4 3 X+2 2 3 X+2 2 3
AAX)|=| x+2 6 2| =2| x+2 3 2 = 2l 0 1 -1|=2x-6
X+3 8 2 x+3 4 2| F2-Fu 1 2 -1

Fs—Fi

Este determinante vale 6 cuando26 = 6 = 2x = 12 = x = 6.
b) Como|A(X)| = 2x— 6, entoncedRA(X)| = 2°|JA(X)| = 8 - (2x— 6) = 16x— 48

|2A(X)| = 23]A(X)| porque por las propiedades de determinantes podemos aatmrdomun de los
elementos de una linea (fila o columna), asi que como tienerdion 3, sacamos factor comun de 2 tres
veces.

c) Una matriz tiene inversa si y solo si su determinante egithistie cero. Calculemos el valfB(y)| :

y+1 4 3 y+1 4 3
By)|=|y+2 6 2 = 1 2-11] =0
y+3 8 1| F2-Fu 2 4 -2
Fs—Fi

Ya que la 32fila es el doble de la segunda (son proporcionales

X+y + z=m
JUN11, PAL: Sea el sistema de ecuacidBe 2X + 3z=2m+1
X+3y+(M-2)z=m-1

dondem es un parametro real. Obtener razonadamente:
a) Todas las soluciones del sisteBxeuandom = 2. (4 puntos)
b) Todos los valores da para los que el sistengtiene una solucidén Unic& puntos)
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c) El valor dem para el que el sistenaadmite la soluciorgx,y,z) = %,—%,0) (4 puntos)
Resolucion
X+y+z=2
a) Sim = 2, el sistema queda: 2Xx + 3z=5 .Resolvemos por Gauss:
Xx+3y =1
1 11 1 2 1 1 12
2 ~ 0-21 1 ~ 0211
Fa—Fp+F
1301 ) F~EF+F2 {02 121/ "L 0000

F3— (-D)F.+F3
Por la 32 ecuacionZ)= 0, z puede tomar cualquier valor. Tomanmws 1. Entonces

Ec2-2y+A=1—y= %

Ecl:x+%+l=2—>x:

2
Solucion del sistema{(S_—z‘%,%,@ e [R}

5-34

b) El sistema tiene solucion Unica cuando (si y soldAi}= 0, sienddA la matriz de coeficientes.

11 1
Al=|2 0 3 =4-2m=0— m= 2.
1 3 m-2

Entonces el sistema tiene solucion Unica siempre y cuanédd.

3

c) Buscamos que los valores de las incognitag, z) = 5,—%,0) cumplan las tres ecuaciones:

. % =2m+1 . PorlaEclm= 1. Veamos si cumple la Ec2 y la Ec3:

2
3 _ 2.1 __
5 3 > m-1

Ec2:3=2m+1 — m= 1. Ec3:0=m-1— m= 1.

3

Por lo que cuandm = 1, los valoregx,y,2) = 5,—%,0) cumplen las tres ecuaciones.

-1 0 1
JUN11, PBL: Se da la matrik = Om O , dondemes un parametro real.

2 1 m-1
a) Obtener razonadamente el rango o caracteristica de iz d&n funcion de los valores dg. (5 puntos)
b) Explicar por qué es invertible la mat#zcuandom = 1 . (2 puntos)

c) Obtener razonadamente la matriz inveksaide A cuandan = 1, indicando los distintos pasos para la
obtencién deA~! . Comprobar que los productds'Ay AA-! dan la matriz unidad3 puntos)

Resolucion
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a) Para estudiar el rango, comenzamos por el determinantelde 8:

-1 0 1
Om O =-m-m=0—-mm+1)=0—-m=0
2 1 m-1

Asi, cuandan # 0, rg(A) = 3

-1 0 1
-1 1
Sim=0,A= 0 0O ,escogemoselmenom( ) 1),
2 1 -1
-1 1
conjazz| = — =-1+0=rg(A) = 2.

b) Una matriz es invertible cuando su determinante es distiat0. Para cualquier valar = 0, tenemos
quelA| = 0, por lo que es invertible en todos esos casos, incluidodouan= 1.

-1 01
c) Cuandom=1, A = 0 10
2 10
La matriz inversa dé viene dada por la siguiente formula:! = |TllAdj(A)T
-1 01
CalculamogA|=| 0 1 0| = -2. Ahorala matriz adjunta:
2 10
0 0 -2 0 1 -1
Adj(A) = 1 -2 1 |.Sutraspuestd@dj(A)T = 0 -2 0
-1 0 -1 -2 1 1
0 1 -1 0-11 0 —% %
Entoncesa—lzWllelj(A)Tz_—l2 020 (=3 020 |=[ 01 0
-2 1 1 2 -11 1 -1 1
2 2

Ahora calculamos los productos pedidagy*y AA :

101 0-11 200 100
AAT=| 0 10 % 02 0 =% 020 |=| 010 | =1
2 10 2 211 00 2 001
0-11 10 1 200 100
A‘1A=% 020 |-] 010 =% 020 |=| 010 | =1
2 -1 1 2 10 00 2 001
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