Geometria en el espacio

GEOMETRIAEN EL ESPACIO.

1. ESPACIOS VECTORIALES

VECTOR FIJO

Segmento orientado. Queda determinado por = Origen A(ay, ay, az); extremo B(by, by, b3)

Moédulo: Longitud del | |x5|_ PRy — —
segmento AB |AB|_\/(b1 )" +(b,—a,)" +(b; - &)

Caracteristicas: Direccion: Es la recta sobre la que esta y todas las paralelas.

Sentido: Forma de recorrer el segmento. Cada direccion tiene dos
sentidos.

REPRESENTACION DE UN VECTOR

Coordenadas cartesianas | Mediante coordenadas cartesianas: v = (V,,V,,V,)

. . A a,
ll:/rlleg)l(??:fngnBorlgen Ay 8(31 28)| a5 _ (b—a,b,~a,,b,—a,)
(b,,b,,b,)
OPERACOINES CON VECTORES
Suma U+V = (U +Vy, Uy +V,, U +V5)
Resta U=V = (U, —V;,U, —V,,U; — V)

Producto por un escalar k-v=k-(v,V,,V,) = (kv,, kv,, kv,)

Propiedades de las operaciones.

Aplicaciones de los vectores:
- Punto medio - Puntos alineados

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Varios vectores se llaman L.D. si alguno de ellos se puede expresar como combinacion lineal de los
demas. Cuando no es asi, se llaman L.1.

Combinacion lineal V=AU +2A-U+..+A -U con A,4,..A4 €R
Linealmente dependientes | [ Y2 U U U U

v, V, V|=0—->LDJ|v, v, v|#0->L.I.
Linealmente dependiente | \w, w, w, w,oow, W,

BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL

En un E.V. un conjunto de vectores forman una base si:
1) Son linealmente independientes.
2) Cualquier vector del E.V. se puede expresar como C.L. de los vectores de la base.
e Todas las bases tienen el mismo nimero de vectores. = Ese nimero se llama dimension del

E.V.
i(1,0,0) —)H =1
Tres vectores R N
Base canonica perpendiculares y B= {i, J, k} j(0,1,0) > | j| =1
unitarios - -
K(0,0,1) —>|k| =1
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2. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES.

Se llama producto escalar de dos vectores u y v, y se escribe u-v, al
namero real que resulta al multiplicar sus mddulos por el coseno del angulo

que forman.

G-V:|ﬁ|~|\7|~cosa

cl

Interpretacién \7 = |l_j| . Proya\7 Proyeccion de v sobre u
Geometrica ﬁ \7 = |G| . Proyvﬁ Proyeccion de u sobre v
a -
= u
Proy.v
Expresion U-V=U -V, +U,-V, +U,-V
analitica L2 T2 s s
| Propiedades del producto escalar
Recuerda:
Q° 30° 45° 60° 90°
sin(@) 0 1 ﬂ ﬁ 1
2 2 2
cos(e) 1 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2
tan(a) 0 ? 1 J3 0
ANGULO ENTRE DOS VECTORES
. u-v
u -v:|u|-|v|-c05a —>C0Sa = ——
-
Cosg o UVitUs Yy UV o — ar cos U -V +Uy -V, +Uy -V,

\/uf+u§ +U? -\/vf+v22 +V]

\/uf +US +U? \/vf +V2 V]

3. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES.

El producto vectorial de dos vectores U y v es otro vector uxv.

Elementos

Médulo: ﬁx\7|:|ﬁ|-|\7|-sina
Direccion: Perpendicular a los vectores U y v
i El del avance de un sacacorchos que gira en sentido
Sentido: . - -
positivode u y v
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< B
Interpre_taCIon |ﬁ ><\7| =area del paralelogramo
geométrica
X
B= {T, i, R} : base candnica K
Expresion - - = - - o
analitica U= (U, U, Ug) = Uy T+ U, - +Ug-K |u><v|_u1 U U,
V=(V,,V,, V) >V, i+, - 4V, K i Voo Vs
Propiedades del producto vectorial
APLICACIONES
< ” UxV
Area triangulo A= _|
2
Area paralelogramo A=ux \7|

4. PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES.

El producto mixto de tres vectores u, v y w es un nimero real [U,V,W] =u ~(V><W)
Interpretacion geométrica '
[G v, vﬂ = volumen del paralelipedo woY
(] ' ,,//
Expresion analitica B— {T i R} . base canénica
0= ( ) - - " u U, U,
u=(u,U,,U) > U -i+U,- j+U,- R
3 11421 U3 1 B 2 J 3 B [U,V,W]= v, Vv, v,
V=(V,V,,V3) >V i+, - J+V,-K wow, w,
W= (W, W,, W) = W, -T+W, - j+W,-K

| Propiedades del producto mixto

APLICACIONES DEL PRODUCTO MIXTO

Volumen del paralelepipedo

Volumen:‘[ﬁ,ﬁ,A—E] !!

Volumen del tetraedro

Volumen=

] | A\,
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5. ECUACIONES DE LA RECTA Y EL PLANO.

ECUACIONES DE LA RECTA

Dados:

e Un punto de larecta: P(p,, p,, p,)

e Vector director de la recta: v = (v,,v,,V,) "
e Cualquier numeroreal: A e R

Ecuacidén vectorial

(X, ¥,2) = (Pys Pys Pg) +1-(Vy, V5, V5)

X=p, +Ay
Ecuacion paramétrica r:y=mp,+A4v,
Z=p;+ Ay,
” . X=P, _Y-P, 2-P
Ecuacion continua 1= 2 _ 3
\'A v, Vv,

Ecuacion general, implicita o

r_Ax+By+Cz+D:0
"A'X+B'y+C'z+D'=0

Interseccion de

cartesiana dos planos
Pasar de ecuacion general a paramétrica
ECUACIONES DEL PLANO
Dados: e Un punto del plano: P(p,, p,, p;)
e Vectores directores del plano: u = (u,,u,,u;) V= (v;,V,, V;) A

e Cualquier nimeroreal: 4, e R

Ecuacién vectorial

(% Y,2) = (Py Pys Pg) + A4+ (U, Uy, Ug) + g2+ (Vy, Vs, V)

Ecuacion paramétrica

X=p, +A-U+u-v
T3Y=p,+A-Uy,+ -V,
Z=P;+A-Ug+ -V,

Ecuacion general o implicita

ul Vl X— pl
U, V, y-p,|=0 —==rlad 5 Ax4+By+Cz+D=0
Up V3 Z—Ps

n=(A,B,C) vector perpendicular (normal) al plano

Pasar de ecuacion general a paramétrica
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6. POSICIONES DE RECTAS Y PLANOS.

POSICIONES DE DOS RECTAS

Opcion A B
Rango M* M*
. COINCIDENTES
OPCION A 1 2
X =P+ AU X=0 +4v,
r-y=p,+Au S:y= Vv
y p2 2 y q2+lu 2 SCI SCI
Z=p;+ AU, Z=0+ v,
u, v u v, o-p PARALELAS
2 3
M=|u, v,| M*=lu, v, Q,—p,
U Vs, Ug Vi3 Q3= P
*También ecuacion vectorial o continua 8] 8]
OPCION B SECANTES
A1 Bl Cl (se cortan) 2 3 3
- Ax+By+Cz+D =0 M = A, B, C}
"|A x+B'y+C'z+D', =0 - A, B, C, SCD SCD
A, B, C'
L SE CRUZAN
A B C D 2| 3|31 4
|AX+B,y+C,z+D, =0 M* = A, B, C| D)
"|A,x+B',y+C',z+D', =0 A, B, C, D, . .
AIZ BIZ C|2 D'2
Otra forma de estudiar la posicion de las rectas (Opcion A)
U U u Lo COINCIDENTES | Per —»>Pes
Si: L="2=2=u]|v
v, Vv, Vv PARALELAS Per—>Pgs
- SE CORTAN M*=0
Sino:izﬁzﬁju}(v{ M
Vi oV, Vg SE CRUZAN IM* =0
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POSICIONES DE RECTA Y PLANO

Rango M | M*
RECTA
CONTENIDA 2| 2
X=p,+AuU, u vi W|0-p EN EL PLANO
r:y=p,+A4u, M*=lu, v, W,|Q,-p, sCl
Z=p,+ AU, U; V3 W5 05— Py
X =0 +uv, +aw, RECTAY
. PLANO 2| 3
Yy = V. W
.Y = + 1V, +aw, PARALELOS
Z=0,+ 1V, +aw,
Sl
AXx+By+Cz+D, =0 A B C/|D, ) | RECTACORTA
ris = , , , . A AL PLANO 3|3
A, x+By+C.z+D' =0 M*=| A, B, C'|D}
7:Ax+By+Cz+D=0 A B C|D
SCD
Otra forma:
X=p,+ AU, 7. Ax+By+Cz+D=0
r:y=p,+A4u,
Z=p,+ AU,
Se sustituyen las coordenadas del punto genérico de la recta en la ecuacion del plano:
A(p,+Au,)+B(p,+4u,)+C(p;+Au,)+D=0=ai=b
a =0 — SCD — Solucion Unica SE CORTAN
al=b— a=0,b=0— Sl - A solucién PARALELAS
a=0,b=0— SCI — Infinitas soluciones CONTENIDA
POSICIONES DE DOS PLANOS
Rango | M | M* | Otra forma
7 AX+By+Cz+D=0 PLANOS COINCIDENTES | 1 | 1 SiA—E—E—R
7':A'X+B'y+C'z+D'=0 SCI A" B' C' D'
PLANOS PARALELOS 1] 2 . A B C D
Si —=—=—%#—
M_ABC Sl A' B' C' D'
A' B' C' PLANOS SECANTES 2| 2
. A B C
A B C D o
M* = SCD SINO 4 B'" C'
A" B' C'" D'




Geometria en el espacio

POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS

Rango

M | M*

7 AX+By+Cz+D=0
a:A'X+B'y+C'z+D'=0
L A"X+B"y+C"z+D"=0

A B C|D
M*=| A" B' C'|D'
AII Bn CIID"

1 1
SCI

TRES PLANOS
COINCIDENTES

y 4

Sl

TRES PLANOS PARALELOS

DOS PLANOS
COINCIDENTES Y
PARALELOS A UN

TERCERO

——————y

SCI

TRES PLANOS SE CORTAN
EN UNA RECTA

N

DOS PLANOS
COINDICENTES CORTAN A
UN TERCERO

Sl

TRES PLANOS SE CORTAN
DOS A DOS

DOS PLANOS PARALELOS
CORTADOS POR UN
TERCERO

3 3
SCD

TRES PLANOS SE CORTAN
EN UN PUNTO

Cuando al estudiar los rangos nos encontramos con dos posibles posiciones de los planos,
tenemos que estudiar las posiciones de los planos dos a dos para comprobar cual de las dos
opciones se esta dando.




Geometria en el espacio

7. PROYECCIONES ORTOGONALES EN EL ESPACIO.

PROYECCION DE UN PUNTO SOBRE UNA RECTA

Para obtener la proyeccion ortogonal de Q
enlarectar.

Q(ay, 0. a;)
X=p, +ui

r:y=p,+u,4
Z=p,+UAd

1° Hallamos la ecuacién del plano
perpendicular a la recta r que pasa por el
punto (Q) que queremos proyectar.

u=n=(u,U,,u,)
Para calcular D = 7 :u,0, +u,0, +U,g, + D=0
Tenemos, entonces = 7: Ax+By+Cz+D=0

2 7iuXx+u,y+u,z+D=0

2° Calculamos el punto de corte de la
recta con el plano que hemos hallado, y
ese punto sera la proyeccién ortogonal.

7 A(p,+wA)+B(p,+U,A)+C(p;+UsA)+D=0
Calculamos A y sustituimos en r para obtener el punto
de corte.

PROYECCION DE UN PUNTO SOBRE UN PLANO

Para obtener la proyeccion ortogonal de Q
en el plano =

Q(;,d,,0s)
7:AX+By+Cz+D=0

1° Hallamos la ecuacién de la recta
perpendicular al plano 7 que pasa por el
punto (Q) que queremos proyectar.

Tenemos, 7:Ax+By+Cz+D =0
X=0q,+A4

r:y=qg,+B4
z=0,+CA

2° Calculamos el punto de corte del plano
con la recta que hemos hallado, y ese punto
sera la proyeccién ortogonal.

7:A(q,+A1)+B(q,+B1)+C(q,+CA)+D=0
Calculamos A y sustituimos en r para obtener el

punto de corte.

PROYECCION DE UNA RECTA SOBRE UN PLANO

Para obtener la proyeccion ortogonal de la recta r en el plano

T

X=p +ul
r:y=p,+u,4
Z=p,+UAd

7 AX+By+Cz+D=0

1° Hallamos el vector director de la recta, el vector normal al

plano y un punto de la recta.

n=(AB,C); u=(u,u,,u,);

PP, ;. P;)
2° Calculamos el plano 7' que pasa por el punto Py tienen | |[x—p  y-p, z-p,
como vectores directores el vector director de la recta y el U 4 U =0
vector normal del plano . ! 2 3
Py P, Ps
Obtenemos:

7' A'X+B'y+C'z+D'=0

3° Hallamos el corte de los dos planos, 7 y 7', que es la recta s, proyeccién ortogonal de r sobre =

También se pueden buscar dos punto de r; obtener su proyeccion en 7 y obtener la recta a partir
de estos dos nuevos puntos.
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8. DISTANCIAS EN EL ESPACIO.

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

PP 2. P3) d(P.Q)= /(G- p.) +(a,—p,) +(a - p,)
Q(ty 0, G) |

N

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

| 1° Buscamos la proyeccion ortogonal (P’) de Penr.
2°d(P,r)=d(P,P)

X=0,+ul

r:y=g,+u,4 QP xu
1 Z=0,+U,A d(P,r)= |a|

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO

P(p.. P, P3) d(P, ) = /AP * BP, +Cps + D)
7 AX+By+Cz+D=0 ' A2 - B2+C2

DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS

I Si se cortan: d(z,7)=0

| 7:AX+By+Cz+D=0 Si se coinciden: d(z,7")=0

7' A'X+B'y+C'z+D'=0

ID-D]
JA2 +B2+C?

i Si son paralelos: d(z,7z") =

DISTANCIA DE UNA RECTA A UN PLANO

I Si larecta y el plano se cortan: d(r,z)=0

X=0q,+u

| rry=q,+u,4 Si la recta esta en el plano: d(r,z)=0

Z=0,+UA

Si larecta y el plano son paralelos:

i 7 AX+By+Cz+D=0
d(r,7)=d(Q,z) con Qer




Geometria en el espacio

DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

| | Sisecortan d(r,s)=0 X=p, +uAd
Il | Sison paralelas | d(r,s)=d(P,s)/Per riy=p,+Uu,
e i
‘ u,v,PQ ‘ _
d(r,S):|: — :| X_q1+vl:u
u><v| S:y=0q,+V,u
OPCION B Hallamos el plano 7 que contiene ary es paralelo a s. Z=03+Vou
) d(r,s) =d(Q.7) 7i(X%Y,2) =P+ AU+ uv
OPCION C d(r,s) :|RS|; donde:
Rer—(p +u4, p,+U,A, p;+Usd)
Ses— (0 +Viu, G, +V, 0,0y +V,10)
I _ = Resolvemos el sistema
RSLr=RS.-u=0
RSLs=RS-v=0
OPCIOND d(r,s) :|_R§|; donde:
Hallo w/w=uxv
Hallo el plano « determinado por u,w, P
Hallo el plano A determinado por v,w,Q
Hallo larecta t, interseccionde o y S
R punto de interseccion entre « yt
S punto de interseccion entre g yt
9. ANGULOS.
ANGULO QUE FORMAN DOS RECTAS
Angulo Perpendicularidad Paralelos
|a.\7| ris=u-v=0 rlls=ujv X=p,+ud
C0305=|G|_|\7| Up -V, +U, -V, +U, -V, =0 U U, U r:y=p,+u,A
- Vi Vo VY, Z=p;+Uusd
a = ar cos |i“i| X =0, +V,u
|u|-|v| S1y=0,+V,u
Z=03+Vyu
ANGULOS QUE FORMAN UNA RECTA Y UN PLANO
Angulo Perpendicularidad Paralelos
|ﬁ.ﬁ| rlz=ujn rjz=u-v=0 X=p+ud
COS“:|G|_|H| U Uy U U-A+U,-B+u,-C=0 | r:y=p,+u,4
.- A B C Z=p,+Uud
4 = 900 —ar Cos |U'”| 7:AX+By+Cz+D=0
uln n=(AB,C)

10
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ANGULO QUE FORMAN DOS PLANOS

Angulo Perpendicularidad Paralelismo
|EF2| 7lz'=n-n"=0 zllz'=nn’ 7 Ax+By+Cz+D =0
COSOC=|_.|:| A-A4+B-B+C-C'=0 | A B C n=(A B,C)
n|-[n —=—=—
1172 A" B' C' 7':A'X+B'y+C'z+D'=0
|n1'n2 n'=(A,B'C)
o = ar cos| ———
o {n

10. OTROS CONCEPTOS IMPORTANTES

Punto medio Dados dos puntos: P+G P,+0, Pi+0,
P(p., P, P;) ¥ Q(0;,0,.0;) 2 2 2

Punto simétrico El simétrico de P(p,, p,, p;) respectode | (2q, - p,, 20, — p,,20, — p;)
Q(0;.9,.9,)

Obtencion de un vector perpendicular ...

--.auno dado u=(u,U,U,) | Obtenemos w/u L w—>=w(-u,,u;,0)

-..a otros dos Dados U y v | Obtenemos w/w=uxV

Obtener vector director de una recta en forma implicita

r_Ax+By+Cz+D:0 u=(AB,C)x(A'B"C)
"A'X+B'y+C'z+D'=0
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