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EJERCICIOS PROPUESTOS EN LAS P.A.U. DE LA C. V.

BLOQUE 1: ALGEBRA.

JUNOO P4A]: Por un helado, dos horchatas y cuatro batidos, nos cobraron en una heladeria 1.700 pta un dia.

Otro dia, por cuatro helados y cuatro horchatas nos cobraron 2.200 pta. Un tercer dia tuvimos que pagar
1.300 pta por una horchata y cuatro batidos. Razona si hay o no motivos para pensar que alguno de los dias
nos presentaron una factura incorrecta.

Resolucion:

Si asignamos los valores: x = precio del helado, y = precio de la horchata, z = precio del batido, se tiene
el sistema:

X+2y+4z = 1700 X+2y+4z = 1700
4x + 4y =2200 = X+Yy = 550
y +4z = 1300 y+ 4z = 1300

Si resolvemos el sistema por Gauss:

1 2 4]1700 1 1 0400 0 0 0]-150
1 1 0550 ~ 1 1 0550 ~ 1 1 0|550
0 1 41300 0 1 4/1300 0 1 41300

(F1 - F1+ (-1F3)

Donde los cambios realizados en cada paso son:
(F1 - F1+ (-1F2)

Con lo que la 12 ecuacion queda 0 = —150, que es imposible. Luego el sistema es incompatible y no tiene
solucidn. Asi pues debe haber algun error en las facturas.

Resolucion alternativa:

Si realizamos la discusién del sistema planteado (Teorema de Rouché-Frobénius), obtenemos:

rg(A): |A| =0 pero 1?‘ =1-2=-1+0 = rgA) =2
2 4 1700

rg(A*): 10 550 =-600+0 = rg(A*) =3
1 4 1300

Luego como rg(A) + rg(A*), el sistema es incompatible y por ello ha de haber algln error en las facturas

JUNOO P2[: Una factoria produce coches de los modelos A y B. El beneficio por la venta de un coche del

modelo A es de 450 euros y la venta del modelo B reporta un beneficio de 600 euros. La capacidad de la
factoria impide producir mas de 400 coches por dia del modelo A 'y mas de 300 coches por dia del modelo B.
Ademas, no es posible producir mas de 500 coches entre ambos modelos. Se vende toda la produccion que se
hace y se desea saber, razonadamente, cuantos coches interesa fabricar de cada modelo para obtener el
méaximo beneficio.

Resolucion:
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X : n°de coches fabricados del modelo A
Sea: { Funcidn objetivo: Maximizar B(x,y) = 450x + 600y

y : n°de coches fabricados del modelo B

0 <x <400

.. 0<y<300
Restricciones: =,

X+Yy <500

x>0,y>0

Método de los vertices:
Como sabemos, la solucion Optima esta en alguno de los vértices:
0 =(0, 0), P =(0, 300), Q = (200, 300), R = (400, 100) y S = (400, 0)

Los beneficios para esos niveles de produccion son:
En O, B(0, 0) =0.
En P, B(0, 300) = 180.000
En Q, B(200, 300) = 270.000 < Maximo
En R, B(400, 100) = 240.000
En S, B(400, 0) = 180.000.

Método de las rectas de nivel:
Escogemos un punto del interior de la region factible: el (200,200).
Su imagen por la funcion objetivo es B(200,200) = 210 000 €
Ahora representamos la recta de nivel correspondiente: 450x + 600y = 210 000

(la recta de nivel representa todos los puntos para los cuales el valor mediante la funcién objetivo es de
210000 £€.)

Y dibujamos el vector gradiente: Vf = (450,600) ~ (90,120)

(el vector gradiente indica la direccion de crecimiento de la funcion objetivo, o hacia donde cabria
trasladar la recta de nivel para obtener valores méas altos mediante la funcién objetivo)

Trasladando de forma paralela la recta de nivel en la direccion y sentido del vector gradiente, se
observa que el Gltimo punto de contacto con la region factible es Q = (200,300). Asi este punto es la
solucién buscada:

Interesa fabricar 200 unidades del modelo A y 300 del modelo B

JUNO1 P1A]: Calcula los determinantes 1 _23 ‘ i 2 ‘ y ‘ 3 _23 ‘ y aplica los resultados obtenidos para
x-3y=20
resolver por la regla de Cramer el sistema y
X+2y =4

Resolucion:



I.LE.S.n°2 ASPE. MATEMATICAS A. CC.SS.I1 . ENRIQUE CANTO ABAD. Curso 09/10

‘1_3 =2+3=5; 10 =4; 0-3 12
12 14 4 2
Por Crammer:
0 -3 10
~ 4 2 12 1 4 4
X = - 5 ay_ _5
1 -3 1 -3
1 2 1 2

JUNOL P2:. Una fabrica produce bombillas normales a 900 pta cada una y focos halégenos a 1200 pta cada

uno. La capacidad maxima diaria de fabricacion es de 1000, entre bombillas normales y focos halégenos, si
bien no se pueden fabricar méas de 800 bombillas normales ni mas de 600 focos haldgenos. Se sabe que la
fabrica vende todo lo que produce. Averiguar razonadamente cuantas bombillas y cuantos focos debe
producir para obtener la méxima facturacion posible y cual seria ésta.

Resolucion:

X 1 n° de bombillas

Sea: Funcion objetivo es maximizar F(x,y) = 900x + 1200y
y : n°de focos halogenos
X+Yy < 1000
< 800
Region factible: X= =
y < 600

Método de los vértices:
Obtenemos los vértices: O = (0,0); P = (0,600);Q = (400,600);R = (800,200);S = (800,0)
La facturacién en cada caso es:
En O, F(0, 0) =0 pta
En P, F(0, 600) = 720 000 pta
En Q, F(400, 600) =1 080 000 pta <« j Méaximo !

En R, F(800, 200) = 960 000 pta
En 'S, F(800, 0) = 720 000 pta.

Para obtener una facturacion maxima hay que producir 400 bombillas y 600 focos.

JUNO2 P1[:.Se considera la region factible dada por el siguiente conjunto de restricciones:

X+y<5
X+3y>9
x=0,y=0

-3-
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Representar la region factible que determina el sistema de inecuaciones anterior y hallar de forma razonada
el punto o puntos de la region donde las siguientes funciones alcanzan su maximo y su minimo: a)
f(x,y) = 2x+3y b)f(x,y) =y -x

Resolucion:

La region factible es la sombreada en la siguiente figura:

Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones maximas y minimas se dan siempre en alguno de los
vértices del poligono de soluciones. Para determinarlas basta con evaluar el valor de la funcién objetivo en
cada uno de esos Vvértices, que son:.

X =5
P=(03);Q=(05); R: i = R=(3,2)
X+3y=9
« Para la funcion a) f(x,y) = 2x + 3y se tiene:
f(0, 3) =9; f(0, 5) = 15; f(3, 2) = 12. = El mé&ximo se alcanza en el punto (0, 5); el minimo, en (0, 3).

« Para la funcién b) f(x,y) = y — x se tiene:
f(0, 3) = 3; f(0, 5) =5; f(3, 2) =—1 = EIl maximo se alcanza en el punto (0, 5); el minimo, en (3, 2).

JUNO2 P2A]: Un tren transporta 500 viajeros y la recaudacion del importe de sus billetes asciende a 2115 €.

Calcular de forma razonada cuantos viajeros han pagado el importe total del billete, que vale 9 €, cuantos han
pagado el 20 % del billete y cuantos han pagado el 50 %, sabiendo que el nimero de viajeros que han pagado
el 20 % es el doble del nimero de viajeros que ha pagado el billete entero.

Resolucion:

Sea:
X : n° pasajeros que pagan billete completo X+y+z =500
Z : n° pasajeros que pagan el 50 % y = 2x

X +y +z =500
= 9x + 1,8y + 4,50z = 2115
—2X +Y =0

Sistema que, (resuelto por Gauss o por Cramer) tiene por solucion: x = 150;y = 300;z = 50. Por tanto, 300
pasajeros han pagado el 20 % del billete y 50 han pagado el 50 %.

JUNO2 P1B|: Se dispone de 120 refrescos de cola con cafeina y de 180 refrescos sin cafeina. Los refrescos

se venden en paquetes de dos tipos. Los paquetes de tipo A contienen tres refrescos con cafeina y tres sin
cafeina, y los de tipo B contienen dos con cafeina y cuatro sin cafeina. El vendedor gana 6 € por cada paquete
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que venda de tipo Ay 5 € por cada uno que venda de tipo B. Calcular de forma razonada cuantos paquetes de
cada tipo debe vender para maximizar los beneficios y calcular este.

Resolucion:
Sea:

X : n° paquetes tipo A

) = Funcién objetivo: f(x,y) = 6x + 5y (Maximizar)
y : n° paquetes tipo B

Region Factible:

3x+ 2y <120 (n°refrescos con cafeina)
3x +4y < 180 (n° refrescos sin cafeina) =
Xx>0;,y>0

10 { 10 a0 0 o 0 60, 7
=td

Método de los vértices:
3x+2y = 120
Los vértices son: O = (0,0); P = (0,45): Q : 4 %Y — Q = (20,30); R = (40,0)
3x+4y = 180
f(0,0) = 0; f(0,45) =5 .45 = 225; f(20,30) =6-20+5.30 = 270; f(40,0) = 6 -40 = 240
Por lo que el valor maximo se alcanza en el punto Q = (20, 30).

Asi, para maximizar los beneficios, debemos vender 20 paquetes del tipo A 'y 30 del tipo B, en cuyo caso
obtendremos un beneficio de 270 €

Método de las rectas de nivel:

Escogemos un punto del interior de la region factible: (10,10). Su imagen por la funcién objetivo es:
f(10,10) = 6-10+5-+10 = 60 + 50 = 110.

Obtenemos la recta de nivel correspondiente: d N
6x + 5y = 110 y la dibujamos: - N L "
R ‘N e ‘:"'-..
Dibujamos también el vector gradiente: f\\
Vi = (6,5) ~ (12,10) — Sl

Para maximizar la funcién objetivo hay que trasladar de forma paralela la recta de nivel en la direccion y
sentido del vector gradiente. El Gltimo punto de contacto con la region factible (Q = (20,30) ) es la solucion
buscada. = 20 paquetes tipo Ay 30 tipo B

SEP02 P1A|:.Se pretende cultivar en un terreno dos tipos de olivos: A'y B. No se puede cultivar mas de 8 ha

con olivos de tipo A, ni mas de 10 ha con olivos del tipo B. Cada hectarea de olivos de tipo A necesita 4 m3
-5-
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de agua anuales y cada una de tipo B, 3 m3. Se dispone anualmente de 44 m? de agua. Cada hectarea de tipo
A requiere una inversion de 500 € y cada una de tipo B, 225 €. Se dispone de 4500 € para realizar dicha
inversion. Si cada hectéarea de olivar de tipo A y B producen, respectivamente, 500 y 300 litros anuales de
aceite:

a) Obtener razonadamente las hectéreas de cada tipo de olivo que se deben plantar para maximizar la
produccién de aceite.

b) Obtener la produccion maxima.
Resolucion:

Sea:

X 2 n°hectareas de olivo A ¢ 1cian objetivo es maximizar: f(x,y) = 500 + 300y
y : n° hectareas de olivo B

( x<8
y <10
Restricciones: < 4x + 3y < 44 (restriccion por agua)
500x + 225y < 4500 (restriccion por inversion)
L x>0y=>0

Estas restricciones generan la regién factible (sombreada) dada en la siguiente figura.

Escogemos (4,6) en la region factible. Sustituyendo
en la funcién objetivo tenemos:
f(4,6) = 500 - 4 + 300 - 6 = 3800
Trazamos la recta de nivel y el vector gradiente:
R.N : 500x + 300y = 3800.

Vi = (500,300) ~ (5,3)
Trasladando la recta de nivel en la direccion y

\ . | = Rectas de nivel

AN sentido del vector gradiente observamos que el
" % Gltimo punto de contacto con la region factible es R.

0 2 4 6 q:"T\;ﬁu.‘ M2

Para calcular las coordenadas de R, resolvemos el sistema formado por las rectas que se cortan en R:

A%+ 3y = 44 .
3y — R=(6,68)
500X + 225y — 4500

Por lo que hay que cultivar 6 hectéreas de olivo Ay 6,6666 del tipo B.
b) La produccién maxima es P(6,6,6) = 500-6 + 300-6,6 = 5000 litros

SEP02 P1B|: Una empresa fabrica dos tipos de aparatos A 'y B que necesitan pasar por los talleres X e Y. En

cada uno de los talleres se trabaja 100 horas a la semana. Cada aparato A requiere 3 horas de taller X'y 1 hora
de taller Y y cada aparato B, 1y 2 horas respectivamente. Cada aparato A se vende a 100 € y cada aparato B,
al50 €

a) Obtener razonadamente cuantos aparatos de cada tipo han de producirse para que el ingreso por venta sea
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maximo.
b) ¢Cual es el ingreso maximo?

Resolucion:

Sea:

{ X : n° aparatos tipo A

. Funcidn objetivo: f(x,y) = 100x + 150y
y : n° aparatos tipo B

Region factible:

3x+y < 100 (taller X)
X+ 2y <100 (tallerY) =
X>0y>0 ho !

Método de los vértices:

3x+y =100

= Q = (20,40); R = (33°3,0
X+ 2y =100 Q=( ) ( )

Los vértices son: O = (0,0); P = (0,50); Q : {

f(0,0) = 0; (0,50) = 150 - 50 = 7500; f(20,40) = 100 - 20 + 150 - 40 = 8000; f(33'3,0) = 100 - 33'3 = 3333

Por tanto, el maximo se alcanza en el punto Q = (20,40). Asi, se habrén de producir 20 aparatos de tipo Ay
40 de tipo B.

b) El ingreso maximo sera f(20,40) = 8000 €

SEPO2 P2A: Obtener de forma razonada la matriz X que verifica AX = 2B — C, siendo:

s (20) e (37F) e (27)

Resolucion:

Para despejar X en la ecuacion matricial, premultiplicamos en ambos lados por A™* :
AX=2B-C = Al;AX=A'12B-C) = X=A12B-0)

Entonces habremos de realizar el calculo A-*(2B — C). Para ello calculemos primero A~ :

0 -1 0 —02
Al=5 = At=1 -
S\ 5 2 1 04
3 4 2 -7 6 -8 2 7 8 -1
2B-C =2 - - + -
-1 1 13 2 2 2 13 -2 ~15 0

Y ahora multiplicamos:
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0 -0.2 g -1 3 0
A(2B-C) = - - X
1 0.4 -15 0 2 -1

Resolucion alternativa:

TomandoX:(ab)debecumplirse:( 2 1><ab>:2< 3 _4>—<_2 _7>
cd 50 cd -11 13 2

Operando:
2a+c=28
2a+c 2b+d 8 -1 ) 2b+d=-1
= . lgualando:
5a 5b 15 0 5a =15
5b=0
Con lo que obtenemos a = 3;b = 0;c = 2;d = -1 :
La matriz pedidaes: X = (3 0 )
2 -1
JUNO3 P1A|: Dada la siguiente ecuacion matricial:
3 -2 ) ) X ~10
-2 1 ( ) +1y = 6 ; obtener de forma razonada los valores de X, y, z.
01 )\ 2 3
Resolucion:
3 -2 y X -10 3Xx -2y X -10
-2 1 <>+ y = 6 = -2X+y |+ Y = 6
0 1 z 3 y z 3
3X—2y +X -10 4x -2y =-10
—2X+Yy+Yy = 6 = -2X+2y =6
y+z2 3 y+z=3

Sistema que podemos resolver por Gauss, Cramer, o aplicando reduccion en las dos primeras ecuaciones
para obtener (X,y) y después con el valor de y en la tercera ecuacién se obtiene z. = x = -2, y=1;z2=2

JUNO3 P2[: Una compafiia fabrica y vende dos modelos de lamparas A 'y B. Para su fabricacion se necesita

un trabajo manual de 20 minutos para el modelo A y 30 minutos para el modelo B; y un trabajo de maquina
de 20 minutos para el modelo A y de 10 minutos para el modelo B. Se dispone para el trabajo manual de
6.000 minutos al mes y para el de maquina de 4.800 minutos al mes. Sabiendo que el beneficio por unidad es
de 15 € para el modelo A y de 10 € para el modelo B, planificar la produccién mensual para obtener el
maximo beneficio y calcular éste.

Resolucion:

Sea:

X . n°de lamparas del modelo A ¢y objetivo: f(x,y) = 15x + 10y (Maximizar)

y : n° de lamparas del modelo B

-8-
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Ordenando la informacién se tiene:

Cantidad | T. manual | T. de maquina | Beneficio
Modelo A X 20 20 15x
Modelo B y 30 10 10y
Disponible 6000 4800

Conjunto de restricciones:

308

20x + 30y < 6000 ~ 0+ 10y = 4800
20x + 10y < 4800 =
x>0y >0 16a

Q 20x+30y= 6000
\\ -

0 166 200 R 3:1@\\43

Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones maximas y minimas se dan siempre en alguno de los
vértices de la region factible. Para determinarlas basta con evaluar el valor de la funcion objetivo en cada uno
de esos vertices, que son:

20x + 30y = 6000
O = (0,0); P =(0,200); Q : = Q = (210,60); R = (240,0
©.0 ( 5 Q {20X+10y=4800 Q= ) ( )

El valor de B(x,y) = 15x + 10y en esos Vértices es:
EnO, B(0,0) =0

En P, B(0,200) = 2000

En Q, B(210,60) = 3750

En R, B(240,0) = 36600

El beneficio m&ximo, que es de 3750 €, se obtiene fabricando 210 lamparas del modelo A 'y 60 del modelo

JUNO3 P2B|: Debo tomar al menos 60 mg de vitamina A y al menos 90 mg de vitamina B diariamente. En

la farmacia puedo adquirir dos pastillas de marcas diferentes X e Y. Cada pastilla de la marca X contiene 10
mg de vitamina A y 15 mg de vitamina B, y cada pastilla de la marca Y contiene 10 mg de cada vitamina.
Ademas, no es conveniente tomar mas de 6 pastillas diarias. Sabiendo que el precio de cada pastilla de la
marca X es 50 céntimos de euro y cada pastilla de la marca Y cuesta 30 céntimos de euro, calcular de forma
razonada:

a) Cuéntas pastillas diarias de cada marca debo tomar para que el coste sea minimo.
b) Cual es el coste minimo.

Resolucion:

Sea:

X ;1 de pastillas diarias de lamarca X g pcjgp objetivo: f(x,y) = 50x + 30y (Minimizar)
y : n°de pastillas diarias de la marca Y

Conjunto de restricciones y region factible:
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10x + 10y > 60 (necesidades de vitamina A) s B
15x + 10y > 90 (necesidades de vitamina B) \
X+Yy < 6 (nomas de 6 pastillas diarias)
Xx>0;y>0

Observa que la region factible esta formada por un unico punto: P = (6,0)

Lo cual significa que es la Unica posibilidad de cumplir las restricciones. Asi pues, la unica solucion posible
es 6 pastillas de la marca X y ninguna de la marca Y. En cualquier otro caso, 0 no se cubren las necesidades
de vitaminas o se toman més de 6 pastillas diarias.

b) f(6,0) = 50 - 6 = 300. Luego el coste minimo es de 300 céntimos = 3 €.

JUNO3 P3B|: Cinco amigos suelen tomar café juntos. EI primer dia tomaron 2 cafés, 2 cortados y un café

con leche y debieron pagar 3 €. Al dia siguiente tomaron un café, un cortado y tres cafés con leche, por lo que
pagaron 3,25 €. El tercer dia s6lo acudieron cuatro de ellos y tomaron un café, dos cortados y un café con
leche, ascendiendo la cuenta a 2,45 €. Calcular de forma razonada el precio del café, del cortado y del café
con leche.

Resolucién:
Llamaremos:
X : precio del café. 2X+2y+z2=3
y : precio del cortado. = X+y+3z=2325

z : precio del café.con leche. X+2y+2z=245

Sistema que se puede resolver por Gauss o por Cramer y tiene por solucion x = 0.55;y = 0.6;z = 0.7. Asi
pues, el café solo vale 55 céntimos, el cortado 60 c y el café con leche 70 c.

SEP03 P2|: Una empresa dispone de un maximo de 16 000 unidades de un producto que puede vender en

unidades sueltas o en lotes de cuatro unidades. Para empaquetar un lote de cuatro unidades se necesita el
triple de material que para empaquetar una unidad suelta. Si se dispone de material para empaquetar 15 000
unidades sueltas, y si el beneficio que se obtiene por la venta de cada unidad suelta es de 2 € y de cada lote de
cuatro unidades es de 7 €, calcular de forma razonada el nimero de unidades sueltas y de lotes de cuatro
unidades que hay que preparar para maximizar el beneficio y calcular éste.

Resolucion:

Ordenando la informacion se tiene:

Cantidad | Unidades | Material |Beneficio
Lotes de 4 X 4x 3x 7X
U. sueltas v y y 2y
Disponible 16000 15000
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Funcion Objetivo:  B(Xx,y) = 7x+ 2y Q
. 16000
Restricciones: p {15000
Region
4x +y < 16000 .
Factible: Q
3x+y < 15000
x=0y=0
3x+y= 15000
R X
0 4000 5000
VA

Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones maximas y minimas se dan siempre en alguno de los
vértices de la region factible. Para determinarlas basta con evaluar el valor de la funcién objetivo en cada uno
de esos vertices, que son:

4x +y = 16000

O = (0,0);P = (0,15000);Q : - Q = (1000, 12000); R = (4000,0)
3x+y = 15000

El valor de B(x,y) = 7x + 2y en esos Vértices es:

EnO, B(0,0) =0

En P, B(0,15000) = 30000

En Q, B(1000,12000) = 31000 <« Méaximo

En R, B(4000,0) = 28000

El beneficio maximo se obtiene vendiendo 1000 lotes y 12000 unidades sueltas; ese beneficio sera de 31000

SEPO3 P2|: Se pretende invertir en dos productos financieros Ay B. La inversion en B ha de ser al menos

de 3000 € y no se quiere invertir en A mas del doble que en B. Se supone que A proporcionara un beneficio
del 10 % y B del 5 %. Si se dispone de 12.000 €, calcular de forma razonada cuanto se debe invertir en cada
producto para maximizar el beneficio y determinar éste.

Resolucion:

X : € invertidos en A
Sea: ] ) .
y : €invertidos en B
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REGION FACTIBLE

Conjunto de restricciones:
y > 3000
X <2y
X+y < 12000
x=0;y=0

Funcion objetivo: f(x,y) = 0.1x + 0.05y

000

2000 4000 6000 8000 10000 120}\140
—2006 .

Método de la recta de nivel:

Escogemos un pto de la region factible: el (2000, 4000).
Su imagen por la funcion objetivo es
f(2000,4000) = 0.1 - 2000 + 0.05 - 4000 = 400.
Dibujamos la recta de nivel que pasa por (2000,4000),
que simboliza el conjunto de puntos cuya imagen por
la funcion objetivo también vale 400:

R.Nivel : 0.1x+0.05y = 400 =
También dibujamos el vector gradiente, que simboliza la

direccion y sentido de crecimiento de la funcion objetivo:
Vf = (0.1,0.05) ~ (1000,500) ~ (2000,1000) = o0

2000 406\ 6000 80D0 10000 QNQ

—26886-

Como hay que maximizar, trasladamos de forma paralela la recta de nivel en el sentido que indica el vector
gradiente. El altimo punto de contacto con la region factible es

X =2y
R: = R = (8000,4000).
X+Yy = 12000

Por tanto, para maximizar beneficios se debe invertir 8000 € en el producto financiero A y 4000 en el
producto financiero B. En este caso los beneficios seran de f(8000,4000) = 0.1 - 8000 + 0.05 - 4000 = 1000

JUNO4 P1A|:. Dadas las matrices:

A #0 , B= 12 y C= 2 0 calculala matriz X que verifica la ecuacion
11 20 -12

AXB = 2C.

Resolucion:
Para despejar X en la anterior ecuacion matricial, premultiplicamos por A~ y postmultiplicamos por B! :
AXB=2C = AIAXB=A12C = XB=A12C = XBB!'=A1l2CB!'! = X=A12CB

Asi pues, el céalculo que hay que realizar es A=*2CB1. Calcularemos primero A,2Cy B :
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1 0 —0.25 0 2 0 4 0
Al=_1 - 2C =2 -
4\ -1 -4 0.25 1 -2 4
Bt=-1
4\ 2 1 0.5 0.25
aiocpt_ [ 0250 0 0.5 ) _
0.25 1 2 4 0.5 0.25
[ 10 0 0.5\ _
-1 4 0.5 0.25 2.0 0.5

Resolucion alternativa:

six=( *Y ), operando se obtiene: 40 Xy L2, 20
zZt 11 zZt 2 0 -12
—4x -4y -12\ (40 - 4x — 8y —8X _( 40
X+2Zy+t 2 0 -2 4 —X—Z+2y+2t 2x+ 22 -2 4

Igualando los elementos correspondientes:

4x -8y =4

8 =0 -
X :X:O;y:_—l;z=2;t:l = X = 0 -1/2

X—Z+2y+2t=-2 2 2 2 1/2

2X+22 =4

JUNO4 P2A]: Un banco dispone de 18 millones de euros para ofrecer préstamos de riesgo alto y medio, con

rendimientos del 14 % y 7 %, respectivamente. Sabiendo que se debe dedicar al menos 4 millones de euros a
préstamos de riesgo medio y que el dinero invertido en alto y medio riesgo debe estar a lo sumo en la razén
de 4 a 5. Determinar cuanto debe dedicarse a cada uno de los dos tipos de préstamos para maximizar el
beneficio y calcular éste.

Resolucion:

Llamamos x a la cantidad prestada a alto riesgo e y a la prestada a medio riesgo, (ambas en millones de
euros). El objetivo es maximizar el beneficio, B(x,y) = 0,14x + 0,07y

Y las restricciones son:

X +Yy < 18 (18 millones es el tope disponible)
y > 4 (al menos 4 millones a medio riesgo)
5x — 4y < 0 (ver observacion)

x>0;y>0

Observacion: x e y deben estar a lo sumo en la razén de 4 a 5 significa:

Larazonde4a5es 2. Sixe y deben estar a lo sumo en esa razon, quiere decir que la razon

5
%s% — 5x <4y = 5x—4y <0

Estas restricciones determinan la region factible (sombreada) en la siguiente figura.
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y -\“ 23 f’f/
O /
15> 5x-dy=0 _ _
. / Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones
n /
1@ R . maximas y minimas se dan siempre en alguno de los
x+y=18 vértices de la region factible. Para determinarlas basta
15 N con evaluar el valor de la funcién objetivo en cada uno
Pl 8 y=4 . - _
Ve 5  deesos vértices, que son:
i , , .
s 5 10 15 P =1(0,4);Q = (0,18);
R: y —~R=(810)5:< 7 — S = (16/5,4)
Sx—4y =0 5x—4y =0

El valor de B(x,y) = 0,14x + 0,07y en esos Vértices es:
En P, B(0,4) = 0,28 millones de euros.
En Q, B(0,18) = 1,26 millones de euros.
En R, B(8,10) = 1,82 millones de euros.
En S, B(16/5,4) = 0,728 millones de euros.
El beneficio maximo, que es de 1,82 millones de euros, se obtiene prestando 8 millones a alto riesgo y 10
millones a medio riesgo.

Método de la recta de nivel:

Escogemos un punto de la regidn factible: el (2,8).
Su imagen por la funcion objetivo es
f(2,8) =0.14.2+0.07-8 = 0.84
Dibujamos la recta de nivel que pasa por (2,8),
que simboliza el conjunto de puntos cuya imagen por
la funcion objetivo también vale 0. 84:
R.Nivel : 0.14x + 0.07y = 0.84 =>=
También dibujamos el vector gradiente, que simboliza la
direccidn y sentido de crecimiento de la funcion objetivo:
Vi = (0.14,0.07) ~ (14,7) ~ (2,1) ~ (4,2) =

Como hay que maximizar, trasladamos de forma paralela la recta de nivel en el sentido que indica el vector
X+y=18

= R = (8,10).
5x—-4y =0

gradiente. El dltimo punto de contacto con la region factible es R : {

Por tanto, para maximizar beneficios se debe prestar 8 millones a alto riesgo y 10 millones a medio riesgo.
En este caso el beneficio sera de f(8,10) = 0.14 - 8 + 0.07 - 10 = 1.82 millones de euros.

JUNO4 P1B|: Juan decide invertir una cantidad de 12000 € en bolsa, comprando acciones de tres empresas

distintas A, By C. Invierte en A el doble que en B y C juntas. Transcurrido un afio, las acciones de la
empresa A se han revalorizado un 4 %, las de B un 5 %y las de C han perdido un 2 % de su valor original.
Como resultado de todo ello, Juan ha obtenido un beneficio de 432,5 €. Determinar cuanto invirtié Juan en
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cada una de las empresas.

Resolucion:
X : dinero invertido en acciones de A X+Yy+z= 12000
Sea: y : dinero invertido en accionesde B = X=2(y+2)
z : dinero invertido en acciones de C 0.04x + 0.05y — 0.02z = 432.5

X+Yy+z= 12000
= X—2y—-22=0 = X =8000; y = 2750; z = 1250
0.04x +0.05y — 0.02z = 432.5

Invirtié 8000 € en la empresa A, 2750 € en la empresa B y 1250 € en la empresa C

JUNO4 P2B(: Un tren de mercancias puede arrastrar, Como maximo, 27 vagones. En cierto viaje transporta

coches y motocicletas. Para coches debe dedicar un minimo de 12 vagones y para motocicletas no menos de
la mitad de los vagones que dedica a los coches. Si los ingresos de la compafiia ferroviaria son de 540 € por
vagon de coches y 360 € por vagon de motocicletas, calcular como se deben distribuir los vagones para que el
beneficio de un transporte de coches y motocicletas sea maximo y cuénto vale dicho beneficio.

Resolucion:
Definimos: x: n° vagones destinados a coches. y : n° de vagones destinados a motos.
Funcién objetivo: f(x,y) = 540x + 360y.

Restricciones: Region Factible:

L

X+y <27
X 2 12 i _>F+}f:.)t’

X — — 20 :
y =2 5 2y—-x=>0
x=0y=0 ol

’? y-x=0

%x=12 N, o8

& H 10 15 20 FERNE ]

Método de la recta de nivel:

Escogemos el pto (14,9) del interior de la region factible. 2\
Su imagen por la funcion objetivo es:
f(14,9) = 540 - 14 + 360 - 9 = 10800
Trazamos la recta de nivel que pasa por él:
540x + 360y = 10800 = __
Dibujamos un vector proporcional al vector gradiente: ) \ --.____xf}*'”
Vf = (540,360) ~ (6,4) = N B
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Como se trata de maximizar la funcién objetivo, trasladamos de forma paralela la recta de nivel en la
direccion y sentido del vector gradiente hasta encontrar el Gltimo punto de contacto con la region factible,
(R), que sera la solucion.

2y—x=0
R:J Y 7F — R = (18,9).
X+y =27

Se obtendran beneficios maximos cuando se dispongan 18 vagones destinados a coches y 9 destinados a
motos, en cuyo caso el beneficio sera de f(18,9) = 540 - 18 + 360 - 9 = 12960 €.

SEP04 P1A: Obtener la matriz X que verifica AX — B = 3X, siendo:

32 -1 -2
A= 301 y B= -1

21 3 1
Resolucion:

Despejamos la matriz X en la ecuacion:
AX-B=3X = AX-3X=B = (A-3DX=B = (A-3DYA-3DX=(A-3D)'B
= X=(A-3)"B

Observa como se saca factor comudn de X en el segundo paso (AX —3X = (A —31)X). El 2° término
querara 31 y no sélamente 3, en cuyo caso no se podria hacer el calculo (A — 3), pues no se puede restar una
matriz y un namero.

Calcularemos A — 31, después obtendremos su inversa y lo que nos de lo premultiplicaremos por B :

32 -1 100 0 2 -1
A-3l=| 30 1 |-3 o010 |=]| 331
21 3 001 2 1 0
1 -1 -1 1 1 1
A-3I=5 = A-3nt=-L| 2 2 3 |=4 223
9 4 -6 9 4 6
1 11 2 2
A-3)'B-1| 2 23 1 |=4] o
9 4 6 1 28

SEP04 P1B|.. Dos hijos deciden hacer un regalo de 100 € a su madre. Como no tienen suficiente dinero,

cuentan con la ayuda de su padre, decidiendo pagar el regalo de la siguiente forma: el padre paga el triple de
lo que pagan los dos hijos juntos y, por cada 2 € que paga el hermano menor, el mayor paga 3 €. ;Cuanto
dinero ha de poner cada uno?

Resolucion:

Sean X, y, z las cantidades que aportan el padre, el hermano mayor y el hermano menor, respectivamente. Se
debe cumplir:
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X+Yy+z=100 Dado que el regalo vale 100 euros.

x =3(y+2z) Yaque el padre paga el triple que los dos hijos juntos.

% = % Porque por cada 2 € del menor, el mayor pone 3 €. Se obtiene el sistema:
X+y+z=100
x-3y-3z=0 = x=75y=152=10
2y-3z=0

El padre pone 75 euros, el hijo mayor 15y el menor 10.

SEP04 P2A|

.. Un fabricante produce en dos talleres tres modelos distintos de archivadores, el A, el By el C.

Se ha comprometido a entregar 12 archivadores del modelo A, 8 del B y 24 del C. Al fabricante le cuesta 720
€ al dia el funcionamiento del primer taller y 960 € el del segundo. El primer taller produce diariamente 4
archivadores del modelo A, 2 del B y 4 del C, mientras que el segundo produce 2, 2 y 12 archivadores,
respectivamente. ;Cuantos dias debe trabajar cada taller para, cumpliendo el contrato conseguir reducir al
maximo los costes de funcionamiento? ¢Cual es el valor de dicho coste? ;Quedaria algin excedente de algln
producto en los talleres? En caso afirmativo, determinar cuanto.

Resolucion:

Sea x : dias de trabajo del primer taller ; e y : dias de trabajo del segundo taller.

Funcién Objetivo: f(x,y) = 720x + 960y (MINIMIZAR)

Restricciones:

Para construir las restricciones, puede que te ayude organizar los datos en una tabla:

Tallerl

Taller2

Produccién minima

Archiv. A

4x

2y

12

Archiv. B

2X

2y

8

Archiv. C

4x

12y

24

4x + 2y > 12 (archivadores A fabricados)
2x + 2y > 8 (archivadores B fabricados)
4x + 12y > 24 (archivadores C fabricados)
x=0y=0

2X+y>6
X+y=>4
X+3y>6
x=20y=0

Método de las rectas de nivel:

Escogemos el punto (4,4) del interior de la region factible. ~"'x'->»—-4
Su imagen por la funcion objetivo es: N
f(4,4) = 720 - 4+ 960 - 4 — 6720
Trazamos la recta de nivel que pasa por él:

720x + 960y = 6720 = ,
Dibujamos un vector proporcional al vector gradiente:

Vf = (720,960) ~ (3,4) ~ (0.75,1)

X+ 3y=6

§ D¢ 1

- -3

2x:?:b
Como se trata de minimizar la funcion objetivo, trasladamos de forma paralela la recta de nivel en el
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sentido contrario al indicado por el vector gradiente hasta encontrar el Gltimo punto de contacto con la region
factible, (R), que sera la solucion.

2X+2y =8
R:J 7T — R=(3,1).
Ix+ 12y = 24

Asi pues, el primer taller debera trabajar 3 dias y el segundo, 1 dia. Los costes en este caso resultan ser:
f(3,1) =720-3+960 -1 = 3120 €.

En este caso, el nUmero de archivadores fabricados resulta ser:
Tallerl | Taller2 | Total
Archiv. A | 12 2 14
Archiv. B 6 2 8
Archiv. C 12 12 |24

Por lo que sobrarian 2 archivadores de tipo A,

lo cual representa el excedente que quedaria

en los talleres.

SEP04 P2B|: Calcular los puntos de la region definida por:

X+y>6;2x+y<15;3<x<6;2<y<5h
donde la funcién z = 3x + 2y alcanza los valores maximo y minimo.

Resolucion:

Representando las rectas asociadas a cada inecuacion se obtiene la region sombreada en la siguiente figura.

g Hty=14
\‘..

S Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones

xty=h L. L. .

Y \ . maximas y minimas se dan siempre en alguno de los
P vértices de la region factible. Para determinarlas basta
U~ T con evaluar el valor de la funcion objetivo en cada uno
™ -
RS de esos Vvértices, que son:
6
A\

P:{HV;G :P:(3,3);Q:(3,5);R:{2X+y:15 =R = (55)

X = =
5.4 Y S S=(63):T=62:U:<d V7% L u-@2
X=6 y=2

El valor de la funcién z = 3x + 2y en esos Vértices es:
EnP,z(3,3) =15 EnQ, z(3,5) =19 EnR, z(5,5) = 25
EnS,z(6,3) =24 EnT,z(6,2) =22 EnU, z(4,2) = 16

Por tanto, el maximo, que es 25, se alcanza en el punto R = (5, 5); el minimo, que vale 15, en el punto P =
(3, 3).

JUNO5 P1A|: Elena, Pedro y Juan colocan diariamente hojas de propaganda sobre los parabrisas de los

coches aparcados en la calle. Pedro reparte siempre el 20% del total de la propaganda, Juan reparte 100 hojas
mas que Elena y entre Pedro y Elena colocan 850 hojas en los parabrisas. Plantear un sistema de ecuaciones
que permita averiguar cuantas hojas reparten, respectivamente, Elena, Pedro y Juan y calcular estos valores.
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Resolucion:

X : n°de hojas que reparte Elena.
Tenemos que averiguar: y : n°de hojas que reparte Pedro.
Z : n° de hojas que reparte Juan.

Pedroreparte el 20% = y=0.20x+Yy+2)
Juan reparte 100 mas que Elena = z = x+ 100
Entre Pedro y Elena colocan 850 = x+Yy = 850

Arreglamos el sistema y lo resolvemos por Cramer:

X—4y+2=0
X  +z=100
X+Yy = 850
1 41
Para comprobar si tiene solucion unica calculamos|A|= | -1 0 1| =-6=+0
1 10

. . . , Al . Ayl . IAzI)
= Si tiene solucidn Unica. Calculémosla: (x= [Ax = 1=
A Y T Al Al

0 41 1 01
100 0 1 -1 100 1
850 1 0 1 850 0

. _ 3300 _ 550y _ —1800 _ 39

6 - 6 6
1 -4 0
-1 0 100
1 1 850
_ _ -30900 _
z = — = =330 — 650,

Con lo que Elena reparte 550 hojas, Pedro reparte 300 y Juan 650.

221

251
la matriz de sus términos independientes. Se pide:
a) Escribir las tres ecuaciones que forman el sistema.
b) Obtener todas las soluciones del sistema.

Resolucion:
221 X 1
a) La forma matricial del sistemaes| 2 31 = 1
251 z 1
2X+ 2y +2 1 xX+2y+z=1
Realizando la multiplicacion: | 2x + 3y +z = 1 = 2X+3y+z=1
2X + 5y +1 1 2X+5y+z=1
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b) Si calculamos |A| = 0. (se podia saber de antemano porque tiene 2 columnas proporcionales). Por eso no
se puede aplicar la regla de Cramer (no es un SCD). Podriamos discutir el sistema por el Teorema de
Rouché-Frobenius (estudiando rg(A) y rg(A*) ), pero como nos piden las soluciones lo mejor sera tratar de
resolverlo directamente por el método de Gauss:

Operaciones:
2211 2 2 1|1 2 2 1|1
Foo Fo—F1
2 311 ~ 010|0 ~ 0100 1erpaso:{
F3— F3—F1
2511 0 300 0 0O0|0
2° paso: F3—» F3-3 - F;

2Xx+2y+z=1 e . -

= 0 = 2x+z = 1. Que tendra infinitas soluciones. Para obtenerlas utilizamos el
y =

parametro A :

Z=A->2X+A1=1->X =%’“. Asi, el conjunto de soluciones sera:

(%,0,/1), donde 4 € R.

JUNOS5 P2A]: Las necesidades vitaminicas diarias de una persona son de un minimo de 36 mgr. de vitamina

A, 28 mgr. de vitamina C y 34 mgr. de vitamina D. Estas necesidades se cubren tomando pastillas de la marca
Energic y de la marca Vigor. Cada pastilla de la marca Energic cuesta 0,03 € y proporciona 2 mgr. de
vitamina A, 2 mgr. de vitamina C y 8 mgr. de vitamina D. Cada pastilla de la marca Vigor cuesta 0,04 €y
proporciona 3 mgr. de vitamina A, 2 mgr. de vitamina C y 2 mgr. de vitamina D. ¢Cudntas pastillas de cada
marca se han de tomar diariamente si se desean cubrir las necesidades vitaminicas basicas con el menor coste
posible? Determinar dicho coste.

Resolucion:
Hemos de calcular el n° de pastillas de cada marca por lo que plantearemos:

X : n°de pastillas Energic.
y : n°de pastillas Vigor.

Dado que buscamos minimizar el coste, el coste sera la funcion objetivo:
f(x,y) = 0.03x + 0.04y

Restriciones:

Podemos organizar previamente los datos en una tabla:

n° de pastillas | Vitamina A | Vitamina C | Vitamina D
pastilla Energic X 2X 2X 8x
pastilla Vigor y 3y 2y 2y
necesidades de vitaminas 36 28 34

Con lo que resulta muy sencillo obtener ahora el conjunto de restricciones:
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2x + 3y > 36
2X + 2y > 28 - . )
y= Dibujamos la region factible:
8x+2y > 34
x>0;,y>0
N e e e e
\._\'k*.f S e obtenemos los vértices: P = (0,17);Q = (1,13)
R R = (6,8);S = (18,0).
l\\ i b ":}m’ﬂ% 0 f(0,17)=0.04-17 = 0.68
TR f(1,13) = 0.03-1+0.04 - 13 = 0.55
s \é\ B (6.5) - 0.03.6-0.00.8-0.5
L " 2xr2y=2 < ~\Q::_"_"_ S
b W e £(18,0) = 0.03 - 18 = 0.54
D AN T oo
5 ) A § & 1 1 ub- P
\ il o i

Asi, por el método de los vértices, el minimo se alcanza en el punto (6,8).

Si optamos por el método de la recta de nivel, podriamos escoger el punto (10,10) del interior de la region
factible. Lo sustituimos en la funcion objetivo y obtenemos f(10,10) = 0.7.

Dibujamos entonces la recta de nivel 0.03x + 0.04y = 0.7 y un vector proporcional al vector gradiente
Vf = (0.03,0.04) ~ (3,4).

Para minimizar, habria que mover de forma paralela la recta de nivel en el sentido contrario al indicado por
el vector gradiente. El ultimo punto de contacto con la region factible, (6,8) es el minimo buscado.

Asi pues para minimizar el coste se ha de tomar diariamente 6 pastillas Energic y 8 pastillas Vigor, en cuyo
caso el coste sera de f(6,8) = 0.5 €.

JUNO5 P2B|: Un vendedor dispone de 350000 € para invertir en dos tipos de microondas. El que dispone de

mas accesorios tiene un coste de 150 € y reporta un beneficio de 15 € por unidad vendida, mientras que el
otro modelo so6lo proporciona un beneficio de 11 € por unidad vendida y tiene un coste de 100 €. Sabiendo
que sdlo se pueden almacenar 3000 microondas y que no se venderan mas de 2000 del modelo mas caro,
determinar cuantos microondas de cada clase se deben comprar para maximizar el beneficio y calcular éste.

Resolucion:

Nos preguntan el n° de microondas de cada tipo, por lo que definiremos:

X : n® microondas caros.
y : n°® microondas baratos.

Como hay que maximizar beneficios, estos seran la funcion objetivo: f(x,y) = 15x + 11y.

Conjunto de restricciones y region factible:
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150x + 100y < 350000 (dinero invertido)
X+Yy <3000 (microondas almacenados)
X <2000 (no se venden mas de 2000)
x>0;y>0

=20000

+4/=3000|
N

S
500 1000 1500 2000 \&SO 3000,
(Nota: La 12 restriccion 150x + 100y < 350000 podriamos haberla simplificado como 3x + 2y < 7000)

Método de las rectas de nivel:

Escogemos el punto (1000,1000) del interior de la regidn factible y lo sustituios en la regién objetivo:
f(1000,1000) = 15 - 1000 + 11 - 1000 = 26000. Ahora calculamos y dibujamos la correspondiente recta de

nivel: 15x + 11y = 26000.

Representamos también un vector proporcional al vector gradiente: Vf = (15,11) ~ (750,550) :

Desplazando la recta de nivel de forma
paralela en la direccion y sentido indicado
por el vector gradiente, el Gltimo punto de
contacto con la region factible es

Q: X +y = 3000
| 150x + 100y = 350000

Q = (1000, 2000), que es la solucion

+y=3000|
_ buscada.

]

500 1000 1500 “S\2ojo \Lﬁt\m 30;0\3\

Por lo tanto los beneficios seran méximos cuando se compren 1000 microondas de los caros y 2000 de los
baratos, en cuyo caso el beneficio sera de f(x,y) = 15 - 1000 + 11 - 2000 = 37000 €

SEP 05 P1A[: Dos hermanos deciden invertir 10000 € cada uno en distintos productos financieros. El mayor

invirtié una cantidad A en un producto que ha proporcionado un beneficio del 6%, una cantidad B en otro que
ha dado una rentabilidad del 5% y el resto en un plazo fijo al 2% de interés. El hermano menor invirti6 esas
mismas cantidades en otros productos que le han proporcionado, respectivamente, unos beneficios del 4, 3y
7 %. Determinar las cantidades A, B y C invertidas si las ganancias del hermano mayor han sido 415 €y las
del pequefio 460 €.

Resolucion:
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Llamemos:
X : cantidad A (en €)

y : cantidad B (en €)
z : cantidad C (en €)

Se invierten 10000 € : X+Yy+2z = 10000
Ganancias del h.. mayor: 0.06x + 0.05y + 0.02z = 415
Ganancias del h.. menor: 0.04x + 0.03y + 0.07z = 460

X+Yy+z = 10000
= 6x + 5y + 2z = 41500 . Intentemos aplicar Cramer:
4x + 3y + 7z = 46000

111
|Al]=16 52| =-7=+ 0.= Elsistema tiene solucion unica (SCD)
437
10000 1 1 1 10000 1
41500 5 2 6 41500 2
46000 3 7 4 46000 7
X — — =14000 _ »pqp : y = — =31500 _ 4500
—7 —7 —7 —7
1 1 10000
6 5 41500
4 3 46000
z - — - =24300 _ 3500,

Por lo tanto las cantidades A,B y C son 2000, 4500 y 3500 respectivamente.

SEPO5 P1B|: Calcular la matriz X = Z 2 que verifica la ecuacion matricial AXB = C, siendo:
A 10 B = 1 2 .C - -1 -2 .
11 -1 -3 -3 -8
Resolucion:

Despejemos X en la ecuacion matricial:
AXB =C - A1AXB = A'C - XB=A"'C - XBB! = ACB! - X = Al1CB!
Por lo que tendremos que calcular Aty B-* :

10 B 10| 10
01 01, -11

(Donde hemos hecho el cambio F; - F, — F1.) = A1l= ( 10 )

11
Bt - 12010 \ (1210 \ [ 12]10
"\ 13|01 0-111 01| -1-1
[ 10
01

3 2 ga_ 32
-1 -1 -1 -1

-23-
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AhoraX = Alcgt = [ L O 123 3 2 )_
11 )\ 3-8\ 211
(12 (32 (10,
26 11 02

NOTA: También se podria haber resuelto el ejercicio planteando:
10 ab 12\ _[(-1-2
11 0c -1 -3 -3 -8
a b 1 2 -1 -2
sy =
ab+c -1 -3 -3 -8

- a-b 2a—3b _ -1 -2
a-b-c2a-3b-3c -3 -8
a-b=-1
2a—3b =-2 . . . a=-1
= . Si resolvemos las 2 primeras ecuaciones:
a-b-c=-3 b=0

2a—3b-3c =-8

Sustituimos en las otras 2: ¢ 3 ¢ = X = 10 .
2 2 0 2

SEP05 P3|: Representar la region factible dada por el sistema de inecuaciones:

X+y>-1
X<2
y>-1
X>3y-1/2
y hallar los puntos de la region en los que la funcion f(x,y) = 2x + 3y alcanza los valores maximo y minimo
y obtener dichos valores.

Resolucion:

La region factible quedaria:

Ahora podemos resolver el problema por el método de los vértices o de las rectas de nivel. Lo haremos por
el método de los vértices:

Calculemos las coordenadas de todos los vértices:
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~ 1 7 =2
P:{iiysy—l/z P (FE) Q:{i=3y—1/2 -e-(23)

R=(-12): S=(0-1).

Dado que la funcién objetivo alcanza sus extremos en los vértices de la region factible, comprobemos cuél
es el minimo y cuél es el méximo:

_¢(=( =1\_-14 3 _ _17 . _ 5 _ 15 _ 13
f(P)_f<8’8 8 8 g - @ f<2’6> 4+ 2

fR) =f(-1,2) =-2+6=4 ; f(S)=f0,-1)=0-3=-3

Queda probado que el minimo se alcanza en el punto (0,—1), donde el valor de la funcion es -3 y el maximo

se alcanza en el punto (2, 5) donde el valor de la funcion es % = 6'5.

SEP05 P2|: Una empresa farmacéutica tiene en la actualidad dos lineas de investigacion, la de

medicamentos antiinflamatorios no esteroides y la de farmacos ansioliticos. Desea invertir en la investigacion
a lo sumo tres millones de euros, con la condicion de dedicar por o menos 1,5 millones de euros a los
ansioliticos, con los que espera obtener un beneficio del 10%. En cambio en la investigacion sobre
medicamentos antiinflamatorios, aunque se calcula un beneficio del 25%, no debe invertir mas de un millén
de euros ¢Qué cantidad debe dedicar a cada linea de investigacion para maximizar beneficios, si ademas debe
dedicar a los ansioliticos al menos el doble de dinero que a los antiinflamatorios? ;Qué beneficio obtendra de
esta forma la empresa?

Resolucion:

Hay que maximizar beneficios, luego la funcién objetivo sera los beneficios. Las cantidades que debemos
averiguar son:

X : cantidad invertida en medicamentos antiinflamatorios no esteroides.
y : cantidad invertida en farmacos ansioliticos. (ambas en millones de €)

Restricciones:

s o .
X+Yy <3 (seinvierten alo sumo 3 millones)

y > 1.5 (se dedican por lo menos 1.5 millones a los ansioliticos)
< x<1 (enantiinflamatorios 0 méas de 1 millon)
y > 2x  (se dedica a ansioliticos al menos el doble que a los antiinflamatorios)

\XZO;yZO

Funcion Objetivo: f(x,y) = 0.25x + 0. 1y.

Representemos la region factible:
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Los vértices son: P = (0,1.5);Q = (0,3);R = (1,2);
S =(0.75,1.5).
El valor de la funcion objetivo en esos puntos es:
f(0,1.5) =0.1-1.5=10.15; f(0,3) =0.1-3=10.3
f(1,2) =0.25-1+0.1-2 =0.45
f(0.75,1.5) = 0.25-0.75+0.1 - 1.5 = 0.3375
Dado que el méaximo se alcanza en uno de los vértices, éste
ha de ser el (1,2).

Es decir la empresa habra de dedicar 1 mill6n de euros a la investigacion en medicamentos antiinflamatorios
y 2 millones a los farmacos ansioliticos, en cuyo caso los beneficios seran de 450 000 €, que es el valor
maximo.

JUNOG6 P2B|: Una refineria de petroleo adquiere dos tipos de crudo, ligero y pesado, a un precio de 70 y 65

€ por barril, respectivamente. Con cada barril de crudo ligero la refineria produce 0,3 barriles de gasolina 95,
0,4 barriles de gasolina 98 y 0,2 barriles de gasoil. Asimismo, con cada barril de crudo pesado produce 0,1,
0,2 y 0,5 barriles de cada uno de estos tres productos, respectivamente. La refineria debe suministrar al menos
26300 barriles de gasolina 95, 40600 barriles de gasolina 98 y 29500 barriles de gasoil. Determina cuantos
barriles de cada tipo de crudo debe comprar la refineria para cubrir sus necesidades de produccion con un
coste minimo y calcula éste.

Resolucion:

Sean: X :n° de barriles de crudo ligero.

y : n°de barriles de crudo pesado.

Las restricciones salen debido a que "la refineria debe suministrar al menos...". Por lo que los valores x,y (n°
de barriles) habran de asegurar que se consigan cantidades mayores o iguales que las citadas de gasolina 95,
98 y gasoil. Puede facilitar la tarea organizar los datos en una tabla:

n° barriles gasolina 95 | n° barriles gasolina 98 | n° barriles gasoil
"X" barriles crudo ligero 0.3x 0.4x 0.2x
"y" barriles crudo pesado 0.1y 0.2y 0.5y
0.3x+ 0.1y 0.4x+ 0.2y 0.2x + 0.5y

0.3x+ 0.1y > 26300
0.4x + 0.2y > 40600
0.2x + 0.5y > 29500
x>0;y>0

Restricciones:

La funcién objetivo la obtenemos sobre la cantidad que haya que optimizar (maximizar o minimizar). En
este caso, hay que minimizar el coste, por lo que la funcion objetivo seré la que defina el gasto o el coste de
los barriles que se habran de comprar:

Minimizar f(x,y) = 70x + 65y (en euros)
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Meétodo de la recta de nivel:

Representamos la region factible y a continuacién la recta de nivel y el vector gradiente:

0.4x+0

nnnnn

8000 ‘ 1.6 [0 2.4 10%5
0.3x+0.1y=26300 4/ ‘ 0.2x+fo.—a‘9500

Dado que se trata de minimizar la funcion objetivo, traslademos de forma paralela la recta de nivel en el
sentido contrario al indicado por el vector gradiente. El Gltimo punto de contacto con la region factible es la
solucion buscada. Calculemos sus coordenadas.

0.4x + 0.2y = 40600

El punto que buscamos (marcado en el dibujo) es interseccién de las rectas
0.2x + 0.5y = 29500

Resolviendo el sistema: (x,y) = (90000, 23000).

Por lo que el coste serd minimo cuando se compren 90000 barriles de crudo ligero y 23000 de crudo pesado.

JUNOG6 P1A: Tres constructoras invierten en la compra de terrenos de la siguiente forma: la primera invirtio

medio millon de euros en terreno urbano, 250 000 € en terreno industrial y 250 000 € en terreno rastico. La
segunda invirtié 125 000, 250 000 y 125 000 € en terreno urbano, industrial y rdstico respectivamente, y la
tercera, 100 000, 100 000 y 200 000 € en estos mismos tipos de terreno, respectivamente. Transcurrido un
afo, venden todos los terrenos. La rentabilidad que obtiene la primera constructora es del 13,75 %, la de la
segunda del 11,25 % vy, finalmente, la de la tercera es del 10 %. Determina la rentabilidad de cada uno de los
tipos de terreno por separado.

Resolucion:

X : rentabilidad del terreno urbano
Llamamos: vy : rentabilidad del terreno industrial ~ (en %)
z : rentabilidad del terreno rastico

Beneficios de la 12 Constructora: (dinero invertido)-(tanto por uno de rentabilidad)

T. Urbano T.Industrial T.RUstico Total
L _X LY L2z _ . 13.75
500000 100 + 250000 100 + 250000 100 1000000 100

Planteamos analogamente las ecuaciones para la 22 y 3? constructora, y obtenemos el sistema:
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5000x + 2500y + 2500z = 137500
1250x + 2500y + 1250z = 56250 (- 500000 - 0.1125)
1000x + 1000y + 2000z = 40000 (— 400000 - 0.10)

50x + 25y + 25z = 1375
Y simplificando 125x + 250y + 125z = 5625
X+Yy+22 =40

= x = 20; y = 10; z = 5. Asi, concluimos que el terreno urbano tiene una rentabilidad del 20 %, el
industrial del 10 % y el rustico del 5%.

JUNOG6 P1B|: Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales utilizando el método de Cramer:

X+y—-2z=-6
X +2=5
2X -y =11
Resolucién:
11 -2
SeanAl={10 1| =1:0:0+1-1-2+1-(-1)-(-2)
2-10
~(-2)+0:2-1+1.0-1+(-1)+1=042+2-0-0+1=5
-6 1 -2
Al=|5 0 1| =(6)-0:0+1-1-11+5-(-1)-(-2)
11 -1 0
~(-2)-0+11-5-1.0-1+(-1)-(-6) =0+11+10-0-0-6 = 15
1-6-2
AJ=|15 1| =1:5:0+(-6)+1:2+1:11-(-2)
211 0
-(-2)+5.2-(6)+1:0-1:11:1=0-12-22+20-0-11 = -25
11 -6
Al=110 5| =1-0-11+1:5:2+1+(-1) - (-6)
2-111
—(-6)-0:2-1+1+11-5.(-1)-1=0+10+6-0-11+5=10
A 15 AL 25 L e, A 10
X="a] =85 “3Y=Tp =5 I~ 2

Solucién que también se puede expresar (3,-5,2)

0 2

SEP06 P1A|: Determina la matriz A que verifica la ecuacion AB + A = 2B!, donde B = ( 3-1 ) y B!

representa la matriz traspuesta de B.

Resolucion:
En primer lugar, despejamos la matriz A :
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AB + A = 2Bt
A-(B+1)= 2B

Ahora (B + I) pasa al otro lado multiplicando por la derecha como (B + I)7* :
A=2B'-(B+1)?

sog_o.[ 30) _(60
-12 -12
Y ahora calculamos (B + 1) :

- (32)(32) -(42)

Para calcular la inversa de (B + I) podemos utilizar el método de Gauss o por adjuntos.

Lo haremos por Gauss:
10 4 013 1
01 0 3/01

Calculamos 2Bt :

4 -1
03

Fi - 3F1+F;
1 0[3/4 1/4
F1-(1/4)
0 1/0 173
Fa« (1/3)
3 1
Conloque B+ 1)t = E‘) i
3
Asi
A=2B'-(B+1)1!=
(60 (v _( 2 2
a2)\0d) T\~ %
SEP06 P2A: Una destileria produce dos tipos de whisky blend mezclando s6lo dos maltas destiladas

distintas, A y B. El primero tiene un 70% de malta A y se vende a 12 €/litro, mientras que el segundo tiene un
50% de dicha malta y se vende a 16 €/litro. La disponibilidad de las maltas A y B son 132 y 90 litros,
respectivamente ¢ Cuéntos litros de cada whisky debe producir la destileria para maximizar sus ingresos,

sabiendo gue la demanda del segundo whisky nunca supera a la del primero en mas del 80%? ¢ Cuales serian
en este caso los ingresos de la destileria?.

Resolucion:

En primer lugar observamos que se nos pide el n° de litros de cada whisky, por lo que llamaremos:
X : n°de litros del whisky 1.

y : n°de litros del whisky 2.

Por otro lado se nos pide que hay que maximizar ingresos. Por lo que la funcién objetivo viene determinada
por los ingresos:

f(x,y) = 12x + 16y
y se medird en €.
Conjunto de restricciones:
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Disponibilidad de la malta A:

0.70x + 0.50y < 132
Disponibilidad de la malta B:

0.30x + 0.50y < 90

Demanda del whisky 2 no supera a la del whisky 1 en més del 80% (es decir, x sera menor o igual que el
180% de y):

y < 1.8x

(1) 0.70x + 0.50y < 132
(2) 0.30x + 0.50y < 90
3)y < 1.8x

x>0y >0

Dibujamos la region factible:

<

1)

a0 220 240 260

20

Si aplicamos el método de las rectas de nivel (o el de los vertices) obtendremos que la solucion se alcanza
en el vértice C, que resulta ser la interseccion de las rectas (1) y (2):
(1) 0.70x + 0.50y = 132
(2) 0.30x + 0.50y = 90
Por lo tanto, para maximizar los ingresos, deben producirse 105 litros del primer whisky y 117 del segundo,
en cuyo caso los beneficios seran de:
f(105,117) = 12 - 105+ 16 - 117 = 3132 €.

.~ C = (105,117).

SEPO06 P1B|: En el primer curso de bachillerato de un instituto hay matriculados un total de 65 alumnos

divididos en tres grupos: A, B'y C. Comen en el centro 42 de ellos, que corresponden a la mitad de los del
grupo A, las cuatro quintas partes de los del B y las dos terceras partes de los del C. A una salida fuera del
centro acudieron las tres cuartas partes de los alumnos del grupo A, todos los del B y las dos terceras partes
de los del C, sumando en total 52 estudiantes. ;Cuantos alumnos hay en cada grupo?

Resolucion:

En primer lugar definimos x, Y,z a el nimero de alumnos de los grupos A,B y C respectivamente.
Total de 65 alumnos - x+y+2z = 65

Comenenel centro » X + B 4 22 _ 47

2 5 3
Acuden a la salida — % +y+ % =52
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X+y+2=065
Arreglamos el sistema, eliminando los denominadores: 15x + 24y + 20z = 1260
Ix + 12y + 82 = 624

Sistema que, resuelto por Cramer o por Gauss, da lugar al siguiente resultado: x = 24;y = 20;z = 21 Por lo
que hay 24 alumnos en el grupo A, 20 en el grupo By 21 en el C.

JUNO7 P1A|: Dada la matriz A = ( 11 2 ) calcula A - At —5A~1, siendo Aty A~! las matrices transpuesta

e inversa de A, respectivamente.

Resolucion:

_|T

L2l sio-s adiay=( 31
-13 21
Asi, A= L[ 372
5011
Calculemos A-A —5a1 = [ L2 ). (11 ) _5.1(32])_
-13 2 3 511

(55 )\ (32 _(27

5 10 11 49

JUNO7 P2A: Una fabrica de fertilizantes produce dos tipos de abono, Ay B, a partir de dos materias primas

M1y M2. Para fabricar 1 tonelada de A hacen falta 500 Kg. de M1y 750 Kg. de M2, mientras que las
cantidades de M1y M2 utilizadas para fabricar 1 Tm. de B son 800 Kg. y 400 Kg., respectivamente. La
empresa tiene contratado un suministro maximo de 10 Tm. de cada materia prima y vende a 1.000 € y 1.500 €
cada Tm. de abono Ay B, respectivamente. Sabiendo que la demanda de B nunca llega a triplicar la de A,
(cuantas toneladas de cada abono debe fabricar para maximizar sus ingresos y cuales son éstos?

Obtenemos At = (; _31 ) Y calculemos A~ = 1| [Adj(A)]" :

Al =

Resolucion:

Como se nos preguntan las toneladas de cada abono, Ilamamos x e y a las toneladas de abono Ay B
respectivamente.

La funcidn objetivo vendra determinada por los ingresos:

f(x,y) = 1000x + 1500y (maximizar). Vamos con el conjunto de restricciones:

Por cada tonelada de abono A~ 0.5tde M1y 0.75 t de M2.

Por cada tonelada de abono B—~ 0.8 t de M1y 0.4 t de M2. Asi:

(1) 0.5x + 0.8y < 10 (tope de materia prima M1)
(2) 0.75x + 0.4y < 10 (tope de materia prima M2)
(3) y < 3x(...no llega a triplicar...)

x=0y=0

(Observa que la expresion “...no llega a triplicar...” significa “...es menor o igual que el triple...").
Dibujemos la region factible:
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’ A
N\

|10
R, [Nivel &

Por cualquiera de los métodos estudiados, llegamos a que la solucion se alcanza en el veértice C, interseccion
de las rectas (1) y (2):

0.5x+0.8y = 10
0.75x + 0.4y = 10

Asi, deben fabricarse 10 toneladas de abono A y 6.25 toneladas de abono B, en cuyo caso los ingresos seran
de:

f(10,6.25) = 1000 - 10 + 1500 - 6.25 = 19375 €

— C = (10,6.25)

JUNO7 P1B|: Los tres modelos existentes de una marca de automdviles cuestan 12.000, 15.000 y 22.000

euros, respectivamente. Un concesionario ha ingresado 1.265.000 euros por la venta de automdviles de esta
marca. ¢Cuantos coches ha vendido de cada modelo si del mas barato se vendieron tantos como de los otros
dos juntos y del mas caro la tercera parte de los coches que cuestan 15.000 euros?

Resolucion:

Llamaremos X, Y,z al n° de coches de 12000 €, de 15000 € y de 22000 € respectivamente.
Ha ingresado 1.265.000 € = 12000x + 15000y + 22000z = 1265000.
Del mas barato se vendieron tantos como de los otros dos juntos: x =y + z.

Del maés caro, la tercera parte de los que cuestan 15000 €: z = % El sistema queda:

12x + 15y + 227 = 1265
X—-—Yy —-12=0
y -3 =0
Sistema que se puede resolver por Cramer, Gauss o incluso sustitucion despejando “y" en la 32 ecuacion. El

resultado es x = 44, y = 33, z = 11. Por lo que el concesionario ha vendido 44 unidades del modelo mas
barato, 33 unidades del modelo de 15000 € y 11 unidades del modelo mas caro.

JUNO7 P2B|: a) Representa graficamente el conjunto de soluciones del sistema determinado por las

siguientes inecuaciones:
y-4x-8<0, y>-4x+4, y>2, x<1.
b) Halla los vértices de la region anterior.

c) Calcula el punto donde alcanza el minimo la funcién f(x,y) = 3x —y en dicha region. Determina dicho
valor minimo.

Resolucion:

a) Mediante tabla de valores representamos las rectas correspondientes. Las llamaremos (1), (2), (3) y (4)
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respectivamente. Después debemos “pintar" la parte correspondiente que venga indicada por el simbolo de
desigualdad.

by
(2

a \ 2 3
3

b) A es interseccion de las rectas (1) y (2). Resolvemos el sistema formado por esas rectas:
y—-4x-8=0
y — A = (0.25,3).
y=-4x+4

B es interseccion de las rectas (4) y (1):

Xx=1
= B = (1,4).
y—-4x =128

C es interseccion de (3) y (4) = C = (1,2).
D es interseccion de (3) y (2):

=2
y — D = (0.5,2).
y=-4x+4

¢) El minimo de la funcion se alcanza en uno de los vértices, por lo que bastard con probar en cada uno de
ellos.

A - f(0.25,3) =3.0.25-3 = -2.25

B-f(1,4)=3-1-4=-1

C-1f(1,2)=3.-1-2=1

D - f(0.5,2)=3.0.5-2= -0.5

Por lo tanto, el minimo se alcanza en el punto A = (0.25, 3), y dicho valor minimo es de —2. 25.

SEPO7 P1A|: Se estan preparando dosis con dos tipos de complementos para los astronautas de la nave

Enterprise. Cada gramo del complemento A contiene 2 unidades de riboflavina, 3 de hierroy 2 de
carbohidratos. Cada gramo del complemento B contiene 2 unidades de riboflavina, 1 de hierro y 4 de
carbohidratos. ¢Cuantos gramos de cada complemento son necesarios para producir exactamente una dosis
con 12 unidades de riboflavina, 16 de hierro y 14 de carbohidratos?

Resolucion:

Llamaremos x,y a los gramos de los complementos A y B respectivamente. Construiremos la ecuacion que
mide la cantidad de riboflavina, y de la misma manera las del hierro y los carbohidratos:
2x + 2y = 12 (riboflavina)
3x+y =16 (hierro)
2X + 4y = 14 (carbohidratos)
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X+Yy = 6 (riboflavina)
= 3x+y =16 (hierro)
X+ 2y = 7 (carbohidratos)

Como no tenemos el mismo nimero de incognitas, 2, que de ecuaciones, 3, no se puede resolver por Cramer
y lo resolveremos por Gauss.

11/6 1116 1 1|6 11/6
3 1|16 ~ 0 -2|-2 ~ 011 ~

1 2|7 011 011 000
Cambios:

(M) F2 ~> Fa+ (=3)F1:Fs > Fs+ (“DF1 v a51 obtenmos que el sistema es SCD, con soluciény = 1, x = 5.
(2) F2 > (-12)F;
(B)Fs » Fs+ (-1)F2

Por lo que seré necesario producir 5 gramos del complemento A 'y 1 gramo del complemento B.

SEPQ7 P2A: a) Halla los vértices de la region determinada por las siguientes inecuaciones:

B+y <12, x-2y 23, y> 5 -2 Ax+3y>1

b) Calcula los puntos de la region donde la funcién f(x) = 3x — 2y alcanza los valores maximo y minimo y
determina éstos.

Resolucion:

a) Tomamos las rectas correspondientes a cada inecuacion (cambiando el signo por un =) y las
representamos mediante tabla de valores (las llamaremos (1), (2) (3) y (4) ). En cada recta sefialaremos la
parte de arriba (y >...) o la parte de abajo (y <...) segln corresponda. La region factible quedaria de la
siguiente manera:

Para calcular las coordenadas de cada veértice, basta con resolver el sistema formado por las 2 ecuaciones de
las rectas que concurren en ese Vértice:

] X—2y =-3 A (1
A(ec(2)y(4)).{2x+3y:1 A=(-1-1)

| x=2y=-3 3
B(@C(l)y(Z))-{3Hy:12 B=(33)

] y=x2-2 3
Cec(y®): { 34y = 12 C=(4,0
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y=x2-2

-D=(2-1
2x+3y =1 ( )

D(ec(3y@): {

b) Dado que los extremos de la funcion objetivo se alcanzan en los vértices, calcularemos el valor de la
funcion en cada uno de los vértices:

A f(=1,-1) = 3(-1) - 2(-1) = —1.

B:f(33)=3-3-2.3=3.

C:f(4,0)=3.4-2.0=12.

D:f(2,-1) =3.:3-2(-1) = 11.

Queda probabo que el méximo se alcanza en el punto C mientras que el minimo se alcanza en el punto A.

SEPQ7 P1B|: Obtén todas las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales:

X+y+z=-1
2Xx-y+z=0
—2X+7y+z2=-4

Resolucion:

Vamos a comprobar si es un sistema de Cramer (solucién Unica). Para ello calculamos el valor de la matriz
de coeficientes:
1 11
Al=12 11| =-1-2+14-2-2-7=0.
-2 71
Por tanto no es un sistema de Cramer y no se puede resolver por dicho método. Estamos ante un caso de
SCI o de SI. Lo resolveremos por Gauss:

1 1 1 -1 11 1|1 11 1 -1 (1) Fo- (-2)F +F>
2 110 ~ 0 -3 -1/2 ~) 0 -3 -1|2 . Cambios: F3— 2F1+F3

@ @
27 1|4 09 3 |-6 00 010 (2) F3— 3F,+F3

La 32 ecuacion queda 0z = 0 - z = A (puede tomar cualquier valor).

Sustituyendo en la 22 ec.:

—2—-1
3

Y sustituyendo en la 12 ec.:

By-A=2-y=

-2-1 1,y —=1-24
x+—3 +A 1-X —

Por lo tanto estamos ante un SCI (infinitas soluciones) que las expresaremos asi:

{(—1521’—23—1,@:“”@}
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