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TEMA 5. VECTORES EN EL ESPACIO
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1. INTRODUCCION

El concepto de vector fue utilizado desde finales del siglo XVII para representar y

componer magnitudes con direccién y sentido, como son la fuerza y la velocidad.

A finales del siglo XVIII, Lagrange introdujo las

coordenadas, con lo que aritmétizo las magnitudes

vectoriales.

Joseph Louis Lagrange
Gauss utilizé los vectores para representar 1os niUmeros
complejos.

- .
:

GAUSSSCHE ZAHLENEBENE

Mobius (en 1827) se valié de los vectores para resolver problemas geométricos, dando
tambien sentido a las coordenadas.

Entre 1832 y 1837, Bellavitis desarrollé un algebra de vectores,
equivalente al actual calculo vectorial.

Hamilton, (1805-1865) utiliza por primera vez el

nombre del vector.

Finalmente, Grassmann, entre 1844 y 1878, amplié la teoria de
vectores, generalizandola a espacios n-dimensionales y definiendo los productos interno

y externo de vectores.
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2. VECTORES EN EL ESPACIO.

2.1. Condiciones iniciales.
Vector KB . Origen A, extremo B.
|AB| = Médulo de AB . Distancia de A a B.

Direccién de AB es la de la recta sobre la que estan Ay B y la de todas las rectas
paralelas a ella.
Cada direccion admite dos sentidos opuestos: de AaByde B aA.

B

-

AB
A

2.2.  Producto de un vector por un namero.

DEF: El producto de un escalar A = 0 por un vector v es otro vector k - v
a) |k-v|=Ik|-|v

- - -
b) Dado un vector v — —v es el opuesto de v

2.3.  Vectores unitarios.
DEF: Un vector es unitarios cunado su modulo es 1.

- 1~ L . . .,
a) Dado un vector v — — Vv es un vector unitario con la misma direccion y el

-

\Y

N
mismo sentido que v .

— -
b) Dado un vector v — —Vv es un vector unitario con la misma direccion y el

—

v

N
mismo sentido que v .

2.4.  Sumay resta de vectores. 3

u+v -
u

- - - - -
u-v=u+|-V u+v
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2.5. Propiedades de las operaciones con vectores.

Suma de vectores
1. Propiedad asociativa: (u+ v) +W=uU+ (v+ Wj

A - - - -
2. Conmutativa: u+v =v+u

> > o5 o

3. Vector nulo; v+0=0+vV

4. Vector opuesto: v+ (— v) =0

Producto de escalares por vectores

5. Propiedad asociativa: a- (b vjza b-c
6. Distributival: (a+b)v=a-vib-v

7. Distributiva Il: (a+ )V a-vib-v

8. Producto por 1: 1 V

Todas las propiedades le confieren al conjunto de todos los vectores la estructura de
ESPACIO VECTORIAL.

3. EXPRESION ANALITICA DE UN VECTOR.

> 5> o

N
DEF: Dados los vectores ui,uz,Us...,u2€Vy los escalaresa,,a,,a,....,a, €R
[lamamos combinacion lineal al vector resultante:

- - - - -

V=a Ui+a,Uz+a;Us+...... +a. Un

Cualquier vector se puede poner como combinacion lineal de otros que tengan distinta

- - -
direccion. w=2u+3v. Esta combinacion lineal es Unica.
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DEF: Una  combinacion lineal es linealmente independiente  si

DEF: Una combinacion lineal es linealmente dependiente si alguno de los escalares
a,,a,,3;...,a, € R es diferente de cero.

Ejemplo: Las cuaternas (-4,9,3418),(-2584),1,73-1) y (05-1-2) son
dependientes porque 3(-2,5,8,4)+2(1,7,3~1)-4(0,5,-1,-2) = (- 4,9,34,18) y por tanto
la cuaterna (- 4,9,34,18) es Combinacién lineal del resto.

Ejemplo: Las cuaternas (1,0,0,0),(0,,0,0),(0,0,,0) y(0,0,01) son linealmente
independientes porque ninguna de ellas se puede poner como combinacion lineal de las
demas.

BASE

Vectores coplanarios, son vectores que estan en el mismo plano y son linealmente
dependientes, pero tres vectores no coplanarios son independientes.

Tres vectores no coplanarios cualesquiera forman una base del espacio vectorial
tridimensional.

B :(Z,?,Zj

Si los tres vectores son perpendiculares entre si, se dice que forman una base ortogonal.
Si ademas tienen la misma longitud (se toma la unidad), se dice que la base es
ortonormal.

Coordenada de un vector respecto de una base

> 5 >

N
Dada una base, B = (x, Y, zj , cualquier vector, v, se puede poner de forma Unica como
combinacion lineal de sus elementos:

- - - -

v=ax+hy+cz

donde:

-

v =(a,b,c) son las coordenadas del vector respecto la base.

N

Coordenadas de B = (;; ;) son: x =(1,0,0)y = (0,0, z =(0,01)
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Operaciones con coordenadas:

Suma de vectores

Para sumar dos vectores se suman sus respectivas componentes.

U = (U, Uy, Uy ) v o= (Vg v vs)

LV = Uy + Vg Uy Vg, U + Vg )

El producto de un namero real k € B por un vector ~ es otro vector:

k-?:(kul,kuz,kug)
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PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES.

3.1.  Productor escalar. Propiedades.

El producto escalar de dos vectores es un nimero real que resulta al multiplicar el
producto de sus modulos por el coseno del &ngulo que forman.

U-V=|U|-|V|-C05a'

Expresion analitica del producto escalar

=
=

= U LV ULV, ULV,

Ejemplo

Hallar el producto escalar de dos vectores cuyas coordenadas en una base ortonormal
son: (1, 1/2,3)y (4, -4, 1).

(1,1/2,3) - @4, —4, 1)=1-4+(1/2) - (~4)+3 - 1=4-2+3=5

Vectores ortogonales

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es 0.

v-v=0u .v,+u,.v, +u;.v; =0

Ejemplo: Calcular los valores x e y para que el vector (X, y, 1) sea ortogonal a los
vectores (3,2,0)y (2, 1, —1).

v, 1) L (3,20 Sx +2y =0
x,v, 1)L (2,1,-1) 25 4+y —1=0
X =2 Vo= -3

3.2.  Mddulo, angulo y proyeccion. Interpretacion geométrica.

Expresion analitica del médulo de un vector

- - 2 2 i
‘u‘:n'u-u=\/u1-u1+u2-u2+u3-u3 =.\f'u1 + U, + Uy
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—

Ejemplo: Hallar el valor del médulo de un vector de coordenadas “ = (-3, 2, 5) en una
base ortonormal.

| = (-3 +2°+ 5 = YO+ a+25=- 38

Expresion analitica del &ngulo de dos vectores

U-V=|U|-|V|-C05a'

Uy Wy U, Vo Uy W

cosa= 2 2 2 2 2 2

Ejemplo:Determinar el angulo que forman los vectores “ = (1,2, -3)y v = (—2,4,1).

-Z2+8 -3 3 3

Jra+0da+16+1 a2t 76

COS o =

o= Aarc CDS[ 79 Q2

4

Propiedades del producto escalar

1. Conmutativa

2. Asociativa

k-(u-v)=(k-u)-v

3. Distributiva

—

U-(V+W =u-v+u-w
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4. El producto escalar de un vector no nulo por si mismo siempre es positivo.

Interpretacion geométrica del producto escalar

El producto escalar de dos vectores no nulos es igual al médulo de uno de ellos por la
proyeccion del otro sobre él.
- -
-cos| u, v

N

u

-

-> >
u-v= \Y

- B
Por otra parte, tenemos:
- - OA' - - -
cos(u,vj = — OA=uu -cos(u,vj
u
- - - |- - -
Y como: u-v =|u|-|v -cos(u,v

nos queda:
- - - (= - > —
u-v=|uj-|v|-cosf u,v |=|v|-OA'
- -
u-v . - -
OA'=—— a lo que llamamos proyeccion de u sobre v
v
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_)

OA:' es la proyeccion del vector U sobre V , que lo denotamos como:

- >
Pro FHETERY
u v

— —
Y la proyeccion del vector Vv sobre U , es:
Uy
Pro u=—
y_, -
v u
Ejemplo:

Dados los vectores
u=(2-35) v=(6-10)
hallar:

1. Los médulos de H y v -

2. El producto escalar de u yv.
G =2:6+(-3)(-1)+50=15

3. El angulo que forman.

10
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COS (a, F) = 0.4

15
V3837

(I},F) _ arc c0s 0.4 = 66.42°
4. La proyeccion del vector = sobre v,

Pm}raﬁ = £

37

5. La proyeccion del vector v sobre “ .

Pm}raﬁ = 1>

38

6. El valor de m para que los vectores = (2-3,5) y (m,2,3)

sean ortogonales.

2m-6+15=0 m=-

MWD

Cosenos directores

En una base ortonormal, se llaman cosenos directores del vector % = (x, y, z), a los

cosenos de los angulos que forma el vector “ con los vectores de la base.

%
COS ¢t =
\fx2+y2+22
Ccos [ = Y
,Jx2+y2+22
7
Cos v =

sz + ¥+ Z°

cos® a+ cos® B+ cost vy =1

Ejemplo

Determinar los cosenos directores del vector (1, 2, —3).

11
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QoS o = 1 = 1
2422+ (-3F V14
08 8- 2 _ 2
JP2% s (-3f V14
Cos 7y = S = \%

12
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4. PRODUCTO VECTORIAL.

4.1. Producto vectorial.

El producto vectorial de dos vectores es otro vector cuya direccion es perpendicular a

los dos vectores y su sentido seria igual al avance de un sacacorchos al girar de u a v.
Su médulo es igual a:

|—|- —

L XV‘ = ‘UHV‘SEHCE

A

uxv

El producto vectorial se puede expresar mediante un determinante:

i3 OR
— = / by Uzlx Uy Ui+ Uy Up|e
UXV =l U U= i— F+ k
152 %3 Ty, v Vv, ¥ vV, v
z V3 1 V= 1 VY2
Vi VY2 V3
Ejemplos

1. Calcular el producto vectorial de los vectores % =(1,2,3)y v = -1, 1,2).

1 2
-1 1

-+

F+

!
Il

I -

1 2 -1 2

o

%

<

I

!
[ RN
MW A

_‘23

1‘13

13
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2. Dados los vectores ™ = 3i-J+k Vz’ J+ k, hallar el producto

vectorial de dichos vectores. Comprobar que el vector hallado es ortogonal a ~ y v

— - —

PR B B -1
ixv B -1 1=“1 1;_‘1 1}+‘1 N
11 1
(Uxv) Ly (-2,-2,4)-(3,-1,1)=-6+2+4=0
(EXF)LF (-2,-2,4)-(1,1,1)=-2-2+4=0

—_— =

T

El producto vectorial de es ortogonal a los vectores ~ y v,

Area del paralelogramo

Geométricamente, el modulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el area
del paralelogramo que tiene por lados a esos vectores.

= ‘u‘-h: ‘qu‘senos: |uxv‘

Ejemplo

—

u=(31,-1) v =(234)

Dados los vectores hallar el area del paralelogramo

que tiene por lados los vectores ~ y v -

—

i } k
— 1 -1 3 -1~ |3 1+ _- -
xv=3 1 —1=‘3 41—‘2 4}+2 3‘k=?1—14}+?k

2 3 4

A= )J’xﬂw’?hmz +72 = 2042

14
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Area de un triangulo

Ejemplo

Determinar el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1, 3), B(2, -1, 5) y
C(-3,3,1).

AB = (1,-2,2) AC =(-4,2,-2)
i 7 ok
w=ABXAC=|1 -2 2|=
4 2 -2
=‘_2 2?—‘1 21541 _2‘E=UT—6}—6E
2 -2 |4 2| |4 2
w = (0, -6, -6

‘E‘ - \/Dz +(-6)" +(-6)" =642

A= %-6&: 3,2 1

15
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4.2.  Propiedades del producto vectorial.

1. Anticonmutativa
Uyv—=—vyxt

2. Homogénea

AH xv)=QH)x v =4 x (V)
3. Distributiva
Ux(;+ﬁ)=ux;+uxﬁ-

4. El producto vectorial de dos vectores paralelos en igual al vector nulo.

Ully Uxv=0

5. El producto vectorial “ x ¥ es perpendiculara “ ya v.

16
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5. PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES.

5.1.  Producto mixto. Definicion.

El producto mixto de los vectores %, v y w es igual al producto escalar del primer
vector por el producto vectorial de los otros dos.

El producto mixto se representa por [~ , v, W].

[u,v,w}: u-(vxw)

El producto mixto de tres vectores es igual al determinante que tiene por filas las
coordenadas de dichos vectores respecto a una base ortonormal.

U U
[u,v, w] =lv, V. Vv,
w, W, Wi

Ejemplos

1. Calcular el producto mixto de los vectores:

u=(2-1,3) v=(0,2-5) w=(i,-1,-2)

- —

i J kK
vxw=[0 2 -5=-9-5j-2k
1 -1 -2

E-(Fxﬁ): (2,-1,3)-(-9,-5,-2) = -18 + 5-6=-19

Volumen del paralelepipedo

El valor absoluto del producto mixto representa el volumen del paralelepipedo cuyas
aristas son tres vectores que concurren en un mismo vertice.

17
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2. Hallar el volumen del paralelepipedo formado por los vectores:

d=(3-25) v=(22-1) w=(-4,32)

3 -2 5
v{ﬁ,ﬁ,ﬂ: 2 2 -1-914°
4 3 2

Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro es igual a 1/6 del producto mixto, en valor absoluto.
by U, U
1
V=Z\|v, v, Vv
6l 1 2 Y3
W, W, W;

3. Obtener el volumen del tetraedro cuyos vertices son los puntos A(3, 2, 1), B(1,
2,4),C(4,0,3)yD(1, 1, 7).

AB=(1-32-24-1)=(-2,0,3)

AC =(4-3,0-23-1)=(1,-2,2)

AD =(1-3,1-2,7-1)=(-2,-1,86)

6
2 0 3
[E},F,ﬁ} 1 -2 2(=24-3-12-4-=5
2 -1 6
v-Ll5_2,
6 6

18
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5.2.  Propiedades del producto mixto.

1. El producto mixto no varia si se permutan circularmente sus factores, pero cambia
de signo si éstos se trasponen.

[u, v, w} = [v, W, U | = [w,u,v}
[u,v,w = —[v,u,w = —[u, w,v}: —[w,v,u

2. Si tres vectores son linealmente dependientes, es decir, si son coplanarios, producto
mixto vale 0.

19
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