Tema 13: INTEGRALES DEFINIDAS

REFLEXIONA

Las ganancias de la compafila RAMSES S.L. durante los 12 meses de un afio, en decenas de
miles de euros, se dan en la siguiente grafica:
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Si queremos saber las ganancias acumuladas al final del mes de marzo, es claro que solo
tenemos que sumar las alturas de las tres primeras columnas o, lo que es lo mismo, calcular el
area bajo la curva de ganancias en los tres prime- ros meses:

45 +35 +25 =105 decenas de miles de euros =105 000 euros

La siguiente grafica representa la velocidad media de un ciclista, en km/h, en cada uno de los
siete dias de la VUELTA CICLISTA A ESPANA. Cada dia se sefialan solo las horas que esta
pedaleando.
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¢Cuantos kilémetros ha recorrido hasta el jueves? El area rayada bajo la curva de velocidades
nos proporciona esta informacion:

7-35+8:31+6-22+7 .28 =821 km



La gréfica siguiente representa la potencia, en kW, que se estd empleando en cada momento en
un local, a lo largo de un dia. (A juzgar por las horas de maximo consumo, bien podria ser una
gran discoteca).
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¢Como calcular el consumo de energia entre las 0 y las 5:30 de la mafiana? La energia, en kWh,
es el area bajo la cur- va de potencia, que viene a ser, aproximadamente:

(10,5 kW) - (5,5 horas) =57,75 kWh

Hemos visto tres ejemplos en los que el area bajo la grafica de una funcion tiene un significado
especial:

- El area bajo la curva de ganancias nos proporciona un dato interesante: el de las
ganancias acumuladas.

- El &rea bajo la curva velocidad nos proporciona el espacio total recorrido.

= El area bajo la curva potencia funcionando en cada instante nos proporciona la
energia consumida.

Interpreta lo que significa el area bajo la curva en cada uno de los siguientes casos:
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1. INTEGRAL DEFINIDA.

Sea f(x) una funcién continua y positiva en el intervalo [a,b].

Llamamos Lb f(x)dx y lo leemos como integral definida entre a y b de f(x), al valor del area
comprendida entre la grafica de f(x), el eje X y las rectas verticales x=a y x=b.

2. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

1 [[1(0-dx=0
2 b

Si f(x)>0 Wxela,b], entonces Lf (x)-dx > 0.

Si f(x)<0 WVxela,b], entonces rf (x)-dx < 0.
3 Si a<c<b y fescontinuaen [a,b] entonces J.bf (x)-dx = J.cf (x) - dx + Ibf (x) - dx
4 Si permutamos los limites de integracion, la integr;I cambia de saigno: :

[*F (x) - dx = —rf (%) - dx
5 E)aadas las funciobnes f(x) y g(x)continuas en el intervalo [a,b], se cumple que:
[f ()£ g(x)]-dx = I F(x)- dx+J'g(x) dx

0 K-f(x)-dx:K-J'f(x)-dx
7 S? f y g son dos afunciones continuas en un intervalo [a, b], tales que f(x)<g(x)

para todo punto x de [a,b], entonces: jbf (x)-dx < Ibg(x) -dx
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3. TEOREMAS Y REGLA DE BARROW
3.1. Teorema del valor medio para la integral.

Si f es una funcion continua en [a, b], entonces existe un nimero c < [a, b] tal que:

I:f(x)-dx=f(c)~(b—a)

3.2. Teorema fundamental del calculo integral

Si f es una funcién continua en [a,b], la funcién F(x) :J. f(t)-dt definida para cada x € [a,b], es

derivable y se verificaque F'(x)= f(x). (F esuna primitiva de f).

3.3. Regla de Barrow

Si f(x) es continua en [a, b] y G(X) es una primitiva de f(x), entonces

[f(x-dx=G(b)-G(a)

Para aplicar la regla de Barrow al calculo de la integral definida de una funcién f(x) continua en
[a,b], I: f (x)dx, se siguen estos pasos:

e Determinamos una primitiva de f(x): F'(x) = f(X)

e Calculamos los valores de esta funcionenayb: F(a) y F(b)

e Hallamos su diferencia para calcular la integral definida:

[[ fx)ax=[F(0] = F(0)-F(a)

[(2x—3)-dx = x> —3xf =(32-3-3)-(1°-3-1) = (9-9) - (1-3) =0—(-2) = 2

e €

l.dxz[Lx]‘le —Le—-L1=1-0=1

J1 X
3
% .dx

J2 x.(Lx)
Calculamos primeramente una primitiva:

~ -3

1 -dx:jl-(Lx)“ =L

J x.(LX) X -3 3(Lx)
Entonces:
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4. AREAS

AR) = [ (x)x

b
b

f
a
a

AR(D)) = A(R(+)) = j (— F)(x).dx = — j f (x).dx

N

X,

b

En este caso el area del recinto pedido sera la
suma de las areas de cada uno de los recintos.
No podemos calcular la integral definida entre a
y b, sino que sera necesario calcular las areas de
cada uno de los recintos R,,R,,R;,... ¥y

sumarlas después.

Los puntos de corte con eje de ABCISAS se
halla resolviendo la ecuacién f(x)=0

Area(R) = Area(R,) — Area(R,) =
- [ rooac- [ g0 [[f0- g0olox

Los puntos a y b se obtienen resolviendo el
sistema f(x)=g(x)

Area(R) = Area(R,) + Area(R,) =

[Ta 00— 1 (ldx+ [[f () - g(x)]dx

a
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5. AREAS EJEMPLOS

Halla el area del recinto limitado por la parabola y=x?, el eje OX, la recta
x=1ylarecta x=3.

Puesto que la funcion es positiva en todo su dominio, el &rea del recinto nos vendra
dada por:

3 T 3 18 271 1 26
A(R):J‘xz.dx= S === =""us
A 3/ 3 3 3 3 6

Halla el area del recinto limitado por la curva y =—-x?, el eje OX, y las rectas
X==2Yy X=2.
XT 2° (-2 8 8 16
=— - =—4_—="—US
2

A(R):__g_x)'dx{? 3 3 33 3

Calcula el area limitada por lacurva y=x®—-6x°+8x Yy el eje OX.

r \g

S o

Los puntos de corte de nuestra funcion con el eje

OXson: x=0, x=2, x=4

El recinto cuya éarea queremos calcular se

descompone en dos recintos: uno situado por
i : encima del eje y el otro por debajo.

w

ra

Por tanto:

A(R) = A(R,)+ A(R,) = J'z(x?’ 62 +8x).dx —J'4(X3 — 62 +8x).dx =

x* C X ‘
={T—2x3+4x} —{T—2x3+4x} =4-(-4)=8 us.

0 2
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Halla el area del recinto limitado por las parabolas y = x* e y® = x.

Dibujamos el recinto limitado por las curvas y calculamos los puntos de corte de
ellas:

Xx=0

}:(xz)z—x:x“x—0:>x(x31)—0:>{
x=1

El &rea del recinto nos vendré dada por:

1

A(R) = IJ_ dx — JX -dXx = I(& x?)-dx = I(xz x?)-dx =

1

3 3
x2 x® 2x2  x3 (2 1) 1
) AN X o[22 ]-0=2 us
33 3 3 3 3 3
2 0 0

El area de la region comprendida entre las graficas de y=x® e y=x (mirael

dibujo) no se puede calcular mediante la integral j(x3 — X).dx

b

¥

-2

1 2 4t
A(R)ZZI(X—XS).dX:Z X X0 - (E_ljzz 1.1 0s
0 2 4 2 4 4 2
O también
1 4 2 0 2 4 1
A(R) = (x —x)dx+J(x x*).dx = XX XX o
4 2], 2 4]

1 1 1 1) 1 1 1
=O_ - +| ———|=—+—=— U.S.
((42)}(24)442
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6. VOLUMEN DE UN CUERPO DE REVOLUCION

V(f,a,b):j?r- fz(x).dx:n-J‘bfz(x)-dx

EJEMPLO.

Calcular el volumen engendrado al girar la parabola y = Jx alrededor del OX entre 0 y 4.

y=4/x

4

—nj(\/_) -dx = nJ.X dx=r- [X;L:
=T (4—2—Oj 8n u.v.
2

Utilizando el calculo integral, determina el volumen de un cono circular recto de radio r y
altura h.

La ecuacion de la recta que gira alrededor del eje

r OX para generar en el intervalo [0,h] un cono de
Y=y : r
\ radior y alturah es y =1 x Por tanto, el volumen
h / del cono nos vendra dado por

3h 2 3
V—nj (L Xj cdx=m- —jx dx=n | X :n-r—z-h—zlnrzh
h 3 h 3 3

que es la férmula del volumen del cono.

Utilizando el calculo integral, determina el volumen de una esfera de radio r.

La esfera se engendra al girar una circunferencia de
r ecuacion x* +y? =r? alrededor del eje OX.

\J En consecuencia, el volumen de la esfera nos
\Y

vendra dado por

ity ] o5 o)




