José Aurelio Pina Romero IES San Blas. Curso 2013-2014
EXAMEN DE SELECTIVIDAD JUNIO 2014. MATEMATICAS I
OPCION A

X+3y+2z=-1

ProblemaA.1. Dadoel sistemade ecuacionesS: < 2X+ 4y + 5z = k — 2, donde k es un parametroreal se
x+k?y+3z =2k

pide:

a) Discutir razonadamente el sistemasegun los valores de K. (4 puntos)

Por el teoremade Rouché-Frobenius:

Si rg(A) = rg(A") = n° de incgnitas — SCD
Si rg(A) = rg(A")< n° de incégnitas — SCI
Si rg(A)=rg(A") - s
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Construimos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:
1 3 2

1) Discutimos en funcion de los valores de K

Sik =1 > rg(A)=2, rg(A*)="?

12 -1 12 -
A*(1)=]2 5 -1|>|A%@)=2 5 -1=(10-6-2)-(-5-3+8)=2
13 2 13 2

rg(A)=2# rg(A*) =3 — Sistema Incompatible

Sik =-1 > rg(A)=2, rg(A*)="?

12 -1 12 -1
A*(-1)=|2 5 -3|->|A*(-1)=]2 5 -3/=—(10-6-6)-(-5-9-8)=0
13 -2 13 -2

rg(A) =2 = rg(A*) = 2 — Sistema Compatible Indeter minado

Sik # +1 > rg(A): 3 rg(A*) = 3 = numero de incognitas — Sistema Compatible Determinado.

CON WIRIS
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" Problema A.1
Apartado a)Discutir razonadamente el sistema segun los valores de k. (.

13 2 13 2
AK)=|2 4 5| = k|2 4 5

1 k2 3 1 k2 3

13 2 -1 13 2 -1
lBK)=|2 4 5 k-2| = k|2 4 5 k-2
' 1 k23 2K 1 k23 2.k

Al =

13 2
k—|2 4 5
1 k2 3

| resolver(|JA(k)|=0) =» {{k=-1},{k=1}}
Hay que discutir el sistema para los valores K=-1y K=1

| IA(1)] = 0
! [A(=1)] = O
Para K=1
(1 3 2) (1 3 2)
Ak)=|2 4 5| =» k|2 4 5
1 k2 3 1 k2 3

| rango(A(1)) =» 2
13 2 -1 1 3 2 -1
B(k)=|2 4 5 k=2 | = ke [2 4 5 k-2
1 k? 3 2k 1 k23 2-k

| rango(B(1)) =» 3
rg(A)=2%rg(Aq)— =3Sistema Incompatible
|

_ParaK=—1
13 2 13 2
Ak)=|2 4 5| = k|2 4 5
1 k2 3 1 k2 3

| rango(A(-1)) =» 2
1 3 2 -1 1 3 2 -1
Bk)=|2 4 6 k=2| = ks |2 4 5 k-2
1 k2 3 2k 1 k2 3 2k

| rango(B(-1)) => 2
rg(A)=rg(Aq)=2<Numero de incognitas— Sistema Compatible Indeterminado

b) Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, todas las
soluciones del sistema cuando K=-1. (2 puntos)
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Cuando k = -1 — Sistema Compatible Indeterminado
Hay una ecuacion que s combinacién lineal de las otras
X+3y+2z=-1
2X+4y+5z=-3
X+y+3z=-2

Se observa que la ecuaciéon 3 =ecuacion 2 - ecuacién 1 — y entonces la e liminamos.
Y la solucion depende de un parametro.

X+3y+2z=-1
2X+4y+5z=-3

k=5
x+3y+2ﬂ=—1_% Xx+3y=-1-28 -(-2) [-2x—6y=2+4p
2X+4y+54 =-3 2X+4y=-3-5p 2X+4y =-3-5p

-2y:—l—/3—>y=%

x+3(3%£j=—1—2ﬁ

2X+3+3p=-2-4p

("T85
2
Solucién
~78-5 1+
CON WIRIS

Apartado b) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, todas las soluciones del sistema cuando k=-1.

X+3y+2z=-1 7 5 1 1
resolvery2x+4y+5z=-3; =» {{x=- 7 -z—E,y=E -z+ E,z=z}}
X+y+3z=-2
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c) Resolverrazonadamente el sistemacuando k=0. (2 puntos)

Cuando k = -1 — Sistema Compatible Determinado

X+3y+2z=-1
2X+4y+52=-2
X+3z=0

Resolver aplicado Gauss

1 3 2 -1 1 3 2 -1 1 3 2 -1
F2-2F1

2 45 -2|> . e 0 -2 1 0|>2F3-3F2—>|0 -2 1 O

1 0 3 0 -3 1 1 0 0 -1 2

z2=-2

-2y+2=0->-2y-2=0->y=-1

X+3y+2z=-1->x-3-4=-1>x=6
Solucién

(x.y,2)=(6-1-2)

CON WIRIS

[ Apartado c¢) Resolver razonadamente el sistema cuando k=0.

|
x+3y+2z=-1

resolveri2x+4dy+5z=-2; =» {{x=6,y=-1,z=-2}}
x+3z=0
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x==-1-21
ProblemaA.2. Se dan el punto A=(—1,0,2),ylasrectasr:xT_lzg=z—2ys: y=1+31
z=1+1

Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) La ecuaciondel plano it que pasa por el punto A y contiene a la recta r. (3puntos)

rlAcr,rcrx

—d_=AP, =(1,0,2)-(-10,2)=(2,0,0)

{A: (-1,0,2)

P.=(10,2)

d_=d, =(232)

V4

Y ahora con el punto A, y los dos vectores directores del plano hallamos la ecuacion del plano =

Xx+1 2 2
y 0 3=0->-2y+6(z-2)=-2y+62-12=0—2>y-32+6=0
z-2 0 1

7:y—-32+6=0
CON WIRIS
[ Problema A.2

Apartado a) La ecuacion del plano 11 que pasa por el punto A y contiene alarectar.
| A=[-1,0,2] = [-1,0,2]
| dr=[2,3,1] =» [2,3,1]
| Pr=[1,0,2] = [1,0,2]
| APr=Pr-A =+ [2,0,0]
| plano(punto(-1,0,2),dr,APr) =» y-3.2+6=0
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b) La ecuacidondel plano o que poas por el punto Ay es perpendicularala rectas. (3 puntos)

oclAco,o0ls

n, =d, =(-231)

Y ahora con el vector normal construyo la ecuacion del plano o, pero todavia me falta calcular d
o:-2X+3y+z+d =0
ComoAco,-2-(-1)+3-0+2+d=0—>d =-4

Y portanto:o:-2x+3y+z-4=0

CON WIRIS

[ Apartado b) La ecuacion del planlo ¢ que pasa por el punto Ay es perpendicular alarecta s.

|
| ne=[-2,3,11 = [-2,3,1]

| A=punto(-1,0,2) =» (-1,0,2)

| plano(A,ng) =» -2-x+3.y+z-4=0
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c) Unvectordirecciondelarecta |l interseccionde losplanos my o (2 puntos)y la distancia entre las
rectas sy l. (2 puntos)

Primero calculo la recta | en su forma parametrica :

y—-32+6=0 y—32=-6
— —>7=41
-2X+3y+z-8=0 —-2X+3y+z2=8
y-31=-6
—>y=31-6
-2X+3y+4=8

—2x+3-(31-6)+1=8
—-2X+941-18+1=8
104 -18-8=2x
104 - 26
=X
2
54 -13=x

X:5/1—13 -
1:ly=31-6 —» d,=631
i P, =(-11-6,0)

d(S’I)dedesH}‘ 28 28 10 _4yi0 _2vi0

> 3| 7410 7410 yio 10 5
dsxdl
o -2 5 -10
{ds,dl,PsPl}z 3 3 -7/=(6-30-35)—(-30+14-15)=-28
1 1 -1
P.R =(-11-6,0)-(-111)=(-10,-7,-1)
ik
d.xd,=|-2 3 1]=0i+7j-21k —>(0,7,-21)
5 3 1

as><a.‘=\/02+72+(—21)2 = /490 = /4910 = 7-4/10
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CON WIRIS

[ Apartado ¢) Un vetor direccion de la recta | interseccion de los planols ¢ y 11y la distancia entre larectas sy I.

y-3-2+6=0 e o1 a3 e e
_2_x+3.y+z_4=0} = {{x=5-2-11,y=3-2-6,z=2}}

resolver{

|
|I=recta(punto(—11,—6,0),[5,3,1]) =» 3.-X-5-y+3=0M6-x-11-y+3-2=0
| di=vector(l) = [5,3,1]

Primera forma

-25 -10
3 3 -7 | = -28
1 1 -1

| dsxdl => [0,7,-21]

| dsxal] = 7-y/10
- -2 5 -10
3 3 j /70
A= "Tgeeay 7 BT
l Segunda forma

|
2-y/10

distancia(s,l) = 5
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ProblemaA.3. Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

m(x+)e?,x<0
a) Elvalorde m para el cual lafuncion f (X) = (X +1)senx es continua en x=0. ( 3 puntos)
~———— x>0

X

Para que f(x) sea continuaen x =0
1)3f(0)=b

2)3limf(x)=b

x—0

3)(0) = |limf(x)=b

x—0

Df0)=m-(0+1)-e**=m-e’=m

23limf(x)
x—0
i 1 (X+1)-senx 0 por Lhopital . 1-SenX+(X+1)-cosx
f = - o] opital ) _
lim (x) lim=— - lim :
=|im2-senx+(x+1)-cosx=0+1=1
x—0"

l[imf()=limm-(x+1)-e** =m

x—0" x—0"

f(0)=m=]imf(x)=1=|jmf(x) - m =ZLpara que f (x)sea continuaen x = 0

x—0" Xx—0"

CON WIRIS
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m(x+1)e2* x<0
Apartado a) El valor de m para que la funcion f(x) =44 (x+1)senx N sea continua en x=0
—x
Para que que f(x) sea continua:

|
1) Existir f(0)
2) Existir lim (x)

_’_})f(O) = lim f(x)
1) Existir (0)

| f(x)=m-(x+1)-e2X = xi= (m-x+m) -e2*
f(0) = m
|

2) Existir lim (x)

‘ lim_m-(0+1)-e20 = m
x—0

(x+1) -sen(x) -
x—0" X

lim 1

Entonces m=1 para que f(x) sea continua en x=0

b) Los intervalos de crecimiento o decrecimiento de lafuncién (x+1) e**. (3 puntos)-

f(x)=(x+1)-e*
f'(x)=e+(x+1)-e”-2=e"-(1+2x+2)=e"-(2x+3)=0

e?* = 0 — No hay ningun valor de x que cumple la ecuacion
e (2x+3)=0—> _3
2X+3=0—>x= X

f'(x)=e”-2-(2x+3)+e” -2=e? - (2+4x+6)=e> - (4x +8)

-3
f"[_??’):ez 2 -[4-_73+8j:2e‘3 >0—>Enx:_73hayun minimo.

-3/2

\ /

f(x) f'(-2) =-e"<0 f(0)=3>0

f(x)

l.decrecimento: (-o°,-3/2)

l.crecimiento: (-3/2,+e°)

www.pinae.es
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Con la grafica de la primera derivada.
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| Apartado b) Los intervalos de crecimiento o decrecimiento de la funcién (x+1)e2x

|f(x]=[x+1].32-x => X (x+1)-e2X
| resolver((x+1) -e2%=0) = {{x=-1}}

|representar[(:+1)-e2'“) = tablero1

= X (2-X+3)-e?X
L (4-x+3]-92'ﬂ
|

resolver((2-x+3) -e2'X=0) =» {{x=——}}

3 2
LN ﬂ' -
F-5) =
=1

2.g3

3
f(- E] —

3 -1
Entonces el minimo estaen (- =

Ramas infinitas.
lim f(x) =+ +00

:—l-i-m

lim f(x)| = 0

X— -0
l.crecimiento y decrecimiento
| f(0) => 3

-_r (=312) = 0O

« f(-1.1) =» -0.01108
¥(-1.2) = -0018144

| f(—1.4) =» -0.024324

| f(—1.5) =» -0.024894

| f(—-1.6) =>» -0.024457

| f(-1.7) =» -0.023361

| f(-1.99) => -0.018499

1
e
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c) Losintegral [ (x+1) e>*dx, (2 puntos)y el area limitada por la curva y=(x+1) e**y las rectas x=0, x=1 e
y=0. (2 puntos).

2 2 2

2X 2X 2X 2X 2X
J'(X+1).92dezm 1 1]2.92dezm e_ 2'(X+1)'e —€

U=X+1—>du=dx

dv=eXdx > v= 1J'Z-ezxdx = 1e2X
2 2

CON WIRIS

w
Apartado c)La integral /(x+1)e2“ dx y el area limitida po rla curva y=(x+1)e2* y las rectas x=0, x=1,ey =0
| dibujar(x=0,{color=rojo}) => tablero1

| dibujar(x=1,{color=rojo}) =+ tablero1

| dibujar(y=0,{color=rojo}) =+ tablero1

| dibujar((x+1) -e2"X {color=azul}) =» tablero1

Jeemecs (53)

14
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Y el 4rea limitada porla curva y=(x+1) e*y las rectas x=0, x=1 e y=0, se calcula mediante laintegral
definida, utilizando laregla de barrow:

Primero observamos la gréfica,

Y calculamos laintegral definida:

Il(X+1)-e2de—2'(X+1)'ezx_elel—2’(1+1)'ez_ez_2'(1)'90—60 3?1
’ . 4 0 4 4 4 4

Puesto que :

1) f(x)= (x+1)-e** es continua en el intervalo [0,1]

2X 2X
2)2-(x+1)-e —e

es una funcién derivableen el intervalo [0,1]

4

Entonces

r(xﬂ)‘eﬂdx _2-(+1)-e*—e® 2-(1)-e° ¢’
0 4 4

=/

Apartado c)La integral f{x+1)e2“ dx y el area limitida po rla curva y=(x+1)e2% y las rectas x=0, x=1,ey =0

| dibujar(x=0,{color=rojo}) => tablero1
| dibujar(x=1,{color=rojo}) =» tablero1
| dibujar(y=0,{color=rojo}) =» tablero1
|dibujar((x+1)-ez'“,{color=azul}) =3 tablero1

1
3-e2 1
.al'X - -
j; (x+1)-e2%dx y 2
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OPCION B
1 -11 -2

ProblemaB.1. Sedan lasmatices A=|0 1 1|B=| 1 |C =(—l 1 3) Obtenerrazonadamente,
0 0 1 -1

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) La matrizinversa A delamatrizA. (3 puntos)

1 -1
|A=|0 1 1=1-1-1=10(Por ser Matriz Triangular Inferior) » 3A™
0
R
A Adj(A)

11 -2) (11 -2
A1:%01—1:01—1
00 1) (00 1

Comprobacién

A-AT=]
1 -1 1)(1 1 -2 1 00
0O 1 1|10 1 -1|=|/0 1 O
0O 0 1)l0 0 1 0 01
CON WIRIS
[ oPclONB

Apartado a) La matriz A~1de la matriz A.

1 -11 1 -11
A=[0 1 1| = |0 1 1
00 1 00 1
[ 1A] = 1
11 -2
AT = |01 -1

00 1

0
0
1

(]

1
A-A"T = |0
0

o =0

16
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b) La matrizX que essolucionde laecuacion AX=BC. (3 puntos)

AX =BC (Pre multiplicacmo por la izquierda por la A'l)
A'AX =A'BC  (A'A=1)

X =A"BC
11 -2 -2
X={01 -1 1] (-1 1 3),=
0 1 3x3 -1 3xt 3x3
1 -2 -2 -1 1 3
X={01 -1 1] (-1 13),=[2][(-1123)=|-2 2 6

o
[N
|
[N
|
[EEN

1 -1 -3

Comprobacion

AX =BC
1 -1 1)(-1 1 3 2 -2 -6
AX=0 1 1[-(-2 2 6 |=/-1 1 3
o0 1)1 -1 -3 (1 -1 -3
-2 2 -2 -6
BC=|1|(-113=-1 1 3
-1 1 -1 -3
CON WIRIS

[ Apartado b) La matriz X que es solucién de la ecuacion AX = BC
A-1aX=A-1BC --> X=A"1BC

1 -11 1 -11
A=[0 1 1| = |0 1 1
0 0 1 0 0 1

()~ %)

|C=(-113) = (=11 3)

1
AT.-B = (2)
=1

-1 1 3
X=A"1-B-C = [-2 2 &
1 -1 -3

WWW.pinae.es
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-1 1 3
X= | -2 2 6
1 -1 -3
2 -2 -6
A-X=> | -1 1 3
1 -1 -3
2 -2 -6
B-C=» |-1 1 3
1 -1 -3

c) El determinantede lamatriz2M?, siendo M una matriz cuadrada de orden 2 cuyo determinante vale
1/2 . (3 puntos)

3
‘2~M3‘:22-|M|3:4-(£) —4 141
2 8 8 2
CON WIRIS
112 0 1o
M=( 0 1) - | 2
0 1
1
# J—
M| >
[2MI]| = 1
2

WWW.pinae.es
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Problema B.2. Se da el tridngulo T, cuyos vértices son A=(1,2,-2), B=(0,-3,1), C=(-1,0,0), y los planos

X=—a+[+1
T X+Yy+2+1=0y myiyy=a-2p Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
Z=a+pf

razonamiento utilizado.

a) La posicidnrelativadel plano 7z, y delplanoque contiene al trianguloT. (4 puntos)

Primero construimos el plano (z, ) que contiene el triangulo T.
1) Hallamos dos vectores directores del planoz,

AC =(-100)-(12,-2)=(-2,~272)

AB =(0,-31)-(12,-2)=(-1,-53)

2) A partir de un punto, por ejemplo C = (-1,0,0) y los dos vectores construimos las ecuaciones
paramétricas del plano.

X =-1-24-f x+1 -2 -1

ol Yy=-2A-58 —>wxgy -2 -5=(x+1)-(4)-y-(-4)+z-8=0—>4x+4+4y+82=0
2=2)+38 z 2 3

T 4X+4y+82+4=0—>n,X+y+22+1=0

3) Posicion relativa del plano 7,y 7,
Construimos dos matrices con los coeficientes de los planos 7,y z,.
111y ., (1111
M = M =
(1 1 2] (1 1 2 1)
Si rg(M)=rg(M*)=1— planos coincidentes

Si rg(M)=rg(M*)=2 — planos secantes
Sirg(M)=1 # rg(M*)=2 — planos paralelos

rg(M)=2—>i

1
‘=2—1=l
2

11
rg(M*)=2— | o =271=1

Entonces z,y 7, son planlos secantes.

19
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' ProblemaB.2

Apartado a)

| A=punto(1,2,-2) => (1,2,-2)

| B=punto(0,-3,1) =» (0,-3,1)

| C=punto(-1,0,0) =» (-1,0,0)

| m3=plano(A,B,C) =» -x-y-2.z-1=0
| T=x+y+z+1=0 =» x+y+z+1=0
|dibujarﬂd(m,{colnr=rojo}] = tablero1
|dibujarﬂd(rrS,{colnr=azul}] = tablero1

WWW.pinae.es
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- -
b) Unvector n, perpendicularal plano 7, y unvector n. perpendicularalplano 7, (1,5 puntos)y el

- >

coseno del anguloformado por losvectores n, y n2.

TX+y+z+1=0

1) Hallamos la ecuacion en formal general del planlo z,.

x-1 -1 1
7y 1 -2=0-(x-1)-3-y-(-2)+2=0->3x-3+2y+2=0
z 1 1

T, 3X+2y+2-3=0

2) Sabemos que los coficientes de los planos forman los vectores normales.

-

N, = (1'1’1)
n, = (321)

3) Hallamos el cos[_) - . N, (111)-(321) 6 6
Ni:N

PP 302417 314 Va2

N 6 6-4/42 /42
cos =
Ni:N2

| Apartado b)
| TI=x+y+2z+1=0 =» x+y+z+1=0|
x-1 -1 1
m2=| y 1 -2| =» 3.-x+2.y+z-3
z 1 1

n1=[(1,1,1)] => [1,1,1]

| n2=[(3,2,1)] = [3,2,1]

In1-n2 => 6

[n1] = /3

2| = /14

I ]-|n2| = 42
n1-n2 42

-
[n1]-[n2] 7

21
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- -
¢) Lasecuacionesparamétricasde larectaintersecciondelosplanos 7, y 72 (3 puntos).

- alx+y+z+1=0
|m2:3x+2y+2-3=0

Re solvemos el sistema, utilizando un parametro:

Z=A

X+y+A+1=0 N X+y=-4-1 _9*@3)—3x—3y:3i+3

3X+2y+4-3=0 3X+2y=-1+3 3X+2y=-1+3
-y = 22+6

y=-21-6
X+y=-A-1>%X+(-21-6)=-2-1>x=-1-1+21+6—>X=1+5

X=1+5
r{y=-2A-6
2=

CON WIRIS

| T=x+y+z+1=0 => x+y+z+1=0
‘rr2= =0 =» 3.-x+2.y+z-3=0

x-1 -1 1
y 1 -2
z 1 1

|

|r=recta(1‘r1,112) = —2.X-y+4=0N6-x+5 y+4-.2=0

|dibujar3d(1'r1 Jfcolor=rojo}) => tablero1
|dibujar3d(rr2,{color=azul}) = tablero1

‘ resolver{

Xx+ty+z=-1
3x+2y+z=3

| = {{x=2+5y=-2-2-6,2=2}}

Apartado c)Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccién de los planos 111 y T12.
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Problema B.3. Se tiene un cuadrado de marmol de lado 80 cm. Se produce la rotura de una esquinay
guedaun pentagono de vértices A=(0,20), B=(20,0), C=(80,0) y E=(0,80). Para obtenerunapieza rectangular
se elige un punto P=(x,y) del segmento ABy se hacen dos cortes paralelosalosejes X e Y. Asi se obtiene un
rectangulo R cuyos vértices son los puntos P=(x,y), F(80,y), D=(80,80) y G=(x,80).

Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) El areadel rectanguloR enfuncion de x, cuando 0<x<80. (3puntos).

Podemos observarel pentdgonoy el rectdnguloresultante.

El rectangulo resultante tiene la siguiente area :
A=Db-h=(80-x)-(80-y)

Se observa que y =20 - x y por lo tanto nos queda :

A=b-h=(80-x)-(80-(20-x))=(80-x)-(60+ x)= 4800 + 80x — 60X — x* = —x? + 20x + 4800
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b) Elvalorde x para el que el area del rectangulo R es maxima. (3 puntos).

A = —x? + 20x + 4800
A=-2x+20=0—->x=10

A"=-2 - A"(10)=-2 <0 — En x =10 hay un maximo

CON WIRIS

| Apartado b) El valor de x el que el area del rectangulo R es maxima. (5 puntos)
|
| A=—x2+20x+4800 =» —x2+20-x+4800
| A" => -2.x+20
| resolver(A'=0) =» {{x=10}}
| A" => -2
N
| evaluar(A”,10) =» -2

Observamos que en x=10 hay un maximo
|

c) Elvalordel area maxima del rectangulo R.(3 puntos)

A(10) = —10? + 20-10 + 4800 = 4900

CON WIRIS

Apartado c) El valor del area maxima del rectangulo R.(2 puntos)
| A=-x2+20x+4800 => -x2+20-x+4800
| evaluar(A,10) = 4900
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