Matematicas con calculadora Classpad 400 Tema 3

Tema 3.
POLINOMIOS Y FRACCIONES ALGEBRAICAS. APLICACIONES
AL CALCULO

e Introduccién.

o Simplificar expresiones.

e Desarrollar expresiones.

e Factorizar expresiones.

e Otras funciones del menu Transformacion.
e Aplicaciones al célculo.

e Calculo diferencial.

e Célculointegral.

e Calculo de limites.

e Sumay producto de series.

e Polinomios de Taylor.

e Otras funciones del menud Calculo.

e Actividades propuestas.

INTRODUCCION

Hasta ahora, en los dos temas anteriores la mayoria de las operaciones las hemos
realizado sobre argumentos numéricos; por lo que ahora expondremos los diferentes
comandos disponibles en la calculadora para abordar la simplificacién de expresiones
algebraicas y las funciones disponibles para trabajar con polinomios.

A estos comandos y funciones se accede a traves del menu Accién que

encontramos en el menu principal.
MEND &

ﬁprlnclpﬂl
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& Edit |Acclén] Interactivo
“iig P Transformacion
Avanzado
1] Calculo
Complejo
Lista
Matriz
Yector
Ecuacion/Desigualdad
Asistente
Distribucion/Dist. inv
Financiera
Comando

¥ v ¥ W W ¥ ¥ W W ¥ W W

Algeb  Estandar Resl Gra )|

SIMPLIFICAR EXPRESIONES

Una vez abierto el mend Accion seleccionamos Transformacion para acceder

al siguiente menu:

o Edit Interactivo
0,-3,%[51?4Tra'sformaciw approx

Avanzado simplify

] céleulo expand
Complejo factor L
Lista combine
Matriz .coﬂect
Yector tExpand
Ecuacion/Desigua tCollect
Asistente expToTrig
Distribucion/Dist trigToExp
Financiera Fraccion g
Comando DMS J

Algeb  Estandar Real Gra (i

Una de las primeras funciones que encontramos es simplify cuyo significado es
evidente, se utilizara para simplificar una expresion.

Esta funcion serd necesaria cuando no se obtiene una expresion mas sencilla
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en la simplificacion automatica como por ejemplo:

& Edit Accién Interactivo
(x-2) 2 (x+1) 2
—(x+1) 24 (x-2) 2
simplify ( (x-2) 2= (x+1)2)
—Bsx+3
x2—5x
X
:-(2—5-)(
X
2_
simplify (X%
x5
b
Algeb Estandar Real Gra ]

DESARROLLAR EXPRESIONES

Para desarrollar una expresion se utilizard la funcion expand disponible en el
mismo men0 anterior. En el siguiente ejemplo se ve la diferencia entre definir la function,

simplificarla (simplify) o desarrollarla (expand)

£ Edit Accién Interactivo

(x-2x2) 3

—(2-x2—x) 3
simplify ( (x-2x2) 3)
—x%(2x-1) %
expand ( (x-2x2) 3)
~8-x0+12.x%—6x 4
expand( (a+b) %)
a?+b2+2+a+b
expand( (a-b) %)
a®-b®-3-a%+b+3:a-b?
D

algeb  Estandar Real Gra (]
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Para ordenar una expresion con respecto a una variable se utilizara la funcién
collect.
La sintaxis de esta funcion es: collect(expresion, variable)

Cuando no se indica el segundo argumento tomara x como valor por defecto.

& Edit Accién Interactivo

m]]ect(x2y3—2x v
~(20y2-y%)x?
collect (x2y3-2x2v2, )
y3ex2

—2-y2':‘;2

Algeb Estandar Real Gra L1111

FACTORIZAR EXPRESIONES

Para factorizar un nimero en factores primos o una expresion se utilizara la funcion
factor. Si queremos que nos de también las raices complejas debemos cambiar la
configuracion a modo Cplj

@ Edit Accién Interactivo @ Edit Accién Interactivo
factor (1240) factor (1240)
23.5.31 23.5.31
factor (x2—5:n:+B )] factor (x2—5x+6)
(x=2)+(x—3) (x—2)-(x-3)
factor (x4—l ) factor (xq'—l )
(x241)+ (x41)e (=1) Get1) e (=1 (i) « (=)
¥ O
Algsb  Estandar  Real Gra @i |Algeh  Estandar (Gplj )Gra (m
S
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La funcidn rFactor disponible en el menud Transformacion permite factorizar

una expresion hasta sus raices reales si las tiene.

& Edit Accién Interactivo

factor (x2—6)
x2-6
rfactor (x2-6)
(x+V8 )+ (x=VB)
1
Algeb  Estandar Real Gra (]

Ademas, la funcion factorOut permite incluir un segundo argumento para

indicar el factor que se desea sacar factor comdn

& Edit Accién Interactivo

factorOut (x*y2+3x2y, V)

y-(3*x2+x'y)
fan:tnrOut(x*y2+3x2y3 C 5*2)
yz-(3'x2'y+x)

Algeb  Estandar Resl Gra (]
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OTRAS FUNCIONES DEL MENU TRANSFORMACION
Ademas, en este menu Transformacion encontramos las siguientes funciones:
= approx: transforma una expresion en una aproximacion numerica.

= combine: reduce a comiUn denominador una suma de fracciones.

& Edit Accién Interactivo

approx(v3)

1. 732050808
o 1 3
combme(ﬁ+m)
4-x-5
(x+1)-(x-2)

Algeb  Estandar Real Gra (i

» tExpand: desarrolla una expresion trigonométrica utilizando las formulas de
suma y diferencia.

= tCollect: transforma productos en sumas en una expresion trigonométrica.

= expToTrig: convierte una expresion exponencial en forma trigonométrica o
hiperbolica.

» triToExp: realiza la conversion inversa a la anterior.

& Edit Acclon Interactivo

tExpand (sin (a+b})
cos(a) -sin(b)+sin(a) -cos(b)
tCollect (sin(6a)*xcos(2a))

sin(8-a)+sin(4+a)
2
expToTrig(e2iX)
cos(2sx)+sin (2+x) i
trigToExp (cos(3x)+sin(3x) i)l

Pl o

Algeb  Decimal Cplj Rad ()
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Tema 3

Tambien encontramos en este menu las funciones para transformar fracciones

(Fraccién)

= toFracc: transforma un valor decimal en su expresion fraccionaria.

= propFrac: transforma un valor decimal en su fraccion propia equivalente.

Puede aplicarse sobre una fraccion algebraica.

Y funciones para transformar 4ngulos en las distintas unidades:

# Edit Accién Interactivo

toFrac(3. 46)

propFrac (1. 4)

%3
propFrac ( e )]

%2

1

X
2 'ate a7t

,_.
+
n|b3

1

Algeb Decimal Cplj Rad

e dms para pasar del sistema sexagesimal (grados, minutes y segundos), al
sistema decimal

toDMS para realizar la conversion inversa.

& Edit Accidn Interactivo

dms( 3°45°11” )

3.753055556
toDMS(23. 5)

23°30'0"

Algeb Decimal Cplj Rad

]
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APLICACIONES AL CALCULO

Derivadas, limites, integrales, sumas de series y otras aplicaciones de calculo
simbolico se realizaran a través de las funciones disponibles en el mend Calculo

disponible en la opcion Accion del menu principal.

& Edit |Accién] Interactivo

"‘-i_‘l’ {w Transformacion Hy
3

Avanzado :
L [Caleulo diff

Complejo impDiff

Lista I

Matriz lim

Vector b

Ecuacion/Desi| [T

Asistente range&ppoint

Distribucion/T mod

Financiera linea ¥

Comando fMin/ fidax L4
ged/lem »
fraccidn »

Algeb  Decimal Cplj Rad (i

CALCULO DIFERENCIAL

Para calcular la funcion derivada de una funcion f se obtiene a partir de la
funcion diff, cuya sintaxis es: diff(funcion, variable).

& Edit Accién Interactivo
diff (x3-3x2+4)
3°:h:2—6°:h:
= X
dlff(—x_z,x)
_ 2
(x-2)2
diff (akx+bkx 2, a)
X
diff (akx+bkx 2, b)
:-12
]
Algeb Decimal Cplj Rad 101
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Como se observa en la imagen anterior, al omitir la variable, la calculadora

asume x como valor por defecto.

Esta misma funcion se utilizara para obtener derivadas de una funcion de orden

mayor que 1.

diff(funcion, variable, orden)

£ Edit Accién Interactivo

diff (=", x)

diff (x7, %, 2)
nex 24 (n-1)
diff (x", %, 3)
nex"3. (n=1)+(n~2)
diff (sin{2x), x, 10)
—-1024-sin(2-x)

Algeb  Decimal Cplj Rad (i

Si se aflade un nuevo argumento, se obtendra el valor de la derivada en el punto
indicado:

diff(funcion, variable, orden, punto)

& Edit Accién Interactivo

diff(%, %, 2,~1)

-0.5
n

Algeb  Decimal Cplj Rad (i
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Quizas resulte mas sencillo utilizar las opciones que ofrece CALC el teclado 2D

para escribir la funcién y argumentos anteriores.

£ Edit Accién Interactivo

. |

| Matel | Line = | ym | & | *
Mate2 o= e¥ In i o0
ated o :
L au0 | am0 )/m | Lim
rig - =

e | EN03| (S]] [8R]| &= | 0=

¢ sin | cos | tan | & 1
abc : : :

= | +« Bz | Oy | res ‘ EXE
Algeb  Decimal cplj Rad (i

La funcion impDiff permite calcular la diferencial de una ecuacién o una

expresion implicita con respecto a la variable indicada.

impDiff(expression, variable independiente, variable dependiente)

£+ Edit Accion Interactivo
B | b || sie | M5 | v | 45| ¥

. . %2
impDiff (x+y=T. X, ¥)

=Y (2ex=v)

x2+
lmleff(x+y=T. ¥, x)

e Xody?
vy (dox=v)

Algeb  Decimal Cplj Rad (]
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CALCULO INTEGRAL
Tanto para calcular integrales indefinidas como definidas utilizaremos la funcion

f cuya sintaxis para calcular una integral indefinida es:
J. (funcién, variable)

Y para hallar una integral definida sera:
f (funcion, variable, extremo inferior, extremo superior)

Ademas, se podra incluir un argumento mas para indicar el error admitido al

calcular una integral definida.

& Edit Acclén Interactivo
J(x3,%)
i
4
T (axx, x)
3'1(2
2
2
X
I(—lﬂz,x,ﬂ,zj
In(3)
0
Algeb  Decimal Cplj Rad (g

Estas opciones también estan disponibles en el teclado 2D.

£ Edit Accién Interactive
fiasie x| v | A v

i
0
] 0do
0
| Matel |[Line | - [ VE | ® s |
'Ma‘teE \j- e® | In i o0
Mated ). % %.I'II f-?- I-l-r)lr]'
e w3 | (=) | (48] | & | D=
Var - - .
- sin | cos | tan | & t
L abc e ]
[ ',|4— Eg E(‘g||res|E)(E

Algeb  Decimal Cplj Rad {m
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CALCULO DE LIMITES

El calculo de limites se realiza a través de la funcion lim cuya sintaxis es:

lim(funcion, variable, valor)

£ Edit Accién Interactivo

Ix-1

llm(m,ﬁi, ac)
3
2
lim (1=C08{2X). o g
X
2
. b D
11m((—2+xJ -]
]

Algeb  Decimal Ccpli Rad (]

Para calcular limites laterales se utilizara la funcion anterior, incluyendo un

nuevo argumento (1 para limite por la derecha y —1 para limite por la izquierda)

lim(funcion, variable, valor, 1) lim(funcién, variable, valor, -1)
£ Edit Accién Interactivo
lim(L,x,0,-1)

X
—
lim(L,x,0,1)
ml x.xl .
[+ e)
1
lim((2+x) % ,x%,0,-1)
0
1
lim{ (24x) ¥ ,x,0,1)
L]
]
Algeb  Decimal Cplj Rad (i

© José Maria Chacon Ifiigo, Agustin Carrillo de Albornoz Torres, Encarnacién Amaro Parrado, Manuel Amaro Parrado
y Daniel Vila Martinez -49



Matematicas con calculadora Classpad 400 Tema 3

También podemos encontrar esta funcion en el teclado 2D.

£ Edit Acclién Interactivo

(Matel [ jne | = | vl | = | #

| Mate2 | m [ em In i b

| hfrmlea ml | Lo|-Lo| [i=| Iim
ria = :

T L | [=]{[86]| &= | O= |

5 sin | cos | tan | & t
ahc - - |

—T| « By | O | res |EXE

Aloeb  Decimal Cplj Rad i

SUMA'Y PRODUCTO DE SERIES

Las funciones Z y H se utilizaran para calcular la suma y el producto,

respectivamente de una expresion para los valores indicados.
La sintaxis es similar en las dos funciones ya que admiten como argumentos: la

expresion de la funcion, la variable, el valor inicial y el valor final.

£ Edit Accién Interactivo £ Edit Accién Interactivo
US_]_[JL'._ jlixﬂlilmlj'b\&] 1 ‘ E
1
[1K¢ i) " 1,100
100 1
101 1448500823840000
_ 1 2
E(X*(H”.x.l.w) Mix<,x. 1,92
14400

2
S(x2,x,1,100) Mx=, %, 1,m)

338350 (n1)2
E(xz.x.l.n) .
2-n3+3*n2+n
6
0
Alget  Decimal — Cpl] Rad i Algeb  Decimal  Cplj Rad @
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También podemos encontrar estas funciones en el teclado 2D.

& Edit Accién Interactivo & Edit Accién Interactivo

Matel |ljjne| = | yE | & | 2 (Matel | jjne = | vE | x| *

Mete2 oo [ [ | [ Mete2 | o [ | ¢ | e
s CHIENEIFEIE e 00 | T=] | 1#8] | E= | = |
e o sin | cos | tan | & t . e = sin | cos | tan | & i |
'\_'T|4-'5'@.f[’;|‘res‘EXE '\_'T‘--'E'@.f[’g.‘res‘E){E
Algeb  Decimal Cplj Rad (m Algeb  Decimal Cplj Rad )

OTRAS FUNCIONES DEL MENU CALCULO

Ademas, en este mend encontramos las siguientes funciones que relacionamos

de manera breve:

» fMin/fMax: calculan el minimo y el maximo, respectivamente de una
funcion en un intervalo.
La sintaxis en ambos casos tiene como argumentos: la funcion, la variable y
los extremos del intervalo.

Si se omiten los valores del intervalo los célculos se realizaran en (-oo, +0).

Estas funciones admiten como Ultimo argumento para determinar la

precision en el calculo (valor entre 1y 9).
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e Edltln‘tara:tlvo # Edit Accién Interactivo
051 (ﬂj..Transformat:ién » 05, Jdx= g | il s
i v Bl | e || Sive | e | w | AL [ v
D'L Avanzado 4 —J._L, > 2 —
g |calculo diff fMin (x2-5x+6) m
Complejo impDiff . 1 5
e r [MinVate=-1, x=3}
Matriz lim fMax (2x=3, x, =4, 2)
Vector 2 {MaxValue=1, x=2}
Ecuacion/Desi| T 0
Asistente range&ppoint
Distribucion/T mod |
Financiera | linea *
Com fMin | [fMin/fiax "]
fMax ged/lem 3
fraccién »
& -
Algeb  Decimal Cplj Rad (i) Algeb  Decimal Cpli Rad (i

= tanLine: devuelve la expresion de la recta tangente a una funcién f(x) en un
punto x=a.

tanLine(f(x),x,a)

= normal: devuelve la expresion de la recta normal a una funcion f(x) en un
punto x=a.

normal(f(x),x,a)

» arcLen: halla la longitud del arco de una funcién f(x) en un intervalo [a, b].

arcLen(f(x), x, a, b)

o Edltlntaral:tl\rc & Edit Acclon Interactivo
g b Trnstomacion R [ Th[iaswe [ [+ [+
Avanzado [ — f—
D [Calculo diff tanLine (x2-5x+6, x, 1) o
Complejo impDiff —3ex+5
Lista I 2
Matriz lim normal (x“-5x+6, x, 1)
Yector z x,5
Ecuacion/Desi| T 3°8
Asistente rangeippoint arcLBn{x2—5x+6, Xy 1,3)
Distribucion/0 mod 3, A002166B47
Fi tanLine inea 0
Ct normal fMin/ fiax »
larcLen ged/lem »
fraccion »
E E
Algesb  Decimal Cpli Rad L) Algeh  Decimal Cplj Rad am
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Tema 3

Ademas se encuentran las siguientes funciones:

- Las ordenes gcd/lcm, hacen el Maximo comun divisor o Minimo comun
maltiplo de dos nimeros o dos polinomios. Si queremos hacerlo de méas de dos
expresiones debemos encadenar las ordenes.

- En la pestafia fraccion, encontramos denominator/numerator que nos
devuelve el numerador o el denominador de una fraccion

- Laorden mod, nos devuelve el resto de una divisién

& Edit Accién Interactivo

& Edit Accién Interactivo

gcd (24, 20)
4
god (x2—5x+6, x2-4x+3)
x—3
lem(3, lem(4, 3))
60

lem(x2-5x+46, x2—4x+3)

(x2-gex48) - (x-2)

. 2x-1

denominator ( Bxtd )

3ex+d
o 2x=1

numerator ( ) )
2ex=-1

mod { 2 t—x2+5x+1 0 x2-2)
Sex+7

]

Algeb

Decimal Cplj Rad (]

Algeb  Decimal Cplj Rad (i

Para terminar, indicaremos que la funcién rangeAppoint devuelve una

expresion o valor que satisface las condiciones indicadas en un intervalo [a, b], su

sintaxis es:

rangeAppoint({condicién., condicion., ...}, a, b)

En la opcion Interactivo encontramos un mend con las mismas opciones que

han quedado expuestas anteriormente como podemos comprobar en la imagen siguiente:

& Edit Accion |Interactivo

05 Id
R UL

o

Transformacién
Avanzado ¢
[Calcule] diff '
Complej impDiff

Lista | [
Matriz |lim
Vector |2
Ecuacid| [T
Asisten| rangeAppoint
Distriby med

Financig linea

Define | fMin/fiax
ged/lem
fraccion

* v v v

Algeb  Decimal Cplj Rad {m
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La diferencia de las opciones de este menu con respecto a las que contiene el
mend Accion radica en que para aplicar una funcion del mend Interactivo previamente
es necesario seleccionar la expresion o el valor sobre el que se aplicara.

Por ejemplo para calcular la funcion derivada de una expresion contenida en el
area de trabajo, comenzaremos seleccionando la expresion pulsando a continuacion

sobre la opcion diff del menu Interactivo.

& Edit Accién |Interactivo diff & Edit Accién Interactivo

%1 | yw | x| Transformacion r @ Diferenclacién

Avanzado »
EIE3  [calculg) diff =
Comple] impDiff Expresion:
0 Lista |f Yariable: b In(x)+1
Matriz |lim Orden: |1 | D
Yector | 2
Ecuacid) 1
Asisten| rangeAppoint
Distriby mod
Financid linea l .

Define | fMin/fidax
ged/lem

fraccién

) Derivativo a valor i(x-ln(x) )
dx

v v v v

Aloeb Decimal ¢pl] Rad a Algeb Decimal Cplj Rad g Algeb Decimal Cplj Rad g

OPCIONES DEL MENU AVANZADO

Tanto en mend Accion como en Interactivo encontramos Avanzado que ofrece
distintas opciones entre las que encontramos el célculo de los polinomios de

Taylor de una funcioén.

% Edit Interactivo

U‘i; {w Transformacion g ll
Avanzado solve

] Calculo t |
Complejo < taylor
Lista laplace
Matriz invLaplace
Vector fourier
Ecuacion/Desigual invFourier
Asistente FFT
Distribucion/Dist, IFFT
Financiera Ol |
Comando 4

Algeb  Decimal Cplj Rad (]
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Para hallar los polinomios de Taylor de grado n de una funcion f(x) con respecto
a una variable x en el punto x=a, emplearemos la funcion taylor, disponible en el menu
Avanzado.

La sintaxis de esta funcion es:

taylor(f(x), x, n, a)

£ Edit Accién Interactivo

tavlor (v 14x,x, 4, 0)
—5.x% %3
128 t16°
tavlor (cos(x}, x, 2, 0)

2
X=X
3 +2+1

tavlor (sin(x), %, 9, 0)
kT 0 i3
362880 50407 120 6

Algeb  Decimal Cplj Rad )

En este men( encontramos opciones ya conocidas como solve y también dSolve
para resolver ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones diferenciales.
A través de dSolve se podran resolver ecuaciones diferenciales hasta tercer orden

y sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.

& Edit [Acelén) Interactivo

"é; o Transformacion Fly
[Avnzago ([ solve

0 Caleulo Sol
Complejo taylor
Lista laplace
Matriz invLaplace
Vector fourier
Ecuacién/Desiguall invFourier
Asistente FFT
Distribucion/Dist] IFFT
Financiera 2
Comando 4

Algeb  Decimal Cplj Rad (i
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La orden dSolve puede utilizarse sin valores iniciales como ocurre en el ejemplo

siguiente o introduciendo como argumentos los valores iniciales.

Estas 6rdenes asi como el simbolo ~ para indicar la derivada también se
pueden obtener a partir del teclado Mate3

& Edit Accién Interactivo

—

Matel || [ipe| = | 4 >
Mate2 |nefivel t | g | i |
C.J S Goved [ asiv| ) (B8] |
LI ey ey PR IFRR IFE

. Var 1 t

c = 2 = * £

. abe | | |
Tv| « B [ G [ res|exe

Algeb Decimal Cplj Rad (i)

Como por ejemplo:

@ Edit Accion Interactivo

qif’%l&-)b— }3:||Simp|£xy|v —kl;}—lv

dSolve (x¥y’—x2=1-v, %, v)

2
_x° const(1) }
{Y——S +7X +1

dSolve(x*y’—x2=1—y, X, ¥, x=1,y=0)

2
x4 4
{’" 3 3-x+1}

Algeb  Decimal Cplj Rad |

También, encontramos funciones para obtener la transformada de Laplace o de

Fourier asi como sus inversas.
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

X
1. Simplifica la expresion: x—1
1+—
x—-1

2. Calcula: 1 X + 3

X2—4 x-2 x*-2x

2% + 4% + 2X

3. Simplifica:
P 6x° —6X

5
. 2
4. Desarrolla la expresion: (3X3 ——zj
X
5. Determina las raices enteras de los polinomios:
aPX)=x>+2x* +x+2

b. Q(x) = x* +4x® —25x* —16x + 84

c. R(X) = 6x° +25x* —93x® —404x* — 48x + 64

6. Factoriza el polinomio: P(x) = 2x> +11x* + 2x* —=51x* —14x +60
7. Halla la descomposicién en factores primos de 123456 y de 15!

8. Halla las derivadas de las funciones:

a) f (X) _ senx
1+cosx
b)g(x) = In (XLZJ
X—2

)h(x) = /;—z

d)i(x)=1+tg (1+1J
X
9. Calcula las derivadas f*yg®

f(X)=V1+X2

g(x) = x’senx
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10. Calcula las siguientes integrales indefinidas:

[(x-1)cosxax e)f );3_+51 dx
Jx senx

iji4w ﬂjﬂgﬁfx

c)'[(xjﬁ 0) sz In xdx

2X+3 COS2X
d){——dx h) | ——dx
)J. X2 +2x+1 )-[coszx

11. Halla las siguientes integrales definidas:
a) _[OZ cos xdx

b) [ ——dx
014 x?

22x-1
C)IO 2X +1dX

12. Calcula los siguientes limites:

] In X
a)lim
x=>01+2Inx

13. Halla los limites cuando x tiende a cero por la derecha y por la izquierda de la siguiente
funcion:

F(x) =

2-2x

14. Halla los polinomios de Taylor de grados 2, 4 y 8 de la funcion f(x) en x=0.

1+x
f(x)=
(X) —

15. Hallar la suma de la serie numérica:
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