TEMA 138 L integral definida.

Aplicaciones

1. Integral definida.

4
Calcula la integral. L(x2 +Xx—2)dx

3 2
Calculamos una primitiva de la funcién f(X)=x*>+x-2: G(X) = I(x2+x —2)dx = X? + X? —2X

Segun la regla de Barrow:

i oo £ 4 g[GO (1, e4 13 1S
j_l(x +x—-2)dx =G(4) G(l)_(?’+2 8} { 3 + > +2_3 5" 6

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. Para calcular la integral definida, s6lo tenemos que rellenar la plantilla que nos da Wiris en Anélisis. Una vez
hecho esto, pulsamos igual y obtenemos el resultado.

Figura 1.
Edicion |ﬂ‘I'JEFEEiDHE5 Simbolos |Anili5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Griego |

@ @ | 5 0° 40 E: T [n] dibujar representar | resolver ecuacion w
[ o oo O, ¥0 | £ 1 | |0l | dibujar3d resolver sistema
4
115
(x*+x=-2)dx = —ar
=1

2. Area bajo una curva.

Calcula el area que determina la curva: y= x* + X —2 con el eje X entre las abscisas -1y 4.
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La funcion corta al eje X en -2 y en 1. Para calcular el area habrad que calcular por separado el areaentre -1y 1y

entre 1y 4, cambiar de signo la negativa y sumarlas.

' ¢ T 713 10

J‘(x2+x—2)dx: Z 4 2 x| =2
'3 2 |, 6 6 3
M3 2 1t
ax—2)dx=| X X oy | =B [LT)_1%
f( )
13 2 1, 3 6) 6
Area: —%+%:%:25,83u2

Este problema no es el mismo que el anterior, en el que la integral calculada nos da el resultado de restarle al area

sobre el eje X (entre 1y 4) el area bajo el eje X (entre -1y 1).

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. Lo primero que debemos hacer es calcular la primera integral definida de la misma manera que en el ejercicio

anterior:
. - - - ~ Figura2. - - - N
Edician | Dperacinnes] Simbolos | Analisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Griego |
@ o ol ‘ 5 0 4 | el 0 | B 6] dibujar  representar | resolver ecuacion W
o ol oo O, ¥o | £ I | [0 | dibujar3d resolver sistema

1

(X’ +x-2)dx =» —%

=]

2. Ahora calculamos la segunda integral:
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Figura 3. .
EdiciénlUﬂEraEiDﬂES Sl'mhnlns|Arl:ili5i5|Matricesll.]nidad&s|Cﬂmhinamria Gmmtrialﬁriagnl
@ O o 5 0" 4§ E O | [0 dibujar  representar | resolver ecuacion "
@ o o0 0O, 0 :E.; .11 0] | dibujar3d resolver sistema
| pl
10
(x’+x-2)dx = -
=]
4
45
(x°+x-2)dx =» =
1
3. Por ultimo sumamos los dos resultados anteriores:
Figura 4.

Edicidn |ﬂr.‘;-.".raciﬂﬁE;lEimhnlns‘LAnilisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Gria_gnJ

O @ | = 0" o | E O |0 dibujar  representar | resolver ecuacion ¥
[0 ol oo 0, ¥6 | £ 1 | |0l | dibujar3d resolver sistema
| pl
(x‘+x-2)dx = —%
=1
4
(x?+x-2)dx = %
1
10 45 115
e e gl e
3 ¥ 2 6




Matematicas Il - Tema 13

Figura 5.
Edicidn | Operaciones ] Simbolos l Andlizis l Matrices lUnidades lCl:umbinatl:uria lGenmetrl’a lGriegl:u l Programacian lFl:urmatD J
O @© I 5 0° 0 £ 0|0 dibujar  representar | resolver ecuaciin ¥ | {5}
O o oo O, ¥ | £ O | |0 | cibuarsd resalver sistema

[ Representamos el area

| dibujar(x2+x-2,{color=azul, anchura_linea=2});

| dibujar(y=0, {color=rojo, anchura_linea=2}); Eﬂ
| r=regién(x2+x-2,-1..4) =» region: {x2+x-2} conxen-1.4
|dibujar(r,{contorno=falso,color_rellenc:-:naranja}} = tablero1

Figura 6.

BILEe & ul ¢wl&e S
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3. Area bajo una curva.

Halla el area de la region del plano encerrada por la curva y = In x entre el punto de corte con el eje OX y el

punto de abscisa x = e.

e Resolvemos la ecuacién Inx=0— X =1 La curva corta al eje OX en el punto de abscisa x = 1. entre

1y e no hay raices.
e Primitivade y=Inx:G(x)= I In xdx = xIn x — X (por partes).

e GM)=1In1-1=-1G(e)=elne-e=0

[ Inxdx=G(e) -G =0~ (-1) =1, Area=1u"

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. En este ejercicio empezamos resolviendo una ecuacion:

Figura 7.
Edicidn | Cperaciones ] Simboloz l.ﬂ«nélisis lMatrin:es lLInidades lCn:nmbinatn:nria lGe::-metrl’a l Griedn l Programacidn I
M @ o | & 0" g E O | [0 | dikwsr representar | resolver ecuscin v | S}
@ o oo 0, ¥0 | £ I | |0] | ditujarsd rezolver sistema

ﬂresolver(ln[x}=ﬂ] = {{x=1}}

2. Ahora, el mismo logaritmo, lo integramos:

Figura 8.
Edlician | Cperaciones l Simbolos l.ﬂ.nélisis lr-.ﬂatriu:es l Unidades l Combinatoria l Geomettia lGriegD lPngramaciuﬁn ‘
m @ | 5 0" 40| £ O[O dibujar  representar | resolver ecuscisn ¥ | {5}
[ ol oo O, %0 | £ O | |0 | dibusrsd resolver sistema

resolver(in(x)=0) = {{x=1}}

|
‘ In(x)dx =+ x-In(x)-x
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3. Por ultimo definimos la integral anterior y obtenemos nuestro resultado:

— .  Figura®. . I .
Edlician | Cperaciones I Simbalos l.ﬂ«nélisis lMatrin::es lUnidades lCn:nmI::ninatn:nria lGenmetrl'a lGriegn:n lF‘rn:ngramac:in:’nn I
M @ ol | & 0" &0 | £ O | [0 | dikusr representar | resolver ecuacion w | (S}

b ol oo O, ¥0 | £ I | 0] | cibujsrsd resolver sistema

]resolver(ln(x)=ﬂ] = {{x=1}}
In(x)dx =+ x-In(x)-x

e

In(x)dx == 1

4. Area limitada por una curvay el eje OX.

Calcula el area entre lacurva y = x* —5x* + 6Xxy el eje X.

Hallamos el area sin dibujar el recinto:

e Resolvemos la ecuacion x* —5x? +6x =0. Las solucionessonx=0,x=2y x = 3.

x*  5x*

e Calculamos una primitiva de la funcién: G(x) :I (x3 —5x% + 6X)dx = T__+3X2
e Obtenemos el valor de la primitiva en cada uno de los puntos anteriores:
8 9
G0)=0, G(2)=—=, G@3)=-.
(0) (2 3 ©) 2
2 8
jo f(x)dx =G(2)—G(0) =~
e Calculamos la integral en cada tramo: 5 g’ 8 5
f(X)dx=G(3)-G(2)=—-==——
J, f0dx=6()-6@) = -2 =-7
e Area §+ _3 :£u2
3 12| 12
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Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. Para obtener la solucién de este ejercicio seguimos los pasos del anterior. En primer lugar resolvemos la
ecuacion:

Figura 10.
Edicidn |Dperacinne5 Simbolos |Anili5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Griego |

Eemme s B° 8| & 0o dibujar  representar | resolver ecuacion %
@ o oo O, ¥0 | £ I | |0 | dibujar3d resolver sistema

Hresulver{x3—512+ﬁx={}} - [{x=0},{x=2},{x=31}}

2. Ahora calculamos la integral:

Figura 11.
Edicign | Operaciones | Simbolos | Anailisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Ceometria | Criego |

O @ Im| 5 0° «g| & O |0 dibujar  representar | resolver ecuacion ¥
[@ o oo 0O, 0 :E.; qu |0] | dibujar3d resolver sistema

resolver(x®-5x?+6x=0) =» {{x=0},{x=21},{x=3}}

(x3-5x246xX)dx = % : xq—% X343 . x?

3. Después la definimos entre 0y 2:
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Figura 12.

Edician |ﬂrJEraciDr‘|E5 Simbolos |Anili5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Criego |

@
[

o m|{ s 0 ~vo| E O |10 dibujar representar | resolver ecuacion ¥
] o0 O, 0 | £ I | [0 | dibujar3d resolver sistema

resolver(x®-5x°+6x=0) = [{x=0},{x=2},{x=31}

(x3-5x2+6x)dx = %-14—% X343 - x4

2
(x*-5x2+6x)dx = %

4. Lo mismo hacemos ahora, pero entre 2 'y 3:

Figura 13.

Edician |ﬂrJEFECiDnE5 lEimhuIns |Anili5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Criego |

@
[0l

mom s 0° 5| E O 0E dibujar  representar | resolver ecuacién ¥
0| 00 O, ¥0 i_ fI | 0| | dibujar3d resolver sistema

resolver(x®-5xZ+6x=0) =» [{x=0},{x=2},{x=3}}
i ;&

f{x3—5x2+ﬁx}dx—hi-x ?-.'-u:3+3-:-r:2
2
f {13—512+Ex}dx—h%
0
3
5
. 2 - -
-/;{x 5x“+6x)dx 13

5. Por altimo, sumamos los dos resultados anteriores, teniendo en cuenta que el segundo es negativo y debe ir en

valor absoluto:
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Figura 14.
Edician | Operaciones | Simbolos |Anéli5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Criego |

O @ Im| 5 0O 0| E O[O dibujar  representar | resolver ecuacion W
[0 o oo O, ¥0 | £ II | |0 | dibujar3d resalver sistema
| resolver(x®-5x2+6x=0) = {{x=0},{x=2},{x=3}}
(x*-5x’+6x)dx = %-14—%-143-12
.
(x*>=5x?+6x)dx = %
0
3
5
3_ 2 - -
2 (x°-5x“+6x)dx 12
8 5 37
e | il s
3 * ‘ 12 ‘ 12
Figura 15.

Edlician | Dperaciones

Sitmbolos |.ﬂ-.néli3is | atrices |Llnidades | Combinataria | Geometria |Griegn:u | Programacian |

O @ ol 5 0° 40 E I [n] dibujar  representar | resolver ecuscion ¥ | {8}
[ ol oo 0, %0 | £ I | [0 | dibuarsd rezolver sistema

| Ahora representamos el area

| dibujar(x?-5x2+6x, {color=rojo,anchura_linea=3}) ;

| dibujar(y=0, {color=azul,anchura_linea=3}) ; E‘
| r=regién (x3 -5x2+6x,0..3)

| dibujar(r, {contorno=falso,color_relleno=naranja})
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Figura 16.

5. Area entre 2 curvas.

2
Halla el &rea limitada por las parabolas y = 7 e y2 = 2X.Representa el recinto cuya area se pide.

2
. X . . . .
Representamos las dos paréabolas, y = —, de eje vertical e y* = 2x, de eje horizontal, y hallamos sus puntos de

corte:

XZ
Y= 1x=0x=2
y? = 2x

2
. . . X . . .
El area perdida es la comprendida entre las curvas Yy = 7 e Yy =+/2X, que es igual al area comprendida entre la

funcion diferencia, a la que llamamos h(x), y el eje OX.

10
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h(x)=§—«/§; G(x)=j(x—22—\/5]dx=1x3_&x

G0)=0; G(2)=8_ 22¥8_8 8_ 8
6 3 6 3 6
[*h(x)dx = 6(2) - G(0) =_%; Area = %uz =%u2

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

X2

1. El primer paso que seguiremos en este ejercicio es calcular el sistema y= 9 tx=0, x=2 para calcular los

y? =2x

puntos donde se cortan las dos curvas. También seria conveniente representar las dos curvas en un Unico tablero

2. Se representan ambas funciones en el mismo tablero como vemos a continuacion:

- N - - ~ Figura 17. - S - B
Edlician | Cperaciones l Simbolos l.ﬂ.nélisis lr-.ﬂatriu:es l Unidades l Combinatoria l Geomettia lGriegD lPngramaciuﬁn l Formato ‘

O @ ol | & o vi| £ o | [d
m o oo o, ¥ | £ & | IO

dibjar resolver ecuacian v

dibjar3d rezalver siztems

&

2

2
2

X
dibujar(? ,{color=azul, anchura_linea= 2}

| dibujar (y2-2x=0,{color=rojo, anchura_linea=2})

Primero representamos las dos funciones y el area entre las dos curvas

X
dibujar(y— —>0Ay2=2-x<0,{contorno=falso,color_relleno= verde})

11
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Figura 18.
2 ol ¢lwsE s s FBE

& |[L)[E

3. A continuacion calcularemos la siguiente integral:

Figura 19.
Edician |Clperan:i|:|nes Simboloz |.ﬂmélisis |I‘-.-1atric:es |Llnidades | Combinatoris |Genmetria | Griego |F'r-:ugrama1:h:’un |
@ O ol % o° [0 E I [n] dibujar  represertar | resolver ecuacisn ¥ | {S}
@ o g O, ¥o | £ I | |0 | dibuar3d resolver sistema

2 2.5.4/2. 3
[%—w’zx]dx—h— “3 X X

6

4. Por Gltimo, definimos la integral entre 0 y 2, y calculamos el resultado:

12
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Figura 20.

Edician |Operacinnes] Sitmbiolos |Anélisis |r-.-1=atrin::es |Llnidades |Cu:umhinat|:|ria |Ge::|metr|'a |Grieg|:| |F‘ru:ugraman:infnn |

@ @ ol | & 0° 0| £ O | [0 | dibusr  representar | resolver ecuscisn v | {8
[0 (o oo O, %0 | £ O | [0 | dibusrsd rezolver siztema

2
2 4
(2 -y/2x)dx = -=
2 3

6. Area entre 2 curvas.

Calcula el &rea comprendida entre las curvas fyg: f(x)=x"+5x>-7x* +2x-1
g(x) =x* +4x° —8x* +4x-1

El &rea entre estas curvas es igual al area comprendida entre la funcion diferencia y el eje X.

f(X)-g(x)=x*+x>-2x; f(X)-g(x)=0—->x=-2,x=0, x=1

4 3

G(x)=_[ (x3 +x° —2x)dx:X7 +%_x2

8 5
G(—2)=—§,G(0) =0, c;(1):_E

0 8
L{-o0a=e0-6a=5|, 8 5 _w,.
[(-oma=cm-co=->1  ° 12 1

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. Nuestro primer paso es resolver la siguiente ecuacion como hemos visto en temas anteriores:

13
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Figura 21.

Edician |ﬂperacinne5

@
[0l

Simbolos |Ani|i5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Criego |

oo 5 BF o | E 0O (o dibujar  representar | resolver ecuacion
0| o0 O, 0 ;':::.' ﬂ I0] | dibujar3d resolver sistema

v

|

resolver(x>+x2-2x=0) =» {{x=-21},{x=0},{x=1}}

2. Ahora calculamos la integral:

Figura 22.

Edicidn |Dperacinne5 I Simbolos | Analisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Ceometria | Griego |

O @ o 5 0" 0 8T ] dibujar representar | resolver ecuacion
[a o oo O, ¥o | £ O | |0f | dibujar3d resolver sistema

v

3. El

resolver(x>+x2-2x=0) = {{x=-21},{x=0},{x=1}}
1

(G +x4=-2x)dx = 3 x4+% X3 =x2

siguiente paso es calcular dos integrales, una definida entre -2y Oy laotraentre O y 1:

Figura 23.

Edicidn |ﬂperacinne5 I Simbolos |An:i|i5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Griego |

O @ Im| &5 O0° o| £ O |0 dibujar  representar | resolver ecuacian ¥
[ ol oo 0, Yo | £ I | (O] | dibujar3d resolver sistema

14

resolver(x>+x2-2x=0) =» {{x=-2},{x=0},{x=1}}

f{x3+xz—2:u:}dx o %-x4+%-x3—12
0
f (xF+x2=-2x)dx = %
=.
1
5
3 P - -
‘/ﬂ. (x"+x“=-2x)dx B
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4. Por Gltimo, sumamos (en valor absoluto) los dos resultados anteriores:

Figura 24.
Edicidn |{]peracinnes I 5imhn|nslAna'|i5i5 | Matrices | Unidadesl{:umhinamria IGEnmEtrl’a | Criego l

@ O o 5 0° 47 T ] dibujar  representar | resolver ecuacion W
[a o oo 0O, %0 ; qu 0] | dibujar3d resolver sistema
| resolver(x3+x2-2x=0) = {{x=-2},{x=0},{x=1}}
f{x3+xz—2:¢} dx =» % - x4+% X2 -x?
0
f (x> +x%-2x)dx = %
-2
1
5
3 A =
f (% +x“=-2x)dx =» 15
0
8 5 37
Ty
3 " 12 12

7. Area de un recinto.

Calcula el &rea del recinto sombreado, donde la ecuacién de la parabola es y=x* -1y la de la recta es
y=5-x

. . y=x"-1| x=2
Obtenemos el punto A resolviendo el sistema:

y =x-5| x=-3— Nonos importa

Calculamos el area del recinto ABC como suma de los recintos R, y R,.

15
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20 —nydx=| X x| 22_(_2)_4%
Rl—.[l(x 1)dx—{3 X:|2 3 ( 3) 3

5
5 x? 25 9
R, = L (5-x) dx =[5x—7l

Area =R, +R, =%5u2

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. Lo primero que haremos es resolver el sistema (para ello, pinchamos en Operaciones, y dentro de ella en

Resolver sistema):

Figura 25. )

Edicidn | Operaciones | Simbolos |Ana'|i5i5 | Matrices | Unidades |Cnmhinaturia Ceometria | Criego |

O @ |5 0 0| £ O |0 dibujar  representar | resolver ecuacion W
@ o oo O, %0 ;E_ 1=I 0] | dibujar3d resolver sistema

resulverﬁ:;‘z_;l} - {{x=-3,y=8},{x=2,y=3}}

2. Ahora, calcularemos las dos integrales definidas:

Figura 26.
Edicign | Operaciones I Simbolos | Analisis | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Griagu]

O @ Iom| 5 0O 0| E O |I[O dibujar  representar | resolver ecuacion ¥
ol ol oo O, ¥0 | £ I | [0 | dibujar3d resolver sistema

PNy
resulver{i;‘;‘_xl} = [{x=-3,y=8},{x=2,y=3}}
2
(x?-1)dx = %
1

9
(5-x)dx =» >

16
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2. Por ultimo, representaremos el area, aunque para ello, primero debemos calcularla:

Figura 27.
Edicidn | Cperaciones ] Simboloz l Andlizis l hatrices l Unidiades l Cotbinatatia l Geotmettia l Griedn l Programacidn l Farmato ‘
m @ |5 o0 0| £ O | [0 dibujsr  represertar | resolver ecuacion | (S}
(] oo o, ¥0 | £ I | [0] | dibusrsd rezolver sistema
I 2 5
Area= | (x2-1)dx + (5-x) dx
1 2

Ahora representaremos el area calculada

_| dibujar (y=x2-1,{color=azul, anchura_linea = 3}) ;
| dibujar (y=5-x, {color=rojo, anchura_linea=3});
| dibujar (y-x2>-1Ay+x<5, {color=cian,anchura_linea = 2})

| =

2 5

4 9
r=regién (x2=1)dx A [ (5-x)dx| = regién(gﬁf)
1 2

Figura 28.

=] £ £ 11 | {;}| £ R m |

17
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8. Area de un recinto.

Calcula el &rea del recinto plano limitado por las rectasy = x, y = 2x y la parabola y = x°.

Representamos las rectas y la parabola para identificar el recinto. Puntos de corte:

Y
x=0: )
y = 2X y=X

Xx=0 y=2x|x=0
x=1 y=x°

X=2

Descomponemos el recinto OAB ensumadeR,; y R,.

1 1T 1
Rl:J‘O(Zx—x)dx:{ZL:2
2 2 2 X3 ’ 2
RZZL(ZX—X ydx =[x —?1:5
Area:Rl+R2:l+g:Zu2
2 3 6

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. En primer lugar, comprobaremos los resultados de los sistemas, y para ello, los resolveremos:

Figura 29.

Edician Dperacinnes] Simbolos |Anéli5i5 | Matrices | Unidades |Cnmhinamria Geometria | Griego I

DI:I
O

iy ) T [I:ﬂ| dibujar  representar | resolver ecuacién v
0 | i fL ] | dibujar3d resolver sistema

o @ Ion| &
@ o ol
resolver{?

Y

{
resolver|
{

18

'}F:
y=x

resulver: i;} = {{x=0,y=0},{x=2,y=4}}

i
)

= {{x=0,y=0}}

= {{x=0,y=0},{x=1,y=1}}
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2. Ahora calcularemos las integrales definidas como en el ejercicio anterior:

Figura 30.
Edician |ﬂperacinne5 Simbolos |Anili5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Criego |

[ E s O° &5 (CE O piE dibujar  representar | resolver ecuacion w
@ o oo 0O, 0 :Eu qu 0] | dibujar3d resolver sistema

resulver{y_xl} = [{x=0,y=0}}
resulver{: .2 } = [{x=0,y=0},{x=1,y=1}}

resolver{” v 2} =» {{x=0,y=0},{x=2,y=4}}

(2x-x)dx = %
0

2
(2x-x%) dx = %

3. Por ultimo, sumamos los dos resultados:

19
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Figura 31.

Edician | Operaciones | Simbolos |Ana’.li5i5 | Matrices | Unidades |Cumhinamria Geometria | Criego |

@ @ o 5

0
[0 o oo O

abdr 00+

II [O] dibujar  representar | resolver ecuacion
I

N
9

=

il |_|:|J dibujar3d resolver sistema

w

20

resolver = {{x=0,y=0}}

e = {{x=0,y=0},{x=1,y=1}}

resolver = {{x=0,y=0},{x=2,y=4}}

ly=2x1
rne5'.r:ll".|rner{""'r 2}
ly=x'1

1
(2x-x)dx =» —
2
0
.
5 2
(Z2x-x°)dx = 3
1
Y .2 7
¥ S 6
Figura 32.
Edlician | Cperaciones | Simbolas l.ﬂ«nélisis lMatrin::es lUnidades lCn:nmI::ninatn:nria lGenmetrl'a lGriegn:n lF‘rn:ngramac:in:’nn an:nrma‘tn:- I
m @ Iom| 5 0" 40| £E O |0 dibujar  representar | resolver ecuaciin ¥ | {5}
[m o oo 0, %0 b3 f{‘ O] | dikujarsd resolver sistems

| Ahora representamos el area

| dibujar(y=x, {color=azul, anchura_linea=3});

| dibujar (y=2x, {color=rojo, anchura_linea=3});
| dibujar (y=x2,{anchura_linea=2});

| dibujar (y—x>0Ay-2x<0Ay-x2>0, {contorno=falso,color_relleno= naranja})
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Figura 33.

B |[LEe & 1 DN

5 5 8|

9. Volumen.

2
. . . X
Halla el volumen del cuerpo de revolucion engendrado al girar alrededor del eje X la curva: y = —+1 entre

lasrectas x=-1yx=2.

2 2 4 2 5 3 2
V= 1097 dx - rl(%ﬂj = rl(xTxmj o [%?} .
-1

2
=1 %—(—§J =7,657u°
15 60/,

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. Para el calculo de este ejercicio solo tenemos que calcular la integral definida:
21
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B B B - - Figura34. - - B
Edlicidn |DpEfaCiDI‘IES] Sitnbolos |Anélisis |I'u1atrin:es |Llnidades |Cnmbinatn:uria |Genmetria |Griegn:u |F‘r|:|graman:in:'ln |
@ @ | 5 0° 0| £ O | [0 | dibusr represertar | resolver ecuacisn  w | {E}
@ ol oo o, %0 | £ I | (0] | dibujarad resolver sistema
2 2
L B g L
2 20
-1
10. Volumen.

Halla el volumen engendrado por la curva y = JYxal girar alrededor del eje Yentrey=0 ey = 2.

Se hace exactamente igual que al girar en torno al eje X, pero poniendo la funcion x = g (y). Asi:

2 4y . 2. 2,22 x° 32
V:ﬂJ:g(y) dy: En este caso: y:\/;—>X:y .V=7Z'J.0 (y)dy=x 3 :?ﬂ'u

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. De nuevo, para el célculo del volumen, calculamos la integral definida:

Figura 35.
Edicion |{}peracinne5 I Simbolos |An;’t|i5i5 | Matrices | Unidades I Combinatoria | Ceometria | Criego |

@ o 1ol % Al 'q"ﬁ| X Wl | ﬂ:ﬂ‘ dibujar representar | resolver ecuacion w
o 1ol [ Jiis S i_ ﬁ | ] |[:|i|:|ujar3d resolver sistema
.
32-W
wf () dy = ——
0
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11. Volumen de una esfera.

Calcula el volumen de la esfera engendrada por la semicircunferencia de Centro C( 3, 0) y radio 2 al girar

alrededor del eje OX.

En primer lugar escribimos la ecuacion de la circunferencia de centro (3, 0) y radio 2:

(x=3)?+y*=4—>x*>—6x+5+y>=0

Una de las semicircunferencias es: y =+/—x° +6x—5

Los limites de la integracion son los puntos donde la curva corta al eje OX:

x=1
y:0:>x2—6x+5:0<x_5

Por tanto el volumen de la esfera es:

5
5 2 x? 25 7 32
Y =7Z'I (- Xx* +6x-5) dx= 7| —+3x* —5X =7z(—+— SV =223
1 3 L 3 3 3
Ahora resolveremos el problema con Wiris:
1. En primer lugar, resolveremos la ecuacién:
Figura 36.

Edicion | Operaciones I Simbolos |An;’t|i5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Ceometria | Criego |

o E
O

oo

@ @ ol
[@ o

4 ||-|:|-|| dibujar  representar | resolver ecuacion W

0

0 I
0 f

A op

| ul | dibujar3d resolver sistema

P =]

u]

Hresulver(x3—61+5={]} - {{x=1},{x=5}}

2. Por ultimo, calculamos la integral definida para obtener el volumen:

23



Matematicas Il - Tema 13

Figura 37.
Edicidn |Dperacinne5] Simbolos |An;’t|i5i5 | Matrices | Unidades |Cnmhinatnria | Ceometria | Griego |

@ O o 8 0 4 E O[O dibujar  representar | resolver ecuacion *
[@ o oo 0, ¥o | £ @I | |0] | dibujar3d resolver sistema

resolver(x-6x+5=0) = {{x=1},{x=5}}

nf (V-x7+6x-5)"dx = SEaT
1

3

12. Funcion integral.

Sea F(x) = J‘; (t*> —1)dt. Halla los puntos extremos de dicha funcién.

Por el teorema fundamental del calculo. Sabemos que; F'(x) = [(x2 )2 —1}2x =2x° - 2x

Para ver cuales son los posibles puntos extremos, hacemos F“(x) = 0y obtenemos:

F"(0) <0
X =0, X, =1 %X,=-1>F’'(x)=10x*-2 { F'() >0
F'(1)>0

Hay un méximo relativo en X, = 0y dos minimos relativos en X, =1y en X, = —1. Los valores de estos extremos

son:
F(0) =L0(t2 ~1)dt =—Ll(t2 “1)dt :{%_t} :%

F(O):jll(t2 _1)dt=0

F(O):jll(t2 _1)dt=0

24
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Maximo: (Og)
3

Minimos: (1,0) y (—=1,0)

Ahora resolveremos el problema con Wiris:

1. Para resolver este ejercicio es muy importante que nos aseguremos de escribirlo todo dentro del mismo bloque.

En primer lugar, escribimos la integral y le damos un nombre, en este caso f(x):

Figura 38.
Edicidn |Dperacinne5 I Simbolos lAnéIisis | Matrices | Unidadasl{:umhinamria | CeOmetria | Criego I
O @ ol | 5 0° 43 | X T ] dibujar representar | resclver ecuacion W
@ o oo O, %0 :i; ﬂ 0] | dibujar3d resolver sistema
xl
2z 1 6 . 2
f(x)= (tc=-1)dt =» x—— « X=X+ —
3 3
1
2. Después, calculamos f’(x) para poder calcular el tercer paso:
Figura 39.
Edician |1‘.}peracinne5 I EimhnlnslAnélisis | Matrices | Unidades] Combinatoria Iﬂenmetrfa | Criego I
m o o 5 o° -l,."ﬁ| £ O |0 dibujar representar | resolver ecuacion W
[m o og 0, 40 ;':::.' ﬂ I0] | dibujar3d resolver sistema
HI
. 1 6 . 2
f(x)= (t“=1)dt =» x——  x"=-x“4+—
3 3
1
f'(x) =» 2.-x°-2-Xx

3. Ahora, igualamos f’(x) a 0:

25



Matematicas Il - Tema 13

Figura 40.

Edician |ﬂrJEraciDnE5 |5|’mbnlns |Ani|i5i5 | Matrices | Unidades |Cnmhir|atnria | Geometria | Criego |

@ O o | 8 0° 4 E O[O dibujar  representar | resolver ecuacion ¥
[@ o oo O, ¥o0 | £ I | |0l | dibujar3d resolver sistema
_ 2
2 1 6 2 2
f(x)= (t“=1) dt = IH?-I -x +E

1
fi(x) = 2.x°-2-x
| resolver(f'(x)=0) = {{x=-1},{x=0},{x=1}}

4. En este cuarto paso, calculamos f*’(x):

Figura 41.

Edician |ﬂrJEracIDnE5 |5|mbnln5 |AnaI|5|5 | Matrices | Unidades |Cnmh|r|atnr|a | Geometria | Criego |

@ O o | 8 0° 4 E O O] dibujar  representar | resolver ecuacion
[ ol oo O, ¥o0 | £ I | |0l | dibujar3d resolver sistema
. 2
= 2z 1 b 2 2
f(x)= (t—=1) dt =» IH?-I -X +E
1
f'(x) = 2.%x°-2.X

| resolver(f'(x)=0) = {{x=-1},{x=0},{x=1}}
f'(x) =» 10-x%-2

5. Ahora sustituimos los puntos extremos en f*’(X):
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Figura 42.
Edician |ﬂrJEraciDr‘|E5 Simbolos |Anili5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Geometria | Criego |

O O ol 5 o° 40 E O[O dibujar  representar | resolver ecuacion *
[@ o oo 0, ¥o | £ @I | |0] | dibujar3d resolver sistema
_ 2
2 1 6 2 2
f(x)= (t“=1) dt = IH?-I -x +E

1

fi(x) = 2.x°-2-x

| resolver(f'(x)=0) = {{x=-1},{x=0},{x=1}}
f'(x) =» 10 -x%-2

| £'(0) =» -2
| f'(1) => 8
| f'(-1) => 8
6. Igual que en el paso anterior, utilizamos los puntos extremos, pero esta vez los sustituimos en f(x):
. - Figura 43.
Edician | Operaciones I Simbolos |Anili5i5 | Matrices | Unidades | Combinatoria | Ceometria | Criego |
O @ ol | & 0° @ I [n] dibujar representar | resolver ecuacion w
m o oo o, ¥ | £ I | |0 | dibujar3d resolver sistema
xl
i 1 6 2 2
f(x)= (t°-1)dt = X X7 =X +?
1

[f'(x) =» 2-x°-2-x
| resolver(f'(x)=0) = {{x=-1},{x=0},{x=1}}
| f'(x) = 10 -x%-2
[ £'(0) = -2
[ £'(1) = 8
| f'(-1) = 8
2
f(0) =» 3
[f(1) = 0
[f(-1) = 0
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Figura 44.
Edicidn |Dperacinnes] Simbolos |.-'J~nélisis |Matrin::es |Llnidades |Cu:um|::|inatn:uria |Genmetr|'a | Griego |Pru:ugramac:inf:n |
O @ o & 0° 4O £ IO | [0 dibujar  representar | resolver ecuaciin ¥ | {5}
o o oo o, %0 | £ I | [0 | dibuarad resolver sistema

| Por tanto el maximo estaen:
| ([0,f(0)1)
| 1=

Y los minimos estan en:

| ([1.F(1)]), ([-1,f(-1)]1)
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