
José	  Aurelio	  Pina	  Romero	  	  	   	   	  	  JUNIO	  2015	  MII	  
	  	  

www.pinae.es	   	   	   	  1	  

EXAMEN	  DE	  SELECTIVIDAD	  JUNIO	  2014.	  MATEMÁTICAS	  II	  
OPCIÓN	  A	  

Problema	  A.1.	  Se	  dan	  las	  matrices	  	  S:	  A = 1 −3
2 2

"

#
$$

%

&
''  y B= 1 3

2 −2

"

#
$$

%

&
'' ,	  obtener	  

razonadamente,	  escribiendo	  todos	  los	  pasos	  del	  razonamiento	  utilizado:	  
	  

a) La	  matriz	  inversa 1−A 	  de	  la	  matriz	  A.	  (2	  puntos)	  
	  

A = 1 −3
2 2

=1⋅2− −3( ) ⋅2 = 2+ 6 =8 ≠ 0 

Por ser Matriz Triangular Inferior( )→∃A−1

A−1 =
1
A
Adj A( )

t

A11 = 2 = 2 A21 = − −3 = 3

A12 = − 2 = −2 A22 = 1 =1

A−1 =
1
8

2 3
−2 1

&

'
((

)

*
++ =

1/ 4 3 / 8
−1/ 4 1/ 8

&

'
((

)

*
++

Comprobación

A ⋅A−1 = I

1 −3
2 2

&

'
((

)

*
++ ⋅

1/ 4 3 / 8
−1/ 4 1/ 8

&

'
((

)

*
++ =

1 0
0 1

&

'
((

)

*
++
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CON	  WIRIS	  
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b) Las	  matrices	  X	  e	  Y	  de	  orden	  2x2	  tales	  que	  XA=	  B	  y	  AY=B.	  (2+2	  puntos)	  
	  

XA = B    Post multiplicando por la derecha por  A-1( )
XAA -1 = BA -1       AA -1 = I( )
X = BA -1

X = 1 3
2 −2

"

#
$$

%

&
'' ⋅

1/ 4 3 / 8
−1/ 4 1/ 8

"

#
$$

%

&
'' =

−1/ 2 3 / 4
1 1/ 2

"

#
$$

%

&
''

Comprobación
XA = B   

XA = −1/ 2 3 / 4
1 1/ 2

"

#
$$

%

&
'' ⋅

1 −3
2 2

"

#
$$

%

&
'' =

1 3
2 −2

"

#
$$

%

&
''

AY = B    Pre multiplicando por la izquierda por  A-1( )
A -1AY = A -1B        A -1A = I( )
Y = A -1B

Y = 1/ 4 3 / 8
−1/ 4 1/ 8

"

#
$$

%

&
'' ⋅

1 3
2 −2

"

#
$$

%

&
'' =

1 0
0 −1

"

#
$$

%

&
''

Comprobación
AY = B   

AY = 1 −3
2 2

"

#
$$

%

&
'' ⋅

1 0
0 −1

"

#
$$

%

&
'' =

1 3
2 −2

"

#
$$

%

&
''
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CON	  WIRIS	  
	  

	  
	  
	  
c) Justificar	  razonadamente	  que	  si	  M	  es	  una	  matriz	  cuadrada	  tal	  que	  M2=I,	  donde	  I	  

es	   la	  matriz	   identidad	  del	  mismo	  orden	  que	  M,	  entonces	  se	  verifica	   la	   igualdad	  
M2=M7.	  (4	  puntos)	  

	  
1er  forma:

M 7 =M 2 ⋅M 2 ⋅M 3 = como M2 = I( ) = I ⋅ I ⋅M 3 =M 3

2a  forma:

M 3 =M 2 ⋅M = como M2 = I( ) = I ⋅M
M 7 =M 2 ⋅M 2 ⋅M 2 ⋅M = I ⋅ I ⋅ I ⋅M =M

"
#
$

%$
→M 3 =M 7
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Problema	  A.2.	  Obtener	  razonadamente,	  escribiendo	  todos	  los	  pasos	  del	  
razonamiento	  utilizado:	  	  
a) La	  ecuación	  del	  plano	  π	  que	  pasa	  por	  el	  punto	  P	  (2,0,2)	  y	  es	  perpendicular	  a	  la	  

recta	   r = x + 2y = 0
z = 0

!
"
#

.	  	  (3puntos)	  

	  
	  
π / P ⊂ π,π ⊥ r

Tenemos que dr
→

= n
π

→

1er Calculamos el vetcor director de r

r :
x + 2y = 0
z = 0

$
%
&

→ y = β,x = −2β,z = 0→ dr
→

= −2,1,0( ) = nπ
→

n
π

→

= −2,1,0( )→ π :−2x + y +D = 0

Puesto que P ⊂ π →−2 ⋅2+0+D = 0→D = 4

π :−2x + y + 4 = 0    o    π : 2x − y − 4 = 0

	  

CON	  WIRIS	  
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Y	  ahora	  el	  plano	  solicitado	  gráficamente	  
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b) Las	  coordenadas	  del	  punto	  Q	  situado	  en	  la	  intersección	  de	  la	  recta	  r	  y	  el	  plano	  π	  .	  
(3	  puntos)	  
	  

¿Punto Q? / Q=r∩π

Para obtner el punto de corte, denominado Q, debemos 
resolver el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones
de la recta r y del plano π.

x + 2y = 0
z = 0
2x − y − 4 = 0

#

$
%

&
%

→
x + 2y = 0
2x − y = 4

#
$
&

→ x = −2y( )→ 2 ⋅ −2y( )− y = 4

2 ⋅ −2y( )− y = 4→−4y − y = 4→−5y = 4→ y = −4 / 5

x = −2 −4 / 5( ) = 8 / 5

Y nos queda: Q= 8 / 5,−4 / 5,0( )

	  

CON	  WIRIS	  
	  

	  
Gráficamente	  	  
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c) La	  distancia	  del	  punto	  P	  a	  la	  recta	  r.	  (3	  puntos)	  
	  
¿d (P ,r )?
1erforma

P = 2,0,1( ),Q = 8 / 5,−4 / 5,0( )
d P ,r( ) =d (P ,Q ) = 8 / 5− 2( )

2
+ −4 / 5−0( )

2
+ 1−0( )

2
=

= −2 / 5( )
2
+ −4 / 5( )

2
+ 1( )

2
= 4 / 25+16 / 25+1= 45 / 25 = 3 / 5 5u

2a forma

d P ,r( ) =
Pr P
→

x v r
→

v r
→

Pr P
→

= P −Pr = 2,0,1( )− (0,0,0) = 2,0,1( )
v r
→

= −2,1,0( )

Pr P
→

x v r
→

=

i j k
2 0 1
−2 1 0

= −i − 2 j + 2k = −1,−2,2( )

Pr P
→

x v r
→

= −1( )
2
+ −2( )

2
+ 2( )

2
= 9 = 3

v r
→

= −2( )
2
+ 1( )

2
+ 0( )

2
= 4+1= 5

d P ,r( ) =
Pr P
→

x v r
→

v r
→

=
3

5
=
3 5

5 5
=
3 5
5
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La	  justificación	  de	  que	  la	  distancia	  del	  punto	  P	  a	  un	  punto	  cualquiera	  de	  la	  recta	  es	  

mayor	  o	   igual	  que	   3 5
5

,	  viene	  determinado	  por	   la	  definición	  de	  la	  distancia	  de	  un	  

punto	  a	  una	  recta	  como	  la	  menor	  de	  las	  distancias	  del	  punto	  a	  cualquier	  otro	  de	  la	  
recta.	  	  
Gráficamente	  la	  distancia	  del	  punto	  P	  a	  la	  recta	  r	  se	  mide	  de	  forma	  perpendicular.	  La	  
distancia	  de	  P	  a	  cualquier	  punto	  de	   la	   recta	   (distinto	  de	  Q)	  como	  se	  observa	  en	  el	  
gráfico,	  sería	  la	  hipotenusa	  del	  triángulo	  rectángulo	  PQR;	  	  

por	  tanto	  d(P,R)	  >	  d(P,Q)=d(P,r)	  entonces	  d(P,R)	  >=	   3 5
5
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CON	  WIRIS	  
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Problema	  A.3.	  Obtener	  razonadamente,	  escribiendo	  todos	  los	  pasos	  del	  
razonamiento	  utilizado:	  
	  
a) Los	  intervalos	  de	  crecimiento	  y	  decrecimiento	  de	  la	  función	  real	  f	  definida	  por	  
f x( ) = x −1( ) x −3( ) ,	  siendo	  x	  un	  número	  real.	  (	  3	  puntos)	  

	  
Para	  obtener	  los	  intervalos	  de	  crecimiento	  y	  decrecimiento	  de	  la	  función	  vamos	  a	  
estudiar	  el	  signo	  de	  la	  primera	  derivada	  de	  f(x).	  
	  
f(x)	  =	  (x-‐1)(x-‐3)	  =	  x2-‐3x-‐x+3=	  x2-‐4x+3	  
	  

1) Dom	  f(x)	  =	  R,	  puesto	  que	  se	  trata	  de	  un	  función	  polinómica	  
2) f’(x)	  =	  2x-‐4	  	  à	  2x-‐4=0	  à	  x=2	  (punto	  donde	  cambia	  de	  forma	  f(x)	  )	  	  

	  
	  	  	  	  	  	  2	  

f(x)	   	   	  
	  

f’(x)	   	  	  	  	  	  f’(1)	  =2-‐4=-‐2<0	   	  	  	  f’(3)=6-‐4=2>0	  
	  
Por	  lo	  tanto:	  
I.decrecimento	  :	  (-‐∞,2)	  
I.crecimiento:	  (2,+∞)	  

CON	  WIRIS	  
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b) El	  área	  del	  recinto	  acotado	  limitado	  entre	  las	  curvas	  y=(x-‐1)(x-‐3)	  e	  y=-‐(x-‐1)(x-‐3).	  (4	  
puntos)-‐	  
	  

1) Primero  hallamos los puntos de corte entre las curvas.

y = (x −1)(x −3) = x 2 −3x − x +3 = x 2 − 4x +3

y = −(x −1)(x −3) = −x 2 +3x + x −3 = −x 2 + 4x −3

x 2 − 4x +3 = −x 2 + 4x −3

2x 2 −8x − 6 = 0→ (: 2)→ x 2 − 4x −3 = 0→ (x −1)(x −3) = 0

x −1= 0→ x =1
x −3 = 0→ x = 3

#
$
%

Si x=1 → y(1)=(1-1)(1-3)=0→ 1,0( )
Si x=3 → y(3)=(3-1)(3-3)=0→ 3,0( )

	  

	  
Gráficamente	  tenemos	  la	  siguiente	  representación:	  
	  

	  	   	  
	  
Ahora	  calculamos	  el	  área	  representada,	  mediante	  una	  integral	  definida:	  

A = (−x 2 + 4x −3) − (x 2 − 4x +3)dx
1

3

∫ = (−2x 2 +8x − 6)dx
1

3

∫

=
−2x 3

3
+ 4x 2 − 6x

#

$
%

&

'
(
1

3

= (−2 ⋅3
3

3
+ 4 ⋅32 − 6 ⋅3) − (−2 ⋅1

3

3
+ 4 ⋅12 − 6 ⋅1) =

= (−18+36−16) − (−2
3
+ 4− 6) = 0− (−2

3
+−2) = 2

3
+ 2 = 8

3
u .a.

	  

Solución:	  A=	  8/3	  u.a	  
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CON	  WIRIS	  
	  

	  
	  
c) El	  valor	  positivo	  de	  a	  para	  el	  cual	  el	  área	  limitada	  entre	  la	  curva	  y=a(x-‐1)(x-‐3),	  el	  

eje	  Y	  y	  el	  segmento	  que	  une	  los	  puntos	  (0,0)	  y	  (1,0)	  es	  4/3.	  (3	  puntos).	  
	  
Representación	  gráfica	  de	  la	  cuestión:	  
	  
1) y	  =	  a(x-‐1)(x-‐3)	  =	  a	  (x2	  -‐	  4x	  +3)	  
	  
Construimos	  una	  tabla	  de	  valores	  	  
	  
	  
Añadimos	  el	  segmento	  que	  une	  los	  
puntos	  (0,0)	  y	  (1,0)	  y	  el	  eje	  Y	  nos	  
queda	  la	  siguientes	  área	  a	  calcular:	  	  
	  
	  
	  
	  
	  

	  

	  
	  
	  

x	   y	  
1	   0	  
3	   0	  
0	   3a	  
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2) El	  área	  representado	  se	  calcula	  mediante	  una	  integral	  definida:	  	  
	  

a ⋅ x 2 − 4x +3( )dx = a
0

1

∫ ⋅ x 2 − 4x +3( )dx = a ⋅ x
3

3
− 4 x

2

2
+3x

$

%
&

'

(
)
0

1

0

1

∫ =

= a ⋅ 13

3
− 41

2

2
+3 ⋅1

*

+
,

-

.
/−

03

3
− 40

2

2
+3 ⋅0

*

+
,

-

.
/

$

%
&
&

'

(
)
)
=

= a ⋅ 1
3
− 2+3

*

+
,

-

.
/− 0( )

$

%
&

'

(
)= a ⋅

1
3
+1

*

+
,

-

.
/ = a ⋅

4
3
=
4
3
→a =1

	  

	  
Solución:	  a=1	  	  

CON	  WIRIS	  
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OPCIÓN	  B	  

Problema	  B.1.	  Dado	  el	  sistema	  	  

1−α( )x + 2α +1( ) y + 2α + 2( )z =α
αx +αy = 2α + 2

2x + α +1( ) y + α −1( )z =α 2 − 2α +9

"

#

$
$

%

$
$

donde	  α

es	  un	  parámetro	  reral.	  Obtener	  razonadamente,	  escribiendo	  todos	  los	  pasos	  del	  
razonamiento	  utilizado.	  
a) Todas	  las	  soluciones	  del	  sistema	  cuando	  α =1.	  (3	  puntos)	  
	  
1) Si	  sustituimos	  el	  valor	  de	  α 	  en	  el	  sistema	  de	  ecuaciones	  nos	  queda:	  

	  

1−1( )x + 2 ⋅1+1( ) y + 2 ⋅1+ 2( )z =1
1x +1y = 2 ⋅1+ 2

2x + 1+1( ) y + 1−1( )z =12 − 2 ⋅1+9

#

$

%
%

&

%
%

	  

Y	  resolvemos	  el	  sistema:	  	  
	  

3y + 4z =1
x + y = 4

2x + 2y = 8

!

"
##

$
#
#

Eliminamos la 3ª ecuacions por ser CL de la 2ª

3y + 4z =1
x + y = 4

!
"
$

→ x = β,y = 4− x ,z = 1−3y
4

=
1−3 ⋅ 4− x( )

4
=

1−12+ 4x
4

=
−11+ 4x

4

Y nos queda:

x = β,y = 4− β,z = −11+ 4β
4

,β ∈ ℜ
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CON	  WIRIS	  
	  

	  
	  
b) La	  justificación	  razonada	  de	  si	  el	  sistema	  es	  compatible	  o	  incompatible	  cuando	  α

=2.	  (4	  puntos)	  
	  

1) Cuando	  𝛼=2	  nos	  queda	  el	  siguiente	  sistema:	  
	  

1− 2( )x + 2 ⋅2+1( ) y + 2 ⋅2+ 2( )z = 2
2x + 2y = 2 ⋅2+ 2

2x + 2+1( ) y + 2−1( )z = 22 − 2 ⋅2+9

#

$

%
%

&

%
%

à

−x +5y + 6z = 2
2x + 2y = 6

2x +3y + z = 9

"

#
$$

%
$
$

	  	  	  

Mediante	  el	  teorema	  de	  Rouche-‐Frobenius	  discutimos	  si	  el	  sistema	  es	  compatible	  o	  
incompatible.	  
	  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) SIArg

Arg
Arg

→≠

→<=

→==

*

*

*

Arg  Si
SCI incógnitas de nºArg  Si
SCD incógnitas de nºArg  Si

	  

	  
Construimos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

A =
−1 5 6
2 2 0
2 3 1

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

A* =
−1 5 6 2
2 2 0 6
2 3 1 9

"

#

$
$
$

%

&

'
'
' 	  
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1) Calculamos el rg(A)

−1 5 6
2 2 0
2 3 1

= −2+36+0( )− 24+0+10( ) = 34−34 = 0→ rg (A) ≤ 2

−1 5
2 2

= −2−10 = −12→ rg (A) = 2

1) Calculamos el rg(A*)

A*1 =
−1 5 2
2 2 6
2 3 9

$

%

&
&
&

'

(

)
)
)
→ A*1 =

−1 5 2
2 2 6
2 3 9

= −18+12+ 60( )− 8−18+90( ) = −26 ≠ 0

rg A( ) = 2 ≠ rg(A*) = 3→Sistema Incompatible

Entonces para α=2 el sistema es incompatible.
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CON	  WIRIS	  
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c) Los	  valores	  de	  α 	  para	  que	  el	  sistema	  es	  compatible	  y	  determinado.	  (3	  puntos)	  
	  
Construimos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

A =
1−α 2α +1 2α + 2
α α 0
2 α +1 α −1

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

A* =
1−α 2α +1 2α + 2 2
α α 0 6
2 +1 α −1 9

"

#

$
$
$

%

&

'
'
' 	  

	  
1) Discutimos en función de los valores de α

1−α 2α +1 2α + 2
α α 0
2 α +1 α −1

= 1−α( ) ⋅α ⋅ α −1( )+α ⋅ α +1( ) ⋅ 2α + 2( )+0−

− 2α + 2( ) ⋅α ⋅2−0− α −1( ) ⋅α ⋅ 2α +1( ) = − 1+α 2 − 2α( ) ⋅α + α 2 +α( ) 2α + 2( )−
−4α 2 − 4α − α 2 −α( ) ⋅ 2α +1( ) =
= −α −α3 + 2α 2 + 2α3 + 2α 2 + 2α 2 + 2α − 4α 2 − 4α − 2α3 −α 2 + 2α 2 +α =

= −α3 +3α 2 + 2α = 0

−α3 +3α 2 + 2α = 0→α ⋅ −α 2 +3α − 2( ) = 0→
α = 0

−α 2 +3α − 2 = 0

$
%
&

α =
−3± 32 − 4 ⋅ −1( ) ⋅ −2( )

2 ⋅ −1( )
=
−3± 9−8

−2
=

−3+1
−2

=
−2
−2

=1

−3−1
−2

=
−4
−2

= 2

$

%
''

&
'
'
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Entonces:
1) para α ≠ 0,1, 2 → rg(A)=3 =rg(A*)→SCD
2) para α = 0,1,2 →El sistema no será compatible determinado
Para α =1→SCI(visto en el aparatado a)
Para α = 2→SI(visto en el aparatado b)
Para α = 0

A* =
1 1 2 0
0 0 0 2
2 1 −1 9

$

%

&
&
&

'

(

)
)
)
→  en la fila 2 tenemos 0z=2(falso)→SI

Así pues, el sistema es compatible y determinado para α ∈ ℜ- 0,1,2{ }

	  

	  
CON	  WIRIS	  
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Problema	   B.2.	   Se	   dan	   las	   recta	   	   r : x − y +3 = 0
2x − z + 2 = 0

"
#
$

%$
y  s : 3y +1= 0

x − 2z −3 = 0

"
#
$

%$
	  

Obtener	  razonadamente,	  escribiendo	  todos	  los	  pasos	  del	  razonamiento	  utilizado.	  
a) El	  plano	  paralelo	  a	  la	  recta	  s	  que	  contiene	  a	  la	  recta	  r.	  (3	  puntos)	  
	  

1) Hallamos el vector director de s, puesto que ds
→

=d
π

→

s : 3y +1= 0
x − 2z −3 = 0

#
$
%

&%
→ z = µ,x = 3+ 2µ,y =

−1
3

r :

x = 3+ 2µ

y =
−1
3

z = µ

#

$

%
%

&

%
%

,µ ∈ ℜ

Por lo tanto:→  s:
Ps (3,−1

3
,0)

v r = 2,0,1( )

#

$
%

&
%

2) Hallamos el vector director de r y Pr

r : x − y = −3
2x − z = −2

#
$
%

&%
→ z = λ,x = −2+ λ

2
,y =

−2+ λ
2

+3

r :

x = −1+ λ
2

y = 2+ λ
2

z = λ

#

$

%
%
%

&

%
%
%

,λ ∈ ℜ

Por lo tanto:→  r:
Pr (−1,2,0)

v r =
1
2

, 1
2

,1
)

*
+

,

-
. ≈ 1,1,2( )

#

$
%%

&
%
%
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Por lo tanto, del plano π  tenemos un punto(Pr ) y dos vectores.

Construimos el plano:

x = −1+ λ + 2µ
y = 2+ λ
z = 2λ +µ

"

#
$$

%
$
$

Ahora obtenemos el plano solicitado en forma general:

x +1 y − 2 z
1 1 2
2 0 1

= 0→ x +3y − 2z −5 = 0

Solución: π:x+3y-2z-5=0

	  

	  
	  
CON	  WIRIS	  
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b) La	  recta	  t	  que	  pasa	  por	  el	  punto	  (0,0,0),	  sabiendo	  que	  un	  vector	  director	  de	  t	  es	  
perpendicular	  a	  un	  vector	  director	  de	  r	  y	  también	  es	  perpendicular	  a	  un	  vector	  
director	  de	  s.	  (3	  puntos)	  
	  

¿recta r? / (0,0,0) ∈ t y vt
→

⊥ vr
→

y vs
→$

%
&

'

(
)

vt
→

⊥ vr
→

y vs
→$

%
&

'

(
)→ vt

→

= vr
→

x  vs
→

=

i
→

j
→

k
→

1 1 2
2 0 1

= i
→

+ 4 j
→

− 2k
→

− j = i
→

+3 j
→

− 2k
→

= 1,3,−2( )

Y puesto que tenemos un punto y un vector, la ecuación paramétrica de la recta t es:

t:
x = λ
y = 3λ
z = −2λ

+

,
-

.
-

,λ ∈ ℜ

	  
	  
CON	  WIRIS	  
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c) Averiguar	  razonadamente	  si	  existe	  o	  no	  un	  plano	  perpendicular	  a	  s	  que	  contenga	  
a	  la	  recta	  r	  (4	  puntos).	  

	  
¿Existe un plano π  / s ⊥ π  y r ⊂ π ?

Como s ⊥ π → n
π

→

=vs
→

= 2,0,1( )
Como r ⊂ π →v r

→

⊥ n
π

→

Veamos si es cierto esto último.
Puesto que son perpediculares, su producto escalar 
debe ser 0.

v r
→

⋅n
π

→

= 1,2,0( ) ⋅ 2,0,1( ) = 2+0+ 2 = 4 ≠ 0→No se cumple 

Por lo tanto, el plano solicitado no existe.

	  

	  
CON	  WIRIS	  
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Problema	   B.3.	   Un	   pueblo	   está	   situado	   en	   el	   punto	   A(0,4)	   de	   un	   sistema	   de	  
referencia	  cartesiano.	  El	  tramo	  de	  un	  río	  situado	  en	  el	  término	  municipal	  del	  pueblo	  
describe	  la	  curva	  y=	  x2/4,	  siendo	  -‐6≤x≤6	  
Obtener	  razonadamente,	  escribiendo	  todos	  los	  pasos	  del	  razonamiento	  utilizado.	  
a) La	  distancia	  entre	  un	  punto	  P(x,y)	  del	  río	  y	  el	  pueblo	  en	  función	  de	  la	  abcisa	  x	  de	  

P.	  	  (2	  puntos).	  
	  

Representamos	  gráficamente	  los	  datos	  que	  nos	  proporciona	  el	  problema:	  
	  

	  
	  
	  

d P ,A( ) = x −0( )
2
+ y − 4( )

2
= (y =

x 2

4
) =

= x −0( )
2
+
x 2

4
− 4

"

#
$

%

&
'

2

= x 2 + x
4

16
− 2x 2 +16 =

=
x 4

16
− x 2 +16,x ∈ −6,6)* +,
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CON	  WIRIS	  
	  
	  
b) El	  punto	  o	  puntos	  del	  tramo	  del	  río	  situados	  a	  distancia	  mínima	  del	  pueblo	  (4	  

puntos).	  
	  
Debemos	  de	  buscar	  el	  mínimos	  de	  la	  función	  calculada	  en	  el	  apartado	  anterior,	  para	  
ellos	  calculamos	  la	  derivada	  primera	  de	  la	  función	  calculada	  en	  el	  apartado	  a.	  
	  

d =
x 4

16
− x 2 +16

"d =

4x 3

16
− 2x

2 x 4

16
− x 2 +16

=

x 3

4
− 2x

2 x 4

16
− x 2 +16

= 0→ x 3

4
− 2x = 0

x 3

4
− 2x = 0→ x 3 −8x = 0→ x x 2 −8( ) = 0→ x = 0

x 2 −8 = 0→ x = ± 8 = ±2 2

$
%
&

'&

	  

	  
Estudiamos	  el	  signo	  de	  d	  
	   	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  -‐2 2 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  0	   	   	   2 2 	  
d(x)	   	   	  

	  
	   	  

d’(x)	   	  d’(-‐3)	  <0	   	  	  	  d’(-‐1)>0	   d’(1)<0	   d’(3)	  >0	  
	  
	  	  	  	  	  	  	   	   	   	   	  	  	  	  	  	  mínimo	  relativo	  	  	  	  	  	  máximo	  relativo	  	  	  	  	  	  mínimo	  relativo	  
	  
Calculamos	  el	  valor	  de	  d	  en	  los	  dos	  mínimos	  relativos:	  
	  

d 2 2( ) =
2 2( )

4

16
− 2 2( )

2

+16 = 12

d −2 2( ) =
−2 2( )

4

16
− −2 2( )

2

+16 = 12

	  

	  
	  
Y	  puesto	  que	  en	  los	  dos	  mínimos	  la	  función	  vale	  lo	  mismo,	  ambos	  son	  los	  absolutos.	  
	  
Ahora	  nos	  toca	  obtener	  los	  puntos	  del	  río,	  
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x = −2 2→ y =
−2 2( )

2

4
=
4 ⋅2
4

= 2

x = 2 2→ y =
2 2( )

2

4
=
4 ⋅2
4

= 2

	  

	  

Y	  los	  puntos	  del	  río	  situados	  a	  distancia	  mínima	  del	  pueblo	  son	  (−2 2,2) y (2 2,2) 	  

	  
CON	  WIRIS	  
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c) El	  punto	  o	  puntos	  del	  tramos	  del	  río	  situados	  a	  distancia	  máxima	  del	  pueblo.(4	  
puntos)	  

	  
A	   partir	   del	   estudio	   de	   la	   función	   del	   apartado	   anterior,	   sabemos	   que	   el	  máximo	  
relativo	   de	   la	   distancia	   se	   alcanza	   en	   x=0.	   	   Como	   estamos	   trabajando	   con	   una	  
función	   definida	   en	   un	   intervalo,	   el	   máximo	   absoluto	   se	   puede	   alcanzar	   en	   los	  
extremos	  del	  intervalo	  o	  en	  el	  máximo	  relativo.	  	  
Vamos	  a	  ver:	  
	  

x = 0→d 0( ) =
0( )

4

16
− 0( )

2
+16 = 16 = 4

x = 6→d 0( ) =
6( )

4

16
− 6( )

2
+16 = 61

x = −6→d 0( ) =
−6( )

4

16
− −6( )

2
+16 = 61

	  

	  
Y	  por	  tanto	  los	  puntos	  del	  río	  situados	  a	  distancia	  máxima	  del	  pueblo	  son	  (-‐6,9)	  y	  
(6,9)	  
	  
	  
	  
CON	  WIRIS	  
	  
	  

	  


