CAPITULO 12: FUNCIONES EXPONENCIALES, LOGARITMICAS Y

TRIGONOMETRICAS.

1. FUNCIONES EXPONENCIALES

1.1. Funcion exponencial
Hay dos tipos de funciones cuya expresion analitica o formula es una potencia:

e Sila variable independiente esta en la base: y = x3, se llama funcién potencial, y cuando ademas el exponente es un

numero natural es una funcion polinémica.

o Silavariable independiente esta en el exponente: Y = 3%, se llama funcion exponencial.

X
+ Ejemplo: y=10, yz(%j y=2% y=57%

Una funcion exponencial es aquella en la que la variable independiente esta en el exponente.

En este curso estudiamos funciones exponenciales sencillas, del tipo Y =b”, donde la base b es un niimero positivo distinto
de 1.

Actividades resueltas
4+ Si la cantidad de bacterias de una determinada especie se multiplica por 1,4 cada hora, podemos escribir la siguiente
formula para calcular el nimero “y” de bacterias que habra al cabo de “x” horas (comenzando por una sola bacteria):

y =14% .
Numero de bacterias en cada hora Grafica de la funcion
(Tabla de valores de la funcién): .
Horas NUam. 7
transcurridas bacterias 8]
() v) J
0 1 4)
1 14 5
2 1,96 2'
3 2,74 ]
4 3,84 R
5 5’38 ° 0 1 2 3 4 5 5] 7
6 7,53

Observa que en este ejemplo no se ha dado a la “x” valores negativos, ya que no tiene sentido un nimero de horas
negativo. En las funciones exponenciales en general la “x” si puede tener valores negativos. Sin embargo la base b solo
puede tener valores positivos. Asimismo, observaras que la variable “y” también resulta siempre positiva. Mas adelante
recogemos estas propiedades al hablar de dominio y recorrido de la funcion exponencial.

Actividades propuestas|

1. Prueba ahora a realizar en tu cuaderno una tabla de valores y la grafica para un caso similar, suponiendo que el nimero
de bacterias se multiplica cada hora por 3 en lugar de por 1,4.
Observaras que los valores de “y” aumentan mucho mas deprisa y enseguida se salen del papel. Mientras que los valores
de “x” aumentan de 1 en 1 los valores de y se van multiplicando por 3. Esto se llama crecimiento exponencial. Si en
lugar de multiplicar se trata de dividir tenemos el caso de decrecimiento exponencial.
. i 2 " . X " .
2. En tu cuaderno, representa conjuntamente las graficas de y =x“ (funcion potencial) e Y =2" (funcién exponencial),
con valores de “x” entre 0 y 6. Observa la diferencia cuantitativa entre el crecimiento potencial y el crecimiento
exponencial.
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1.2. Distintas funciones exponenciales

. . o X . . , R 3
Las graficas de las funciones exponenciales y =b” se diferencian segln el valor de la base “b". Especialmente se

diferenciansi 0<b<10b>1.
En el caso en el que b = 1 tenemos la funcion constante y = 1, cuya gréfica es una recta horizontal.

Veamos las graficas de algunas funciones exponenciales, comparandolas con ofras:

Funciones y =2" e y=3* _ % 1
Funciones y = E ey= 5

+ 3 2 [0 r 2 3 4 % 8 7

Observamos los siguientes aspectos comunes en las cuatro graficas:
e Sudominio es toda la recta real. Ademas son continuas.
e Surecorrido es (0, +oo). Es decir, “y" nunca es cero ni negativo.
e Pasan todas por los puntos (0, 1), (1, b) y (-1, 1/b).

o Llagraficade ¥y = a yladey =(1/ a)x son simétricas respecto del eje OY.

Y observamos también aspectos diferenciados en ambas ilustraciones:

Cuando labasees b > 1 Cuando labasees0<hb<1

Son funciones crecientes. Cuanto mayor es la base el Son funciones decrecientes. Cuanto menor es la
crecimiento es mas rapido. base el decrecimiento es mas rapido.

Cuando x — —oo la funcién tiende a 0. Por tanto Cuando x — +oo la funcién tiende a 0. Por tanto
presenta una asintota horizontal en la parte izquierda presenta una asintota horizontal en la parte derecha
del eje OX. del eje OX.

Aunque en algunos casos pueda aparentarlo, no Aunque en algunos casos pueda aparentarlo, no
presentan asintota vertical, pues no se aproximan a presentan asintota vertical, pues no se aproximan a
ninguna recta. ninguna recta.

Actividades resueltas
4+ Representa graficamente las siguientes funciones exponenciales Y = 2 e y=27%,

Solucion:
Funcion y =2 Funcién y =2~

X |y ; f X y \ H

16 16

5| 132 145 / 5 32 -

-4 1116 13 -4 16 \ 13]

-3 118 2 / -3 8 e

2 114 10 / 2 4 "

-1 112 9 -1 2 0

0 1 SR 0 1

1 2 s | 1 112

2 4 stoi-if 2 1/4

3 8 3 3 118

4 16 2 4 1116

5 32 L 5 1/32

6 64 T2l s e 6 164 | Tsamamlo s
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4+ |dentifica las funciones correspondientes con las siguientes graficas:

a) B b) .
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2
1 0
Solucid T3 2al01 2 3 4 22012314
olucion: )

Ambas son tunciones exponenciales porque pasan por el punto (0, 1) y tienen por un lado como asintota horizontal el eje OX,
mientras que por el otro lado tienden a + co.
La funcién (a) es y = 2,5* porque pasa por el punto (1, 2'5). )

1 X
La funcién (b) es ¥ = (Zj porque pasa por el punto (-1, 4). |

4 Representa la funcion y =37

W R M @ W

_ 1)
Por tener exponente negativo es: Y =3 Yoy = Ej . Por tanto su grafica es la del margen. 1]

Observa que pasa por los puntos (-1, 3), (0, 1) y (1, 1/3). sl L /]
4+ Conociendo la grafica de la funcion f(x)= 25 que se ha visto anteriormente, y sin calcular :

r W s om

valores, dibuja las graficas de las funciones g(x)=2"+3 y h(x) = 243,
Solucioén: i 'i;/
La funcién g(x) es la funcion f(x) desplazada hacia arriba 3 unidades. Ses 201234
La funcién h(x) es la funcién f(x) desplazada hacia la izquierda 3 unidades.
Por tanto sus graficas son estas, representadas en diferente color:
1.3. El nimero e. La funcién ex
El nimero e tiene una gran importancia en Matematicas, comparable incluso al nimero T aunque su comprension no es tan

elemental y tan popular. Para comprender su importancia hay que acceder a contenidos de cursos superiores.

n
El nimero e se define como el limite de la siguiente sucesion: € = lim(”ﬁj :

Su valor aproximado es e = 2,71828182846...
Se trata de un nimero irracional (aunque al verlo puede parecer periddico).

, 1)" ,
Con la ayuda de la calculadora se puede comprobar como los valores de (1+ — | se acercan cada vez mas al valor e =
n

2,71828182846... a medida que aumenta el valor de n.

Este numero aparece en las ecuaciones de crecimiento de poblaciones, desintegracion de sustancias radiactivas, intereses
bancarios, etc.

También se puede obtener directamente el valor de e con la calculadora (siempre como aproximacion decimal, puesto que es
un numero irracional). Normalmente hay una tecla con la etiqueta e pero puedes usar también la tecla etiquetada ex. Para ello
tendras que calcular el valor de e?.

La funcién Yy =e” comparte las caracteristicas descritas méas arriba para funciones exponenciales de base mayor que 1.

Actividades propuestas|

3. Utilizando la calculadora, en tu cuaderno haz una tabla de valores y representa en tu cuaderno las funciones Y =e*,
y=e ¥,

4. Una persona ha ingresado una cantidad de 5.000 euros a interés del 3 % en un banco, de modo que cada afio su capital
se multiplica por 1,03.
a) Escribe en tu cuaderno una tabla de valores con el dinero que tendra esta persona al cabo de 1, 2, 3, 4, 5y 10 afios.
b) Indica la formula de la funcién que expresa el capital en funcién del nimero de afios.
c) Representa en tu cuaderno gréficamente dicha funcidn. Piensa bien qué unidades deberas utilizar en los ejes.
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5. Un determinado antibiotico hace que la cantidad de ciertas bacterias se multiplique por 2/3 cada hora. Si la cantidad a las
7 de la mafiana es de 50 millones de bacterias, (a) haz una tabla calculando el nimero de bacterias que hay cada hora,
desde las 2 de la mafana a las 12 de mediodia (observa que tienes que calcular también “hacia atras”), y (b) representa
graficamente estos datos.

6. Representa en tu cuaderno las siguientes funciones y explica la relacién entre sus gréficas:

a) y:2X b) y:2x+1 C) y:2x—1.
7. Conociendo la grafica de la funcion f(x)=2" que se ha visto més arriba, y sin calcular tabla de valores, dibuja en tu

cuaderno las graficas de las funciones a(x)=2-3 y h(x)=2x_3,

2. FUNCIONES LOGARITMICAS
2.1. Definicién y célculo elemental de logaritmos
La expresion log, a se lee “logaritmo de a en base b".

log, a es el exponente al que hay que elevar “b” para que el resultado sea “a”.
log,a=x < bx=a

“b” se llama base y “a” se llama argumento.
Observaciones:
e Labase tiene que ser un numero positivo y distinto de la unidad.

e Elargumento tiene que ser positivo y distinto de 0.
3 1
4 Ejemplos: a) log,32=>5 porque 2°=32 b) log, % =-3 porque 2 3 =2—3 =

0 | =

Un par de propiedades elementales
> Ellogaritmo de la base siempre vale 1: log,b=1 porque b" = b.

» Ellogaritmo de 1 en cualquier base siempre vale 0: log,1=0 porque B =1.
2.1.1. Logaritmos inmediatos
Se llaman asi los que se calculan directamente aplicando la definicion.
Ejemplos:

+ log5125=3 porque 5°=125

+ log381=4 porque 3'= 81

4 log 10000 = 4 porque 10°* = 10000.
Cuando no se escribe la base quiere decir que la base es 10. Los logaritmos en base 10 se llaman logaritmos decimales.
Otros logaritmos no son inmediatos pero se pueden calcular también aplicando la definicion, igualando exponentes. Esto
pasa cuando la base y el argumento son potencias del mismo nimero.
Ejemplos:

4 Para hallar log, 8 ponemos log,8=x = 4*=8 = 2% =2° = 2x=3 = x:%

4 Para hallar log, 32 ponemos logy 32 =x = 4* =32 = 2% =2° = 2x =5=x =g.

Actividades resueltas
+ Halla los siguientes logaritmos: a) log, 256; b) log, 1/32; c) log, 1/2; d) log 1/100; e) log, 0,111.....; ) log, 3;

g) log, 1; y calcula el valor de x en las siguientes igualdades: h) x = logs 3\/5; i) log, 16 = 4.
Soluciones:

4 s_1 1 11 _ 1
a) 4, porque 4" =256; b)-5, porque 2 " =—F/=—; c) -1, porque 271 ==;d) -2, porque 1072 = —;
) 4, porg ) =5, porq 5 3 )1, porq >+ d) =2, porq 0

-2 _ 1 _ 1 . 1 . . .

e) -2, porque 0,111... = 1/9, y entonces 3 —3—2 =5 f) 1, porque 3" = 3 (el logaritmo de la base siempre vale 1;

g) 0, porque 2°=1 (el logaritmo de 1 siempre vale 0;

h) X =logs 343 < 3= 33 < I =32 < x=3/2.

)logy16=4 & x*=16 & x4=2% & x=2.
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4 Calcula el valor de x en las siguientes igualdades:
a) 10g381=Xx = 3¥=81 & F=3¥ < x=4

b) logr12=x < 12=1 < x=1
c) 10920900=x < 300=900 < x=2
d l0g01=x < 10:=0,1 < 100=10" < x=-1
e) 1093243 =X & F=243 & F=3F < x=5
f) loged=x <= ¥=3 <=3 < %=1 x=12
g logs %=x S T=T2 e x=-2
h) 1ogi64096 = X < 16¥=4096 < 2% =212 & 4x=12 < x=3
i) log1000=x < 10*=1000 < x=3
) logss V5 =X < 25= A5 < 5x=5" o 2x=12 < x=1/4
k) log 0 = x no existe solucidn, porque ninguna potencia da 0 como resultado.
) log (-100) = x no existe solucion, porque el resultado de calcular una potencia de base positiva siempre es
positivo.
2

m) log7=-2 <> x2=7 < [lj T Lo ey LV

X X 7 7
n) logax=-12 < 272 =x & x=Lc>x:L=—2

oll2 2 2

Actividades propuestas|

8. Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicion (sin calculadora):
a) log, 81 b) log, 256 c) log 10 000 d) log, 125 e) log, 0,25 f) log 0,001

9. Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicion e igualando exponentes (sin calculadora):

a) log, 2 b) log,27 ¢ log, 27  d) log,0125 ) log, 1/9 0 log, %
g) log, 2 h) log,, 32 i) log, v2 j) log, 21 k) log 3100

10. Halla el valor de x en las siguientes igualdades:

2
a) log, x = 3 b) log, 81=4 C) log 4 27 =x d) log, 0,5=-1 e) logx =-4.
3
2.1.2. Logaritmos decimales y neperianos con la calculadora
Hasta aqui hemos aprendido a calcular logaritmos utilizando la definicién. Sin embargo solamente se puede hacer asi en unos
pocos casos (en concreto cuando el argumento es una potencia de la base del logaritmo).
Por ejemplo no se pueden calcular logs 35, logio 7, log,30 , log.5.

Las calculadoras cientificas disponen de teclas para hallar unicamente dos o tres tipos de logaritmos (segun el modelo de
calculadora):

Logaritmos decimales (en base 10): t;g Logaritmos neperianos (en base e):

Logaritmos neperianos son los que tienen como

base el nimero e = 2,718281... H
Logaritmos en cualquier base: w También se llaman logaritmos naturales.
En algunas calculadoras puede hallarse Los logaritmos neperianos se escriben de tres modos:
directamente poniendo la base y el log, x=Inx=Lx
argumento.
Ejemplos:

4+ Comprueba con tu calculadora que log 7 = 0,845 y que In 7 = 0,946 (valores redondeados).
+ Comprueba también que log 10=1yquelne=1.

Para calcular un nimero conociendo su logaritmo se emplean las mismas teclas utilizando previamente la tecla de funcién

inversa (normalmente SHIFT o INV).

Ejemplos:

4+ Comprueba con tu calculadora que el nimero cuyo logaritmo decimal vale 1,36 es 22,9 y que el nimero cuyo logaritmo
neperiano vale 1,36 es 3,896.
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2.1.3. Cambio de base de logaritmos

Con la calculadora también se pueden calcular logaritmos que no sean decimales ni neperianos, es decir, en bases distintas a
(510” y ﬂe”.

Para ello se emplea la férmula del cambio de base:

: I
Para cambiar de base “a” a base “b”: logy X = 09p X
log, a
Ejemplo:
- |Og10 7 0845
+ Para calcular log, 7 utilizando la calculadora hacemos logy 7= ———=——-=140
5 94 logo4 0602

Actividades propuestas|

11. Calcula los siguientes logaritmos con la calculadora utilizando la férmula del cambio de base, y compara los resultados
con los obtenidos en la actividad:
a) log, 2 b) log, 27 c) logg, 27 d) log,,2 e) log, 0,125 f) log, 1/9.

2.2. Propiedades de los logaritmos
Las propiedades de los logaritmos son las siguientes:
e log, 1=0 yaqueh®=1(ellogaritmo de 1 en cualquier base es 0)

log, b =1 yaque b" = b (el logaritmo de la base es 1)

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores:
log, (x-y) =log, x +log, y

El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los logaritmos:
log, (x:y) =log, x-log, y

e Ellogaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base:

log, X’ =y -log, x

Ejemplo 1:
+ log, 10 +log, 3,2 =1og, (10 - 3,2) =log,32=5
4+ log 140 —log 14 = log (140/14) = log 10 = 1
+ log,9=5log,9=52=10
+

log, ¥/9 =log, 9''°= %log39= 2=

ol =
ol N

2.2.1. Expresiones logaritmicas y algebraicas
Las propiedades de los logaritmos se emplean en dos tipos importantes de operacion:
4+ Tomar logaritmos en una igualdad es aplicar el logaritmo a ambos miembros de la misma:
x=y < log, x=log, y.
+ Eliminar logaritmos en una igualdad es lo contrario: conseguir que una expresion logaritmica deje de serlo. Para esto es
necesario que cada miembro tenga un Unico logaritmo:
log, x=log,y < x=y.
Actividades resueltas
4+ Sabiendo que log 2 = 0,301, calcula:
a) log32=log2°=5log2=>5"-0,301=1,505
b) log 0,008 = log (8/1000) = log 8 —log 1000 =3 log 2 -3 =3 - 0,301 — 3 =-2,097

Observa que el logaritmo en base 10 de la unidad seguida de ceros es igual al nimero de ceros que tenga.
4+ Sabiendo que log 2 = 0,301 y que log 3 = 0,477 calcula:
a) log6=1log(32)=log3+log2=0,301+0477=0,778

b) |og180=|og(32-2.1o)=2|og3+|ogz+|og10=2-o,477+o,30m=2,255

c) log15=log(35)= |og(%) =log3+log10—log2=0477+1-0301=1176
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4 Toma logaritmos y desarrolla:

mn mn
a) a=? = Ioga=log? = loga=logm+logn-logp

[3 [3

b) a= % = loga=log % = loga= EIogb+ 1 log ¢ -2 log x
X X 2 2

4 Elimina los logaritmos:

a) loga=logc+logd-loge = loga=log o = a=ﬂ
e e

b:%

b) Iogb=|og4+%Iog5—3Iogx:>|ogb=|og4+|ogJE—Iogx3:>Iogb=Iog%:>
X X

_ log ¢ _ ) 1 _ b? _ b2

c) logat3=2logh - = = loga +log 1000 = log b?-log ¢ :>Iog(1000a)—|og3—:>1000a—3—

Ve Ve

4+ Resuelve la siguiente ecuacion logaritmica: 2logx =2log(x —1)+log 4

Solucion:

-

Para resolverla es preciso eliminar logaritmos:
Iogx2 =log(x —1)2 +logd = Iogx2 =log4(x —1)2

La ecuacion queda X2 =4(x —1)2 — 0=3x*-8x+4 cuyas soluciones son x =2y x = 2/3.

La segunda solucion no es vélida porque al sustituirla en la ecuacion original quedaria log (x — 1) como logaritmo de un

numero negativo, que no existe. Esto ocurre a veces en las ecuaciones logaritmicas, igual que en las ecuaciones

irracionales, y por ello es necesario comprobar la validez de las soluciones halladas.

En el calculo de interés compuesto el interés producido cada periodo de tiempo pasa a formar parte del capital. Asi, si el

periodo de tiempo es un afio, la férmula del interés cada afio se calcula sobre un nuevo capital, que es el capital anterior

mas los intereses producidos en el afio. Por tanto, si el porcentaje de interés anual es r, el capital cada afio se multiplica
r

100

Por ejemplo si el interés es del 4 % hay que multiplicar por 1,04 cada afio transcurrido.

por 1+

n
La férmula del capital acumulado al cabo de n afios es: C,, = 0{1 + ﬁj

Calcula el capital final acumulado al cabo de 4 afios para 6.000 € al 2 % de interés compuesto anual.

Solucion:

-

C=6000 - (1+0,02)*=6000 - 1,024 = 6.494,59 €.
¢ A qué interés compuesto hay que invertir 10.000 euros para obtener en 10 afios al menos 16.000 euros?

Solucion:

10 10
16.000 =10.000{ 14+ — | =16=|1+——| =1+——=1916 =1048 = —— = 0,048
100 100 100 100

Asipuesr=4,8 %.

4 Cuando la incognita es el nimero de afios (que esta en el exponente) necesitamos tomar logaritmos para resolverlo: Si
ingresamos en un banco 3.000 € al 4 % de interés compuesto anual, ¢cuantos afos tienen que pasar para conseguir
4,500 €7

Solucioén:

log 15
4,500 =3000 - (1+0,04)'=15=1,04"=1log15=nlog 1,04 =n= Iogg104 = 10,34 afios (tendremos que esperar
11 afios).
4 La formula del interés compuesto también se utiliza para los problemas de crecimiento o decrecimiento de

poblaciones, que es una funcién exponencial: Por ejemplo, si la poblacion de un pais aumenta un 3 % cada afio y
actualmente tiene 15 millones de habitantes, ¢cuantos tendra al cabo de 5 afios?

La solucion es:

15.000.000 - (1 + 0,03)5 = 15.000.000 - 1,035 = 17.383.111 habitantes.

Mateméticas 4° B de ESO. Capitulo 11: Funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas Autor: Miguel A. Paz

LibrosMareaVerde.tk . Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo

www.apuntesmareaverde.org.es @ @@@ (?“J llustraciones: Miguel Angel Paz y Banco de Imagenes de INTEF
ir e——rrT1



Actividades propuestas|

12. Sabiendo que log 2 =0,301y que log 3 = 0,477 calcula: a) log 5 b) log 25 c) log 24 d) log 60
13. Sabiendo que log 8 = 0,903, y sin utilizar calculadora, halla los siguientes:
a) log 80 b) log 2 c) log 64 d) log 0,8 e) log 1,25 f) log %/800
3,2 W3y 2
14. Toma logaritmos y desarrolla: a) A= 2x32y b) B= 1 OZ

15. Reduce a un unico logaritmo cada expresion: a) log 2 —log 12+ 1 +log 3 b)2log5 + %log 5-2 c)2log2a-1loga

16. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log(x+1)2 =6 b) logx +log5=1log20 c) log (7 —3x)-1log(1-x)=log5

17. Cuando naci6 un nifio sus padres colocaron 1.000 euros en una libreta de ahorro al 2,5 % de interés compuesto anual.
¢ Cuanto dinero tendra la cuenta cuando el nifio cumpla 15 afios?

18. La poblacion de ciertas bacterias se multiplica por 1,5 cada dia. Si al comienzo hay 18 millones de bacterias, ¢cuantas
habra al cabo de una semana?

19. ;A qué tanto por ciento de interés compuesto hay que invertir un capital de 20.000 euros para ganar 1.000 euros en tres
afios?

20. Si invertimos 7.000 euros al 1,35 % de interés compuesto anual, ;cuantos afios deben transcurrir para haber ganado al
menos 790 euros?

21. Calcula en cuantos afios se duplica una poblacion que crece al ritmo del 10 % anual.

22. Si una poblacion de 8 millones de habitantes se ha convertido en 15 millones en 7 afios, ¢cuanto ha crecido cada afio?
(Ojo: jno se trata de dividir entre 7!).

2.3. Funciones logaritmicas

2.3.1. Grafica y caracteristicas

Las funciones logaritmicas son las del tipo y =logy, x .

Hay una funcién distinta para cada valor de la base b.

Ejemplos:

4 Latabla de valores y la grafica de la funcion Y = |092 X son las siguientes:

X log, x
0,1 -3.3 i
0,5 41,0 _ e
0,7 0,5 |

1 0,0 -2 -1 B o ;, 1/? 3 4 5 6
2 1,0 1/

3 1,6 2|

4 2,0 r

5 2,3 |

4+ Latabla de valores y la grafica de la funcion Y = IOgy2 X son las siguientes:

X log,, X

0,1 33 1

0,5 1,0 !

07 05

1 0,0 - "-\

2 -1’0 T 2 A a:) : 2 3 4 ]
3 16 ) \\

4 -2,0 S~

Las caracteristicas de estas graficas nos permiten deducir las de las funciones logaritmicas en general, que son las
siguientes:
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Su dominio es (0, +). Es decir, solo estan definidas para “x’” positivo.

Son continuas.

Su recorrido es toda la recta real.

Pasan por los puntos (1, 0), (b, 1) y (1/b, —1).

La grafica de y =log, x ylade y =logyy, x son simétricas respecto del eje OX.

4

Por otra parte observamos unas caracteristicas propias en las funciones en ambas ilustraciones, segun sea la base del
logaritmo mayor 0 menor que la unidad.

Cuando la base es b > 1: Cuando labasees0< b < 1:

¢ Son funciones crecientes. Cuanto mayor es la base e Son funciones decrecientes. Cuanto menor es la
el crecimiento es mas rapido. base el decrecimiento es mas rapido.

e Cuando x — 0 la funcion tiende a —co. Por tanto e Cuando x — 0 la funcién tiende a +co. Por tanto
presenta una asintota vertical en la parte negativa presenta una asintota vertical en la parte positiva del
del eje OY. eje OY.

e Aunque en algunos casos pueda aparentarlo, no e Aunque en algunos casos pueda aparentarlo, no
presentan asintota horizontal, pues la variable “y” presentan asintota horizontal, pues la variable “y”
puede llegar a cualquier valor. puede llegar a cualquier valor.

2.3.2. Relacion entre las funciones exponencial y logaritmica

Seguin la definicion del logaritmo tenemos la siguiente relacion: y =logyx <> x=b"
Las funciones logaritmica y exponencial llevan intercambiado el lugar de la “x” y la “y”. Por tanto son funciones inversas.
En consecuencia, si partimos de un nimero y le aplicamos la funcién logaritmica, y luego al resultado le aplicamos la funcion
exponencial volvemos al nimero de partida. Lo mismo ocurre si primero aplicamos la funciéon exponencial y después la
logaritmica.
Ejemplo:

4 Partiendo del niimero 3, utilizando la calculadora aplicamos una funcion logaritmica: 1005 3=0,6826 (recuerda Ia

formula de cambio de base). A continuacion aplicamos la funcion exponencial: 5%°%

del principio.
4+ Haciéndolo en sentido inverso, partiendo del nimero 3 aplicamos primero una funcion exponencial: 5° =125. A

=3 y obtenemos el nimero

continuacién aplicamos la funcion logaritmica: |095125= 3 y también hemos obtenido el nimero del principio.

Cuando dos funciones son inversas sus graficas son simétricas, siendo su eje de simetria la bisectriz del primer cuadrante.
Esto se debe a que si el punto (a, b) es de la grafica de una de ellas, el punto (b, a) pertenece a la grafica de la otra.
Ejemplos:

+ Las gréficas de las funciones f(x)=log,x vy

g(x)=2" tienen la siguiente simetria:

+ Las graficas de las funciones f(x)=Ilogq;o X y

X
g(x) =[§j tienen la siguiente simetria:

Mateméticas 4° B de ESO. Capitulo 11: Funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas Autor: Miguel A. Paz
LibrosMareaVerde.tk Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo
(o

www.apuntesmareaverde.org.es @ @@@ llustraciones: Miguel Angel Paz y Banco de Imagenes de INTEF
o 2 it

T r——



Actividades resueltas
+ ldentifica las funciones correspondientes con las siguientes graficas:
a) ! b)

Solucion:
Ambas son funciones logaritmicas porque pasan por el punto (1, 0) y tienen como asintota vertical el eje OY (bien sea en su
parte positiva o negativa) y por el otro lado tienden a oo.

La funcién (a) es y =logs x porque pasa por el punto (3, 1) y por (1/3, —1).
La funcién (b) es y =log s x porque pasa por el punto (5, —1) y por (1/5, 1).

=2

4 Conociendo la grafica de la funcion f(x)=1logs x , que se ha visto mas arriba, of 1T f s
y sin calcular valores, dibuja las graficas de las funciones g(x)=logzx+2 y 1 /,. -";,_'lf---'*"
h(X)=|093(X+2). A ..o'in ‘/J;f-” 3 4 5 6
Solucion: [ A '!.f'
La funcién g(x) es la funcién f{x) desplazada hacia arriba 2 unidades. 2
La funcién h(x) es la funcidn f{x) desplazada hacia la izquierda 2 unidades. ; 3

Por tanto sus gréaficas son estas: .
+ Representa la funcién y =log, x usando una tabla de valores. A continuacién, a partir de ella y sin calcular valores,

X
representa las funciones siguientes: y=2X, y =logy, 9 X, y utilizando también y=2X representa Yy :(Ej .

Solucioén:
Por la simetria respecto a la bisectriz ~ Por la simetria respecto al eje OX: Por la simetria respecto al eje OY:
del primer cuadrante: /

A= log, x 7 4 i

'|:
Actividades propuestas
23. Representa en tu cuaderno, mediante tablas de valores, las gréaficas de las siguientes funciones:
a) f(x)=log,x b) f(x)=logq, X c) f(x)=logqsx
Comprueba que en todos los casos pasan por los puntos (1, 0), (b, 1) y (1/b, —1).
24. |dentifica las formulas de las siguientes funciones a partir de sus graficas, sabiendo que son funciones logaritmicas:

a) b)
2 2
——
1 o — 1 -
g 0
0 1 2 3 4 s 0 1 2 3 4 5
/
A /
| -2 III
II
[
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c) d) '.

25. Repite en tu cuaderno el dibujo de la funcion f(X)=|OQQ X representada en el ejercicio 23. Después piensa qué
desplazamiento sufren respecto a ella las funciones siguientes y represéntalas en la misma gréfica sin hacer tablas de

valores:
a) g(x)=logyx+3 b) h(x)=log, x -3 c) i(x)=logy(x+3) d) j(x)=logy(x—3)
26. Haz el mismo proceso del ejercicio anterior con las funciones siguientes:
a) g(x)=logyx+2 b) h(x)=logyx -2 c) i(x)=logy(x+2) d) j(x)=logy(x—2)
27. ldentifica las férmulas de las siguientes funciones a partir de sus graficas, sabiendo que son funciones logaritmicas:
a) A _ b) A
[+] .-"'r/ /]
0.-" 1 2 3 4 Hl 0 1 P 2 3 4 5
?'I 2 f'/
c) B d) :
s // : 0 1 //2, 3 4 5
1 ] 1 2 3 4 ___/

|
=2 |

| 3 |

28. Representa en tu cuaderno la funcién y = 3x usando una tabla de valores. A continuacion, a partir de ella y sin calcular

2
1
valores, representa las funciones siguientes: Y =(5) , Y=logsx, y=logysX.

3. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Recuerda que:

En el capitulo 7 has estudiado Trigonometria, por lo que ya conoces las | Un radian se define como la medida del
razones trigonometricas seno, coseno y tangente de un angulo. Ahora | angulo central cuyo arco de circunferencia

vamos a estudiar las funciones trigonométricas y sus propiedades. tiene una longitud igual al radio. Por tanto:
3.1. Las funciones seno y coseno 360° equivalen a 21 radianes

Estas dos funciones se incluyen en el mismo apartado porque son muy | De donde se deduce que:

parecidas. 180° equivalen a 1 radianes

Su gréfica es la llamada sinusoide, cuyo nombre deriva del latin sinus | 90° equivalen a T1/2 radianes ...

(seno).
Ya sabes que en los estudios de Matematicas se suele utilizar como unidad para medir los &ngulos el radian. Por tanto es

puedes obtener facilmente con la calculadora. Fijate en sus
similitudes y en sus diferencias:

Grafica de la funcion f(x) = sen x \-,;;2

necesario conocer estas graficas expresadas en radianes. Las
rr‘ax 3&;22/'1;2\3”\7,;9 d

Gréfica de la funcion f{x) = cos x
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-2
Ya sabes cuanto vale T, = 3,14.... Tenlo en cuenta al dibujar las gréficas.
Propiedades de estas funciones:
+ Ambas son periodicas y el valor de su periodo es 21r.
sen (x + 21) = sen x cos (x + 21) = cos x

+ Son funciones continuas en todo su dominio.

4+ Su dominio son todos los numeros reales.

+ Surecorrido es el intervalo [-1, 1].

+ La funcion seno tiene simetria impar (simétrica respecto del origen de coordenadas, es decir, sen x = —sen (—x)) y
la funcion coseno tiene simetria par (simétrica respecto del eje OY, es decir, cos x = cos (—x)).

+ Ambas funciones tienen la misma gréfica pero desplazada en 7—; radianes en sentido horizontal. Es decir:

sen (x + T/2) = cos x

/ $= S€en T

0

am E T2 0 WWQ/W
-1

Y =cos T

3.2. La funcién tangente
Esta funcion es diferente a las otras dos. Por esa razon la presentamos separadamente.

Ya sabes que como razones trigonométricas: tg x = sen x/ cos x.

La gréfica de la funcion f{x) = tg x es I? siguiente: |

|

2 | i II,-'

|
1
/
v
- v
| [
1
1
1
1
1

/ i

/

| -3
|

[ . |

| |
] 1

1 1

| |

1 1

| |

1 1

I 1

| |

1 1

| |

] 1

1 1

| |

‘on -ap2 T 2 0 2 ™ e /n

| |

1 1 /
1 1

| |

1 1

1 1

1 1

] 1

1 1

| |

1 1

| |

' v ! H
Recordamos en primer lugar que no existe la tangente para los angulos de + 1/2, £31/2, £51/2, etc.
Las propiedades de esta funcidn son las siguientes:

e Esuna funcién periodica y el valor de su periodo es ahora menor, es T: tg (x+ 1) = tg x.

e  Su dominio son todos los numeros reales excepto los multiplos de /2 por un nimero impar (£1/2, £31/2, £51/2,
etc.), donde no existe. En esos valores presenta discontinuidades llamadas discontinuidades inevitables, porque no
se podrian “taponar” mediante un punto.

¢ Tiene asintotas verticales en esos mismos valores de la x. Las hemos representado en el grafico mediante lineas
discontinuas.

o Tiene simetria impar: es simétrica respecto del origen de coordenadas, ya que tg (X) = — tg (—X)

-

&Y ; /\" T /
\\,/ X’ \i\/" XF
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Actividades resueltas

+ Representa las gréaficas de las funciones y = sen(2x) e y = 2sen x comparandolas después con la grafica de y =

sen x.

Solucioén:
Dando valores con la calculadora obtenemos las siguientes gréficas,
representadas en azul junto a la de la funcion sen x, representada en rojo: ™ ; _
La gréfica de y = sen(2x) es igual a la de y = sen x contrayéndola '|___-"' L e
horizontal-mente. Cambia el periodo, que ahora es de . D
La grafica de y = 2sen x es igual a la de y = sen x expandiéndola
verticalmente. Tienen el mismo periodo, pero cambia la amplitud. Cuando y
= sen x alcanza en /2 un valor maximo de 1, y = 2sen x alcanza en T1/2 un
valor maximo de 2. Decimos que su amplitud vale 2.

Actividades propuestas|

, . 1 .
29. Representa en tu cuaderno las graficas de las funciones y = cos x, y = cos (Exj ey = %cos x comparandolas

después con la grafica de y = cos x.
30. Partiendo de la gréfica de la funcion y = sen x, representa en tu cuaderno, sin hacer tablas de valores, las graficas de y =
1 +senxydey=sen (x + /6).
31. Identifica las gréficas de las siguientes funciones trigonométricas:

~ ~ ~
."r "\ / \'. .": \.
fo\ £\ AR

oo

-311!}2 - [ w2 I o \mz/ L EL A
W, i iy

b) 2

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Funcion exponencial
1. Representa mediante una tabla de valores las siguientes funciones:

a) y=(gj b) y=[£) ¢) y=2"2 d) y=3%

2. Representa mediante una tabla de valores la funcion Y =3" y a continuacion, sin tabla de valores, representa estas
otras sobre el mismo dibujo:

a) y:3X _1 b) y:3X +1 C) y:3X+1 d) y:3X—1
3. Encuentra una funcion exponencial f(x)=b* sabiendo que f(2)=9.

4. Encuentra una funcion f(x)=kb* sabiendo que f(4)=48 yque f(0)=3.

5. Siun capital de 3.500 euros se multiplica cada afio por 1,02 representa en un grafico la evolucion de ese capital en los 10
primeros afos. Escoge unas proporciones adecuadas para los ejes.

6. Cierto tipo de células se reproduce por biparticion, comprobandose que el nimero de ellas se duplica cada dia. Si en un
dia determinado el numero de células era de 4 millones:

a) Expresa mediante una funcién el nimero de células en funcion del nimero de dias.
b) Halla el nimero de células que habra dentro de 3 dias y el que habia hace 3 dias.
C) ¢En qué dia piensas que el nimero de células era de 31.2507?

7. La descomposicion de cierto isétopo radiactivo viene dada por la formula y = yo-2,77025¢, donde y, representa la cantidad
inicial y t el namero de milenios transcurrido. Si la cantidad actual es de 50 gramos, ¢ cual sera la cantidad que quede al
cabo de 8.000 afos? ;Cuél era la cantidad que habia hace 5.000 afios?

Funcion logaritmica

8. Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicion y sin utilizar la calculadora:

1
a) log, 625 b) log, 128 c) log 1000 d) log, 57 e) log, 0,2 f) log 0,1
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10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicién e igualando exponentes, sin calculadora:

a) log, 3 b) log, 32 c) log, 0,125 d) log,27 e) log, \/5 f) log, 2

g) log, 0,333... h) log, V2 i) log, 421 j) log /1000

Calcula los siguientes logaritmos con la calculadora utilizando la férmula del cambio de base:

a) log, 7 b) log, 12 ¢) l0g,, 0,1 d) log,, V8 e) log,, viooo

Utilizando los valores log 2 = 0,301 y que log 3 = 0,477 calcula, aplicando las propiedades de los logaritmos y sin
calculadora: a) log 27 b) log 12 c) log 20 d) log 50 e) log 6 f) log 3/25
Llamando log 9 = x expresa en funcién de x los siguientes logaritmos:

a) log 81 b) log 900 c) log 01 d) log 0,9 e) log %/900

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) 2log x =log (10 - 3x) b) log2 +log(11 - x2) = 2 log(5 - x)

c) log(x? +3x +2) —log (x—1) = log 2 d) logx + log(x + 15) =2

¢ Qué relacion hay entre el logaritmo de un numero x y el de su inverso 1/x?

Si se multiplica por 36 el nimero X, su logaritmo en cierta base aumenta en dos unidades. ¢ Cuél es dicha base?

La escala Richter, usada para medir la intensidad de los terremotos, es una escala logaritmica: un terremoto de magnitud
5 es 100 veces mas intenso que uno de magnitud 3, porque 5 = log 100.000 y 3 = log 1.000. Teniendo esto en cuenta, si
el famoso terremoto de San Francisco (en 1906) tuvo una magnitud de 8,2 y el de Haiti (en 2010) fue de 7,2 jcuantas
veces mas fuerte fue uno que otro?

Funciones trigonométricas

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.

Determina todos los &ngulos que verifican que sen x = 1/2.

Determina todos los angulos que verifican que sen x = —1/2.

Determina todos los angulos que verifican que cos x = 1/2.

Determina todos los angulos que verifican que cos x = —1/2.

Determina todos los angulos que verifican que tg x = —1.

Calcula sen x y cos x si tg x = -3.

Calcula sen x y tg x si cos x = 0,4.

Calcula tg x y cos x si sen x = —0,3.

Calcula las razones trigonométricas de los angulos siguientes: a) 171/3, b) —201/3, ¢) 131/2, d) —9m/2.

Dibuja en tu cuaderno sobre unos mismos ejes las graficas de las funciones seno, coseno y tangente e indica lo siguiente:
a) Si el seno vale cero, ¢cuanto vale el coseno, y la tangente? b) Si el coseno vale cero, ¢cuanto vale el seno y la
tangente? ¢) Si la tangente vale cero, ¢ cuanto vale el seno y el coseno? d) Cuando la tangente tiende a infinito, ;cuénto
vale el coseno?

Dibuja la grafica de la funcidn y = sen(2x), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:
X
2X 0 /2 m 3n/2 ALl
sen(2x)
y

a) La amplitud es la ordenada del méximo. ;Cual es la amplitud de esta funcién? b) ¢Cuél es su periodo? c) La

frecuencia es la inversa del periodo, ¢,cuél es su frecuencia?

28.

29.

Dibuja la grafica de la funcién y = 3sen(1x), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:
X
X 0 T1/2 T 3n/2 2m
sen(mx)
y

a) ¢, Cuél es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? c) ¢ Cual es su frecuencia?

Dibuja la grafica de la funcién y = 2sen((11/3)x) + /2, completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:
X
(1/3)x 0 /2 1l 3n/2 2m
sen((m/3)x)
y

a) ¢, Cuél es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? c) ¢ Cual es su frecuencia?
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30. Dibuja la gréfica de la funcion y = 3sen(mx + 2), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X

X + 2 0 /2 m 3m/2 2m

sen(mx + 2)

y

a) ¢, Cuél es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? c) ¢ Cual es su frecuencia?
31. Dibuja la gréfica de la funcion y = cos(2x), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X

2X 0 /2 m 3m/2 21

cos(2x)

y

a) ¢, Cuél es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? c) ¢ Cual es su frecuencia?
32. Dibuja la gréfica de la funcion y = 3cos(tx), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X

X 0 /2 m 3m/2 21

cos(mx)

y

a) ¢Cual es la amplitud de esta funcién? b) ;Cual es su periodo? c) ¢ Cual es su frecuencia?
33. Dibuja la gréfica de la funcion y = 2cos(mx + 2), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X

X + 2 0 /2 i 3n/2 21

cos(mx + 2)

y

a) ¢Cual es la amplitud de esta funcion? b)  Cual es su periodo? c) ;Cuél es su frecuencia?
34. Dibuja la gréfica de la funcion y = tg(2x), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno. :

X

2X 0 /2 1T 3n/2 21

tg(2x)

y

¢ Cual es su periodo?
Problemas
35. Por efecto de un antibiético el nimero de bacterias de una colonia se reduce en un 7 % cada hora. Si en el momento de
administrarse el antibiético habia 40 millones de bacterias, ¢ cuéntas habra al cabo de 10 horas?
36. Una persona ingiere a las 8 de la mafiana una dosis de 10 mg de medicamento. Dicho medicamento se va eliminando a

través de la orina, y la cantidad que queda en el cuerpo al cabo de t horas viene dada por la formula M(t) =10-08". Para

que el medicamento haga efecto tiene que haber al menos una cantidad de 2 mg en el cuerpo. ¢ Cuanto tiempo seguira
haciendo efecto después de su ingestion?

37. La medida de la presion atmosférica P (en milibares) a una altitud de x kildmetros sobre el nivel del mar esta dada por la
ecuacion P(x)=1035e7%1%

a) Si la presion en la cima de una montafa es de 449 milibares, ;cuél es la altura de la montafa?
b) ;Cual sera la presion en la cima del Everest (altitud 8.848 metros)?

38. ¢Aqué tanto por ciento hay que invertir un capital para duplicarlo en 10 afios?

39. ¢Cuantos afios debe estar invertido un capital para que al 5 % de interés se convierta en 1,25 veces el capital inicial?

40. ;Conoces esas mufiecas rusas que llevan dentro otra mufieca igual pero de menor tamafio, y asi sucesivamente?
Supongamos que cada mufieca tiene dentro otra que ocupa 2/3 de su volumen. Si la mufieca mayor tiene un volumen de
405 cm?3 y la mas pequefia es de 80 cm?, 4cuantas mufiecas hay en total en la serie? ;Podrias dar una férmula general
para este calculo?

41. Indica, sin dibujar la gréfica, el periodo, la amplitud y la frecuencia de las funciones siguientes:

a) y=2sen (x/2), b) y=0,4 cos (nx/2), ¢) y=>5sen(nx/3), d)y=3cos(mx).
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RESUMEN

Funcién exponencial

Dominio: Todos los nimeros reales.
Recorrido: Todos los niimeros reales positivos.

Ejemplos

@4 ()

y =b* Continua en todo el dominio
Asintota horizontal: y=0
b > 1, < Creciente en todo el dominio. b DK
0 <b <1<« Decreciente en todo el dominio _—
Puntos destacables: (0, 1), (1, b), (-1, 1/b)
Definicion de log,a=x< b*=a (a>0,b>0,b=1) log,125=3
logaritmo Consecuencias elementales: log,8=3/2
,8=
log,b=1 log,1=0
Cambio de b
ambio de base log. X = log, X log, 7 = log 7 _140
a7 " log4
0g, a
Operaciones con Log. de un producto: log, (x - y) =log, x + log, y log b’c
logaritmos Log. de un cociente: log, (x :y) =log, x - log, y x?

(3logb +logc)—-2log x

Log. de una potencia: log, X' =y - log, x

1
2

Funcion logaritmica

y=log, X

Dominio: T Todos los nimeros reales positivos.
Recorrido: Todos los nimeros reales.

Continua en todo el dominio

Asintota vertical: x=0

b > 1 < Creciente en todo el dominio.

0 <b <1< Decreciente en todo el dominio

Puntos destacables: (1, 0), (b, 1), (1/b,-1)

flz)

laga__—

Funciones
trigonométricas

y =sen X
Yy = COS X
y=tgx

Funciones seno y coseno:

Dominio: Todos los nimeros reales. Recorrido:[-1, 1]
Continuas en todo el dominio. Periddicas de periodo 21
Funcién tangente:

Dominio y continuidad: Todo R salvo (2n + 1)-11/2

(En esos valores hay asintotas verticales)

Recorrido: Todos los niimeros reales. Periodica de periodo .

Simetria:
Funciones seno y tangente: simetria impar. Funcion coseno: simetria par.

3 |
|

7\

| y = sen x
H~ L /o o

I
I

|

l

|

|

1

I

i
T2 0

/
/
T[b\\ ’// ™ ’/517.'2/"
P 7 < 7‘ ~ ,/
/ 0. /
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AUTOEVALUACION

X+3

1. Elvalor de x que verifica la ecuacion exponencial =64 es: a)1 b) 2 c)3 d) -1

2X—1 -

2. Lafuncién exponencial y = ex tiende a *** cuando x tiende a —co y @ *** cuando x tiende a +co. Indica con qué valores habr-
ia que rellenar los asteriscos: a) 0, +o b) +o0, 0 ¢) 0, —© d) —oo, 0
3. Indica cuél es la funcion exponencial f(x) = b* que verifica que f(3) = 27: a) f(x) = 2x  b) f(x) =3¢ c¢) f(x) =27% d) f(x) = 5
4. Elvalor de x que verifica x = log, 1024 es: a)0 b) 5 c) 10  d) Otro valor
5. La ecuacién logaritmica log x + log 6 = log 30 tiene como solucién: a) 2 b) 3 c) 4 d)5
6. Indica la afirmacion verdadera:
a) La funcién exponencial de base mayor que 1 es decreciente b) La funcién logaritmica de base mayor que 1 es decreciente
c) La funcion exponencial siempre es creciente d) La funcién exponencial de base mayor que 1 es creciente
7. La expresion general de todos los angulos cuya tangente vale 1, donde k es un nimero entero, es:
a) =+ 2k b) Z+ ki c) Z+ 2k d) Z+km
2 4 4 2
8. Lafuncién f(x) = 3 sen(4x) tiene de amplitud, periodo y frecuencia, respectivamente:
a) 3, m2, 2im b) 4, /3, 3/ c) 4, 3im, /3 d) 3, 2/m, /2
9. Elseno, el coseno y la tangente de —71/4 valen respectivamente:
a)_ﬁ _Q 1 b)—ﬁ 1 J3 C)ﬁ 1 NE) d)ﬂ @ 1
2" 2 2 2 2 2 2 2

10. El seno, el coseno y la tangente de 13m/6 valen respectivamente:

a)1 \/g 1 b)—ﬁ _1 ﬁ C)ﬁ 1 \/g d)ﬁ Q 1
2" 2 3 2 2 2 2 2 2
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