DERIVADAS

Actividad

Dada la funcién
X+ h
X-h

f(x) =

halla para qué valores de / se cumple que la funcion tiene la funcion derivada igual a —2 en el punto x =
0.

Solucion

En primer lugar calculamos la derivada de la funcion respecto de x y tenemos:

x-h-(x+h) -2h

£(x) = -
() (x - h)? (x - h)?

Ha de cumplirse que:

f(0)=-2
Asi pues:
—2h°=_2 = %.:_2 = h=1
(0~ h)” h
Actividad

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f{x) = 2x° — 5x* + 1 en el punto de
abscisa x = 3.

Solucion

La ecuacion de la recta tangente en x = 3 sera:
y—f3) =f(3)(x-3)

Calculamos:
f(3):f(3)=2-3"-5-3+1=10
Calculamos:

£(3) : fi(x) = 6x* — 10x;
f(3)=6-3"-10-3=24

Sustituimos los valores hallados para obtener la ecuacion de la recta tangente:

y-10=24x-3) o y=24x-62
Actividad

Halla un punto de la funcion f{ix) = x* + x + 1 cuya tangente sea paralela a la recta y = 3x + 7.

Solucion

La pendiente en este punto debe ser la misma que la pendiente de la recta y = 3x + 7, es decir 3.
Asi, debemos buscar el punto (x, f(x)) y f'(x) = 3.

fx)=2x+1=3ex=1

Calculemos f(1) : f(1) =1+ 1+ 1 =3.

Luego el punto buscado es (1, 3).

Actividad

Dada la parabola de ecuacion y = 2x* — x + 3, comprueba que la cuerda que une los puntos de dicha
parabola, de abscisas x; y x,, siendo x; # x,, es paralela a la tangente a dicha parabola en el punto de



abscisa
X1 + X2
2

Solucion

Siy = f(x) = 2x” — x + 3 entonces la derivada de esta funcion en el punto

(x, + x5)
2
serd la pendiente de la recta tangente a dicha funcién en ese punto. Por lo tanto:
fx)=4x-1
(%, + X5) (x; + Xs)
f’(% =4 % _1=2(xl+x2)_l

La pendiente de la cuerda que une los puntos de la pardbola, de abscisas x; y X, es la tasa de variacion
media de la funcién en el intervalo [x; y x,]. El punto de la parabola de abscisa x; es

2
(x,, 2x7 = x, + 3)
y el de abscisa x; es

2
por lo tanto:

f(xs — %)
TVM[x,, X,] = ——— =

X - X,
(2)(22 - X, +3)—(2x12 - X, +3) 3

X2—xl

b4 9
2%s - 2X,° X - X, 2(x22 - %)

= — = -1=
X — X XX X — X
= 2x, +x,) -1

Asi queda comprobado que las dos rectas, cuerda y tangente al tener la misma pendiente, son paralelas.
Actividad

(Para qué valor de m, la recta tangente a la funcion
mx + 1

f(X) = ———
2x+m

en el punto de abscisa x = 1, tiene pendiente —1?

Solucion

En x =1 el valor de la derivada de la funcion debe ser el mismo que el de la pendiente, es decir — 1.
Calculamos f":



(mx+1) - 2x+m)-(2x+m) - (mx + 1) _

e (2x +m)?
: m-(2x+m)-2(mx+l)_
- (2x + m)? -
_2mx+m2-2mx-2_ m® - 2
- (2x + m)® - (2x +m)®
2
Asi pues: (1) = (t;_‘_:n;i = -

Por tanto, el valor de m para que dicha pendiente sea —1 es:

m’—2=—(m’+4m+m)=2m*+4m+4=0

L —4416-4.2.2
- . -

Actividad

-1

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1

a) f(x) = ?+ %

b) g(x) = 3x% . e*

¢) h(x) = 7x - senx - Inx
1+ ¥x

P ix) = 1

e) j(x) = e cos®2x
) k(x) = (1+ sen2x + sen°x)*

1+ cos2x
9) Itx) = 1-cos2x
h) m(x) = Jsen®x + 18

Cos X

Solucion

o) fx) =+
X

oM

f'(X)_ l’+ 5’__-_2_’.1_)(3-10
x> 5 x> 5 5x°

b) g(x) =3x" - ¢*
g'(x)=(3x%) " +3x> (¢) =6x e* + 3 x° " =3x " (2 +x)

¢) h(x) =7x - senx - Inx



h'(x) = (7x senx) - Inx+ 7x senx- (Inx)" =

= (7senx + 7x cosx) - lnx+ 7x senx- 1 =
X

= 7(lnx senx + xInx cosx + senx)

1+ 3x

d) ix)=
) 1(x) e

. (1+?/§)' (1= ¥x) - (1+ 2/?)-(1-2&)' _

(1- %)

g (=909 )
)

1 1 1 1 2
el ke Wx gl
- (1- %)’ (- %)
_ 2
" 3¥x® —6x+3xYx

e) j(x) =e*™ - cos’ 2x

7(x) = (%) cos® 2x + e®* - (cos® 2x) =
= 2™ .cos’2x +e™ - 3cos® 2x- 2 -senx =
= 2e™.cos" 2x +6- e cos® 2x - senx =
= 2. cos® 2x(cos2x + 3senx) =

f) k(x) = (1 + sen 2x + sen’x)"

K'(x) =4 -(1 + sen 2x + sen’x)’ -(cos 2x - 2 + 2 senx cos x) = 8 -(1 + sen 2x + sen’x)’ - (cos 2x + sen x
Cos X)



1+ cos2x

)| =
g 1x) 1-cos2x
(14 cos2x) - (1 - cos2x)- (14 cos2x)- (1 - cos2x)
I'(x)= =
(1-cas2x)?
_ -2sen2x-(1-cos2x)-(1+ cos2x)- (2sen 2x) _
(l-cou:2x)2
_—2sen2x+ 2sen2xcos2x - 2sen2x - 2sen?xcos?x
(1- cos2x)!
_ —4senlx
(1- cos2x)
h) m(x) = Ysen®x + 13
cos” X
m’(x) = (\15 sengx) +( 13 )
cos” X
= cosx—L(—senx)—
33 senx cos* x
_ 2cosx N 3senx
33 sen’x cosx
Actividad

La evolucidn de cierta poblacion de insectos sigue esta funcion:

| 4t
N(t) = 2(1 + m]

donde N es el nimero de insectos expresado en centenares de individuos y ¢ es el tiempo expresado en
meses.

a) Calcula la tasa de variacion media de los dos primeros meses.

b) Compara la tasa de variacion de la evolucion entre el cuarto y el sexto mes, y entre el segundo y el
cuarto mes.

—(Qué conclusiones puedes extraer acerca de la evolucion de la poblacion en los 6 primeros meses?

Solucion

a) Calculamos los valorest=0yt=2:



4.0
N(0) = 2( 1 =2
i 2( +02+4)

4.2
N(2)—2(1+22+4)-4

N(2) - N(0) 4-2
2-0 2

TVMI[0,2] = =1

b) Calculamos los valores de N(x)

N(2)=2(1+ 4.2 J=4

224+ 4

. 3
N(4)=2(1+ 14 1_36
4*+4J
. 3
N(6)=2(1+ ‘36 =32
6‘+4J
Las tasas de variacion media son:
3.6-4
TVM[2,4] = 22" = = —q,
[24] - 50 - 02
3,2-36
TVM[4,6]= —+—"— = -0,
[4,61= 22— 2

— En los dos primeros meses la poblacion aumenta con una TVM de 1, mientras que en los cuatro meses
siguientes la poblacion decrece con una TVM de —0,2.
Actividad

La curva que representa una funcion polinémica f'de segundo grado tiene una tangente de pendiente 4 en
el punto de abscisa x = 1. La tangente en el punto de abscisa 3 tiene pendiente 8. Si sabemos ademas que
la funcién pasa por el punto (0, 3), determina la expresion analitica de f.

Solucion

Si f(x) es una funcion de segundo grado, tiene la forma:
f(x)=ax’+bx +c

Si f pasa por el punto (0, 3), se cumple:
3=f(0)=0+c=>c=3

La funcién derivada de fes:

f(x)=2ax+b

Imponemos que las pendientes de las rectas tangentes en x = 1 y x = 3 valgan 4 y 8, respectivamente:



4=f(1)=2a+b 4=2a+b a=1
= =
B=f(8)=6a+b 8=6a+b b=2

Por tanto:

f(x)=x>+2x +3
Actividad

Halla la derivada de cada una de las siguientes funciones en el punto indicado:

2-—
a)f(x)=x xix2+2 enx =2

b) g(x) = In( %) enx = -3

X2

eX

c) h(x) = enx =0

senx
d) i(X)= m enx =0

e) j(x) = Y@2x® +11 enx =2

Solucion



x2-8x+2 senx

a) f(X)= e — en x=2 d) i(x) = enx=10
X+ 2 1+ cosx
2% - 3)(x+ 2 - (x*-3x+2 , -(1-
F(x) = ( ) ) (2 ) _ V() = (senx) (1+ cosx) - (1
(x+2) (1+ cosx|
a x> +4x-8 _ cosx-(1+cosx)—(-s
(x +2) (1+ cosx)
224+4.2-8 1 cosx + cos® x + sen’x
(2+2) 4 (1+ cosx)
(0) = cos0+1 1+1

b) g(x)= ln(l) en x=-3 (1+ cos0)® - (1+1)° i
X

f’(x)=%'-—2l= -—l e) Jx)= \’ﬂ(2x’+ll)2 en x :
X

X
/X
v 1 ’
F(-9) =3 }(x)=(,3}(2x’+11)2) =[
2
x -1 1
9 b= en x=0 =§(2x’+11)3-6x
x 2 x 2
£(x) = 2xe (: De” _2x-x"+1 _ 452
e* e* sflous
£(0) = 1 ,f2x -:11
. 4.2 16
Q= ===
Yo+ Y27
Actividad
Estudia los puntos donde se anula f', siendo
X-5
f(x) =
(x) o
Solucién
Calculamos f":
x-5
f(x) =
x* -9
, x2-9-2x(x-5) -x*+10x-9
= (x)= T ol = 2 o
(x* -9) (x* - 9)

Buscamos los ceros de f':

1

f'(x)=0¢:-x2+10x-9=0¢:x={9

Actividad

Halla la derivada segunda de las siguientes funciones:



3 2
a)f(x)=%+2%+x+5

b) g(x) = (2x* + 5)°

&) hix) = 5xi+ 1
d i(x) = Jx +3

e) j(x) = 5sent®
) k(x) = 3xIn(x + 2)

Solucion

X 2x°
a) f(x) = €+T+x+5 d) i(x)=Vx+3
3x® 4x x2 ., 1
X)= —+—+1= — i'(x) = =
f'(x) 6 + 1 +1 9 +x+1 2'—x+3
. 2x -
F)= 5 +1=x+1 i-(x)=%.?1.(x+

b) g(x)=(2x*+5)°
g’(x) = 3(2x% + 5)% - (4x) = 12x(2x? + 5)*
g"(x) = 12(2x° + 5)° +12x - 2(2x* + 5)- (4x)
= 12(2x* + 5) - (10x* + 5)

) fx) = 5 sen t*
f(x) = 5cost>-
i(x) = 10 cos t*
=10 cos t* + 20t

2
c) h(x) = 5x" +1
k = 93x1 9
W(x) = 10x-x-(5x%+1)  5x° -1 £ kix)=3xIn(x+2)
X)= xg - x! kl(x)= 3ln(x+2)-|
. 10x-x2-(5x2-1)-2x 2
h(x)= p =—3 k'(x)=i+§
* X X+ 2 |
3 6

+ "
x+2 (x+2)
Actividad

Considera las funciones:

S _
f0x) = In@x® - 2) ; g = X 12

h(x) = [8x% - 4 ; v(t) = 7"t

Calcula (1), g'(1), #'(1) y v'(1).

Solucion




Calculamos las funciones derivadas y hallamos su valor para x = 1:

6x

f(x)=1n(8x*-2) = f'(x) = 3

=

6
= f'(l)s ——=6
M 3-2
x’-19
x+1

g(x) =

_8x*(x+1)-1-(x* - 19)
- (x+1)?
3.2-1+19
— =

h(x) = ,}8x° -4

g (x)

=g )= 6

h'(x) = 24x*  12x° -
2,f8x’-4 \/8x3-4
12
= h'(l) = =6
(1) et

v(t) =t7 e D
Vit)=Tt0 e 4 7 e-tD) (=]) =
= vV(1)=7e’+1e°(-1)=6

Aplicacion de las derivadas

Utilizar el calculo de derivadas para obtener conclusiones acerca del comportamiento de una funcion,
para resolver problemas de optimizacion extraidos de situaciones reales de caracter econémico o social

y extraer conclusiones del fendmeno analizado.
Dificultad no definida
Actividad

Tras la ingestion de una bebida alcohélica, la concentracion de alcohol en la sangre (en g-L™") evoluciona
segun la funcion:

CH)=k-t-e' "engL'(k>0)

donde ¢ es el tiempo, en horas, transcurrido desde el instante de la ingestion y £ es un factor de correccion
que depende del volumen ingerido, la masa corporal...
Calcula el momento en el que se alcanzara la concentracion maxima y cuanto valdra ésta.

Solucion

Para hallar la concentracion maxima, calculamos C'(t) y la igualamos a cero.

C't)=k- e (1-1)
CH=0el-t=0et=1

Comprobamos si se trata de un maximo con la segunda derivada:

C'(t)=k e (t-2)
C"(t) =k ¢”=—k < 0 = es un maximo

10



La concentracion en t =1 serd C(1) =k g/l.

Por tanto, la maxima concentracion se producira pasada 1 h'y sera de k g/l.

Actividad

El nimero de unidades de un cierto articulo fabricadas cada mes, x, influye en el precio en euros de cada
unidad segun la funcién:

x 2
P(x) = 580 —
16 000
Sabiendo que la fabricacion tiene unos gastos fijos de 250000 € y unos gastos variables de 125 € por cada
unidad producida:

a) Escribe la formula de la funcion B (x) que expresa el beneficio obtenido por la venta de x unidades (los
ingresos obtenidos menos los gastos totales).

b) Calcula qué nimero de unidades hay que fabricar para obtener el maximo beneficio.

¢) ¢Cual es entonces el precio de cada unidad?

Solucion
2
X
P(x) = 580 — :
(x) 16000 ’
2 3
I(x) = x| 580 - — | = 580 x — —
16000 16000

a) G(x)= 250000+ 125 x

B(x) =I(x) - G(x) =

xS

= Hh80x -
16

- 250000 - 125 x

- 250000

X
X) = 455 x -
B(x) 16 000

b) Hallamos B'(x) y determinamos cuando se anula:

3 x*
16000

[455 .16 000
\ 3

= x= 1558 unidades

B’(x) = 455 -

B(x)=0=x= =

(pues x debe ser entero y B (1558) > B (1557))

6x

B = = {6000

B"(1 558) <0 = es un maximo

¢) Aplicamos la funcion P(x).

11



1558)%
P(1558) = 580 — “00% _ 498 euros
16000

Actividad

Una agencia inmobiliaria tiene alquilados 200 apartamentos en una ciudad a 160 € al mes cada uno. Por
cada 5 € de aumento en el alquiler pierde un inquilino, que se traslada a otro apartamento mas econémico.
(Cuadl es el alquiler que produce mayor beneficio a la agencia?

Solucion

1. Si llamamos x al precio de alquiler mensual en euros e y al nimero de apartamentos alquilados, la
expresion analitica de la funcidon que debe optimizarse es:

B(x,y)=x"y
2. Podemos relacionar las dos variables teniendo en cuenta que por cada 5 euros que aumenta el precio

del alquiler, x, el nimero de apartamentos alquilados, y, disminuye en una unidad.
Por tanto, se cumple:

x =160+ 5k 160 - x
y — =—k=—
y=200-k [ Y720 =

1
= }'-200=—g (x - 160) =
' 1
=y =-gx+232

Asi, podemos expresar B como funciéon unicamente de x:

1
B(x) = x-y=x-[—gx+282]

3. Determinamos los extremos relativos de B:

0= B’(x)=(—lx+232)+x-(—l) =—2x+2324:x=580
5 A 5 5

Veamos que x = 580 corresponde a un maximo de B:
» 2 » 2
B (x)=—g=oB (580)=-;<0=:x=380
2

es un maximo relativo de B.

Como la funcién B es derivable, el hecho de que no tenga minimos relativos nos asegura que x = 580 es
un maximo absoluto.

El alquiler que produce mayor beneficio a la agencia es de 580 €.
Actividad

Queremos vallar un campo rectangular que esta junto a un camino. La valla del lado del camino cuesta 5
€/my la de los otros tres lados, 0,625 €/m. Halla el area del campo de mayor superficie que podemos
cercar con 1800 €.

Solucion

1. La funciéon que queremos optimizar es la que nos da la superficie del campo.
Si llamamos b a la longitud del lado del terreno que da al camino y h a la de uno de los lados que
empiezan en el camino, la expresion analitica de la funcion es:

12



S(b,h)=b-h

2. Podemos relacionar las variables a partir del coste del vallado:

Temrano h

b Ccamino

1800 =5b + 0,625 b+ 0,625 h + 0,625 h
1800=5,625b+1,25h

luego,

_ =5,625 b+ 1800

= —4,5 b+ 1440
1,25

Por tanto, la expresion de la funcion que se va a optimizar dependiendo de una sola variable es:
S(b)=b-h=b-(—4,5b+1440)

3. Buscamos los extremos relativos de S(b):

0=S'(b)=1-(4,5b+1440)+b(-4,5)=-9b+ 1440 & b=160

Comprobamos que b = 160 corresponde a un méximo de S:

S"(b) =-9 = S"(160) <0 = b = 160 es un maximo relativo.

Como S es derivable y no tiene mas extremos relativos, b = 160 es también un maximo absoluto.
La superficie maxima que se puede hallar es:

S(160) =160 - (-4,5 - 160 + 1440) = 115200 m?
Actividad

Una esmeralda pesa 16 g y sabemos que su valor es proporcional al cuadrado de su peso. Si partimos en
dos trozos la esmeralda, halla el peso que debe tener cada uno de ellos para que su valor sea minimo.

Solucién

1. La funcién que queremos optimizar es la que nos da el valor de la esmeralda después de dividirla, que
dependera del peso de cada trozo.

Si llamamos x al peso de un trozo e y al peso del otro, podemos expresar analiticamente esa funcion:
Vxy) =k Xtk y’ =k (*+y?)

siendo k € R" la constante de proporcionalidad que nos da el valor de un trozo de esmeralda a partir del
cuadrado de su peso.

2. Podemos transformar V(x, y) en funcién de una sola variable si imponemos que el trozo de esmeralda
que se quiere dividir pesa 16 g:

l6=xty=>y=16—x

Asi, V(x, y) tiene la siguiente expresion analitica como funcion de x:
V(x) =k(x* + y%) = k(x* + (16 —x)*) = k(2 x* — 32 x + 256)

3. Buscamos los extremos relativos de V:

Vi(x)=k(@x-32),V(x)=0=x=8

13



Como 2 k >0, la grafica de V es una parabola con las ramas hacia arriba, luego x = 8 corresponde al
vértice, que es un minimo absoluto.
Para que el valor final de la esmeralda sea minimo, debemos dividirla en dos trozos de 8 g cada uno (y

para que sea maximo, no debemos dividirla).
Actividad

La evolucién del numero de socios de un equipo de futbol fundado en 1953 viene dada
S(H)=-0,2 (2 £ —457—4200 t - 60)

donde ¢ se expresa en afios.
Calcula el nimero minimo y el nimero maximo de socios que ha tenido dicho club hasta el afio 2008.

Solucion
S(t)=-0,2 (2t — 45t — 4200t — 60) =—0,4 t* + 9 t* + 840 t + 12
S'(ty=-1,2t* + 18 t + 840

Hallamos los puntos que anulan S'.
S(t) ==-12¢+18t+840=0 &

& 2=-15t-700=0 &

f = 95
154157+ 4.700 v =

2 T oat=

La solucién t =20 no es valida porque no tiene sentido un tiempo negativo.

1

S"(t)=-2,4t+18 = S"(35)=-66<0
Calculamos el intervalo de tiempo que consideramos, si estamos en el afio 2000:
2000 — 1945 =155

Asi, estamos considerando S(t) en el intervalo [0, 55].
Hemos visto que en (0, 55) S sélo tiene un extremo relativo y por el teorema de Weierstrass ha de tener
un maximo y un minimo absolutos en [0, 55]. Asi, consideramos los extremos de éste:

S(0) =12 ; S(35) = 23287 ; S(55) = 6887

Por tanto, el nimero minimo de socios fue 12 y el maximo 23287.
Actividad

La cantidad de madera, en metros ctibicos, que se extrae de un bosque viene dada por:

V (t) — e0,0S t, donde ¢ se expresa en afios.

Cierto afio, el precio de la madera es 4 €/m3 y, a partir de ese afio, la madera se deprecia 0,125 €/m3 cada afio. Halla qué momento es el mas rentable para talar los

arboles.
Solucién

El precio de la madera sera: p(t) =4 — 0,125 (t—t ). El precio de venta de la madera sera el producto del precio por metro cubico multiplicado por el volumen.
0

Asi:

P(t) = V(1) - p(t)
P(t) = 0,05 t - [4— 0,125 (t— 10)]

Hallamos la primera derivada del precio total y la igualamos a cero para determinar los extremos relativos.
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P'(t)=0,05. €' [4-0,125 (t—1,)]+e"™". (-0,125)
P'(t) =e™%[0,05- 4~ 0,050,125 (t - t,) - 0,125]
P()=0 < 02-625-107(t-1) -0,125=0

0.075
Pt)=0ot-t,= ——;
© ®” 6,25.107°

Calculamos la segunda derivada para determinar si se trata de un maximo.

t=ty,+12

P'(t) = e** 0,075 - 6,25 - 10 (t - t,)]
P"(t) = 0,05 - (0,075 - 6,25 - 10-(t - t,) ] +
+e°™1(-6,25 - 10°%)

P7(t) = e"1[-2,5 - 105~ 8,125 - 10~ (t-t,)]

P"(t,+ 12) = * (w12 . (~0,00625) < 0 =

= €5 un maximo

El momento mas rentable para talar los arboles sera 12 afios después de que su precio sea 4 €/m3.
Actividad
Dada la funcion

eZsix<0
f(x) =

L six >0

X+ 1

a) Estudia su continuidad y su derivabilidad en x = 0.

b) Calcula la ecuacion general de la recta tangente a la grafica de f'en el punto de abscisa x = 1.

Solucion

a) Calculamos el limite:

lim f(x)=¢e"=1, lim f(x)=L=l=>
x40 x= 0" 0+1

= lim f(x) =1= £(0)

x=+0

Por lo tanto, f es continua en x = 0.
Calculamos f' en (-0, 0) U (0, +o0):

-2e2* 5ix< 0
f'(x)= - |
(x +1)°

six>0

A partir de este calculo es evidente que:
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-1
£7(07) = -2 = -2, £(0*) = = -1
(07) = -2e )= TR

Dado que f'(07) # £'(0"), f(x) no es derivable en x = 0.

-1
(x+1)

1
b) £(x)= <+ 1 parax>0 y f'(x) =

x > 0, de donde:

R
f=3, Fl)=-

La recta tangente a la grafica de f en x = 1 serd una recta de pendiente

1 que pasa por (1 l)
4 "9

y—%:—i(x—l)@—4)‘+2=x—l¢:

& x+4y-3=0

Actividad

s para

Estudia el crecimiento o decrecimiento y la concavidad o convexidad de las siguientes funciones en los

puntos indicados:

a) f(x)= :;2 enx=0 y x=-10
b) f(x)=e*- 2X+x-8)enx=0 y x=2

Solucion

a) Calculamos la primera y la segunda derivada de la funcion

(x+9)-(x-3) 12

F0= v T eop

-24.(x+9)  -24

) = =+ 9" e+ 9y

Enx=0:

12
£7(0) = i >0 = Creciente

- -24
£7(0) = ra <0 = C(Céncava

Enx=-10:
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1
f’(-10) = T2 =12>0 = Creciente

£7(-10) = -if =24>0 = C(Convexa

b) Calculamos la primera y la segunda derivada de la funcién f(x) =e* -2 x*+x—8)enx =0y x =2.

fx)=e"- 2x*+x-8)+e* - (4x+1)
fx)=¢"-2x+5x-7)
fx)=e"-2x°+5x-T)+e" - (4x+5)
fx)=¢"-2x°+9x-2)

Enx=0:

f(0)=¢" - (-7) =-7 < 0 = Decreciente
f'(0)=¢" - (-2) =—2 < 0 = Céncava
Enx=2:

f(2)=¢’- 11=11>0 = Creciente
f'(2)=e’ - 24 =24 >0 = Convexa
Actividad

Dada la funcién f{x) = x* — 3x, calcula sus puntos de corte con los ejes, sus maximos y minimos y sus
intervalos de curvatura. Esboza su gréfica.

Solucion

Calculamos en primer lugar sus derivadas hasta orden tres:

fx)=x—3x;f(x)=3x"-3
fMx)=6x;f"(x)=6

En los puntos de inflexion se anula la derivada segunda y no la tercera:

0=6x=>x=0
f"0)=6+#0

Por tanto, en x = 0 hay un punto de inflexion.
En los puntos de maximo y minimo relativos se anula la derivada primera y no la segunda:

—
0=8x"-8= x=+1=#1

f'(-1) =-6<0 y (1) =6>0

Por tanto, en x = —1 hay un méximo relativo y en x = 1 hay un minimo relativo.

Los intervalos de convexidad corresponden a puntos en que f'(x) > 0 y los de concavidad a puntos en que

f'(x) <0.

Luego en el intervalo (—o0, 0) la funcién es concava y en (0, +o0) es convexa.
Teniendo en cuenta, ademas, que las raices corresponden a las soluciones de:

0=x"-3%x=x(x>-3)= x=0,3, -3

La grafica de la funcién tiene la forma que se indica en la siguiente figura:
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Actividad

Calcula los extremos relativos de las siguientes funciones:

3

a) (N =x-8x+3 b f(x)= ﬁ

Solucion

a) Igualamos a 0 la primera derivada de la funcién f(x) = x* — 8 x* + 3:

fx)=4x—16x=0

x(4x*—16)=0

x=0;x=2;x=-2

Para distinguir méximos y minimos analizamos la segunda derivada:
f'(x)=12x>— 16

Asi pues:

Enx =0, f'(0) =-16 < 0 = Maximo relativo

Enx =2, f'(2) =32 > 0 = Minimo relativo

Enx=-2, f'(-2) =32 > 0 = Minimo relativo

b) Igualamos a 0 la primera derivada de la funciéon

3
X
f(x) =
x2 -1
£(x) = ng(x2 -1)-2x- x° _ x*-3x*®
(x* -1)? (x* = 1)
4_ g 2
%:o:ﬁf-s):o
NERERTS

x = 0 x=—\/§; x=+~f§

Para distinguir médximos y minimos analizamos la segunda derivada:
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(4x® -6x)(x*-1)° -2x* -1)- 2x(x* - 3x%)

f7(x) =
(x* -1)*
2x° +6x
£7(x) =~
(x* -1y
Asi pues:

Enx =0, f'(0) = 0 = no podemos afirmar nada.

2(\@)2 +643
23 >

0 =

En X = J§, f"(ﬁ) =
Minimo relativo
2(-v8) - 648

<0 =
93

En x= —J§, f'(—v'g) =

Maximo relativo
Actividad

Calcula los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

4

8) f(x)= 25 +

3

X 1
— b) f(x) =

2 ) 1) 1+ x2
Solucion

a) Calculamos la primera, la segunda y la tercera derivada de la funcién

x* x°
f(x)= — + —.
(x) TRECE

3 2 3 2

Fx)= 2X 3% _x  3x7

24 2 6 2
Y 3x* x>
f (x)-T+3x-?+3x
f"(x) =x+3

Buscamos los puntos que anulan la segunda derivada:

2

f(x) =0 =%+3x=0 = x +6x=0

X(x+6)=0 =2x=0; x=-6

En x =0; f"(0) = 3 # 0 = Punto de inflexion.
En x =-6, {"'(-6) = -3 # 0 = Punto de inflexion.

b) Calculamos la primera, la segunda y la tercera derivada de la funcion
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1

f =

(x) 1+ x2

-2x

(X)) = ———

(0 (1+ x*)*
£(x) = =201+ x%)® = 21 + x¥)- 2x - (-2x) _

1+ x*)*

3 6x* -2
- (1+ xg)’

() = 12x(1+x3)° =81 +x%)?®.2x - (6x% - 2) :
(1+x2)°

24 x(1- x?)
- 2
1+ x%)*
Buscamos los puntos que anulan la segunda derivada:

9 1 1
J3 J3
Enx=i=of"(—l—)=—27'\{§ae0=o
J3 J3 16

punto de inflexion.

== 0=
16

Enx=-i=af"

N

punto de inflexion.
Actividad

(%)%

El coste del combustible que consume una locomotora a motor es proporcional al cuadrado de la
velocidad y vale 16 € a la hora cuando la velocidad es de 40 kilémetros por hora. Independientemente de
la velocidad, y por otras causas, el coste por hora se incrementa en 36 €. Calcula la velocidad a la que
debe ir la locomotora para que el coste por hora sea minimo.

Solucion

Sea x la velocidad buscada. El coste del combustible por hora (C(€/h)) lo podemos expresar de la
siguiente manera, siendo k una constante.

C(eMm)=kx*
A 40 km/h el coste es de 16 €, por lo que:

16 = k- 40° = =£—=0,01
1600

El coste por kilometro (C(€/km)) lo podemos definir pues de la siguiente manera:
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C(€/h) _ 0,01x* +36
velocidad ~ X

C(€/km) =

Derivamos la funcidn respecto a X y tenemos:

x-0,02x - (0,01x* +36)

x2

C(€/km) =

9
_0,01x* - 36
- 9
x2
Igualamos la derivada a 0 para encontrar el valor 6ptimo y nos queda:

0,01x> - 36

X2

= 0,01x*=36 = x=v'3600=60

=0 = 0,01x*-3%36=0 =

Por lo tanto, la velocidad a la que el consumo por kildémetro es menor sera 60 km/h.
Actividad

Calcula los valores de p y de ¢ para que la funcion f{x) = x* + px + ¢ pase por el punto (-2, 1) y presente
un minimo para x = —3.

Solucion

Al ser x = -3 un minimo, f'(-3) = 0. Por lo tanto:
fx)=2x+p=>f(-3)=—6+p=0=>p=6
Al pasar por el punto (-2, 1), tenemos que

(2)*-2p+q=1
4-2-6+q=1=>q=9
Actividad

Halla los valores de a y b para que la funcion f{x) = x* — ax — 4x + b se anule para x = 3 y tenga un punto
de inflexiéon en

2
X = -
3

Solucion

Calculamos la primera y la segunda derivada:

f(x)=3x*—2ax—4
f'x)=6x—-2a

St en x=g
3

la funcién tiene un punto de inflexion, entonces en ese punto se anulara la segunda derivada.

6-%—23:0 = a=2

Si la funcion se anula para x = 3, entonces:

f3)=3-9-2-12+b=0=>b=3
Actividad
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Una estimacion sobre el nimero de visitantes que acudiran cada semana a una exposicion viene dada por
la siguiente funcidn (expresada en cientos de personas):

30t
t° -2t + 4

siendo ¢ el nimero de semanas que lleva la exposicion abierta.

f(t) =

a) ;Cuantas personas visitaran la exposicion durante la cuarta semana?
b) ;/Cuaél es la semana en la que acudira un mayor ntimero de personas a ver la exposicion? ;Cudntos
visitantes habra esa semana?

Solucion

a) Para calcular el nimero de visitantes que acudirdn a la exposicion durante la cuarta semana
simplemente hallamos la imagen de la funcién cuando t = 4:

30t
f()= —— =
t2-2t+4

30-4 120

= =10
4°-2.4+4 12

= {(2) =

Por lo tanto, durante la cuarta semana visitaran la exposicion 1000 personas.

b) Calculamos la primera derivada de la funcidn e igualamos a 0:

30(° - 2t +4)- 3042t~ 2)

f'(t) =
(€ -2t +4)F
_ 30t -60t+120- 60t + 60t _ -30¢°+120 _
(€ - 2t+ 4 (t* -2t +4)°

-30t* +1220=0=1t=2

El mayor niimero de visitantes acudira a la exposicion durante la segunda semana.

30t
ft) = ————
© t-2t+4
f(2)=L @=]5

2 _9.9+4 4

Por lo tanto, durante la segunda semana visitaran la exposicion 1500 personas.
Actividad

El precio en euros de un articulo que estuvo 10 afios en el mercado evolucion6 segun la siguiente funcion:

7+t 0<t<?

P(t) =
t+9 2<t<10

Donde ¢ es el tiempo expresado de afos.
Halla cual ha sido su precio minimo y su precio maximo.

Solucion

Para calcular los precios minimo y maximo hallamos los valores de t que cumplen P'(t) = 0.
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P = 2t 0t <2
1 2<t<10

2t=0 =2t=0
Calculamos la derivada segunda: P"(t) =2 > 0 = Luego en t = 0 tendremos un minimo de la funcion. El

precio minimo ha sido P(0) = 7. Para hallar el maximo, debemos utilizar el teorema de Weierstrass que
nos dice que los extremos absolutos de P se encuentranen x =0,x =2 0 x = 10:

P(0)=7
P2)=11
P(10)=19

Con lo que el precio méaximo ha sido de 19.
Actividad

El departamento comercial de una empresa que fabrica calderas ha de fijar el precio de su producto de
modo que el beneficio sea maximo. A partir de un estudio de mercado, se sabe que la funciéon de demanda
viene definida por la expresion

- _P
X = 3600 - 3

donde x es el nimero de calderas y p el precio de venta. Por otro lado, la funcién de costes, en €, viene
dada por la expresion

x2

CT = 3800000 + Y

Calcula cudl es el precio y la cantidad que maximiza el beneficio obtenido por la empresa, y di a cuanto
ascenderia dicho beneficio.

Solucion

A partir de la funcién de demanda podemos expresar el precio de una caldera en funcion de la cantidad
demandada:

p=7200-2x

El beneficio de la empresa (B), que es nuestra funcion objetivo a maximizar, sera la diferencia entre los
ingresos (IT) y los costes (CT), siendo:

IT=p-x=(7200—2x) - x=7200x—-2x"
B =IT-CT = 7200x - 2x* - 3800000+"T

B -9x?

+ 7200 x - 3800000

Realizamos la derivada de la funcién e igualamos a 0:
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~18;
B = 4“+7200=o

x = 1600

p = 7200 - 3200 = 4000

La empresa maximizaria su beneficio fabricando 1600 calderas que podria vender a 4 000 € cada una. En
este caso el beneficio seria:

B =1IT - CT = 6400 000 — 4 440 000

B =1960 000

Actividad

Demuestra que la ecuacién x° — 36x + 10 = 0 no puede tener dos raices reales en el intervalo (1, 2).
(Tiene alguna raiz en este intervalo?

Solucion

Se ha de demostrar que la funcion f(x) = x* — 36 x + 10 no puede tener dos raices reales en (-1, 2). Lo
haremos por reduccion al absurdo y aplicando el teorema de Rolle.

Supongamos que existen dos raices de f en el intervalo (-1, 2), x; <X,.

Veamos que f satisface las hipotesis del teorema de Rolle en [x; , X;]: en el intervalo, la funcién es
continua y derivable (ya que es una funcion polinémica), y por hipotesis, f(x;) = f(x,) = 0. Por lo tanto, se
cumplira que:

JcEx, %) C (-1,2) [fc) =0

Determinemos el valor de c:

Fix)=3x2-36=0 = x =422

Como f' no tiene raices en (-1, 2), no puede existir el real c.

Hemos obtenido una contradiccidon que venia de suponer la existencia de dos raices distintas de fen (-1,
2). Asi pues, o bien f no tiene raices en este intervalo o tiene solo una.

Veamos que la funcion satisface el teorema de Bolzano en [—1, 2]. La funcién es continua (pues es
polindémica) y f(—1) =45 > 0 y {f(2) =—-54 < 0 tienen distinto signo. Por lo tanto:

Jce1,2)|f(c)=0

Asi pues, la funcidn tiene una unica raiz en el intervalo (-1, 2).
Actividad

Una empresa fabrica un producto que vende a 50 € la unidad. A este precio la empresa vende 40 000
unidades cada afio. Ha realizado un estudio de mercado y sabe que por cada € que aumente el precio del
producto, la demanda disminuye en 200 unidades. Calcula cudl es el precio con el que la empresa obtiene
un mayor ingreso.

Solucion

Sea x el incremento del precio de este articulo. La funcion a maximizar es la funcion de ingresos totales
(IT) que es igual al producto del precio (p) por la cantidad (q).

Una vez aplicado el incremento el precio sera:

p=50+x

Y la cantidad:

q =40 000 -200 x

La funcién a optimizar sera:

IT = (50 + x)(40 000 — 200 x)
IT =-200 x° + 30 000 x + 2 000 000
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Calculamos la derivada y la igualemos a 0

IT = -400x + 30000 = 0

30000
X=—0 -

Habra que incrementar el precio 75 € para maximizar el ingreso. Por lo tanto el precio sera 125 €, precio

al cual se demandan 25 000 unidades, obteniendo un ingreso de 3 125 000 €.
Actividad

Representa graficamente la siguiente funcion:

x® -3x2+4

X2

f(x) =

Solucion

Dominio: D(f) =R — {0}
Puntos de corte: La grafica corta al eje OX en (2, 0) y (=1, 0) y no corta al eje OY.
Signo de la funcién en los intervalos que determinan los puntos de corte y el dominio:

intervalo SIgNo
(=00, -1) -
(-1,0)
0
(0, 2)
(2, +9°)

+ 4+ W+

Simetria y periodicidad: Puesto que f(—x) # f(x) y f(—x) # f(x) la funcion no es simétrica ni tampoco es
periddica.
La recta x = 0 es una asintota vertical, ya que

lim f(x) = o

x=+0

No tiene asintotas verticales ya que

lim f(x) = o

x40

Tiene una asintota oblicua: y =x — 3:

f(x) x*-38x%+4

a= lim lim — = 1
x=oa X X 00 X
-3x%+4
b= lim [f(x)-ax] = lim —— "~ = -3
Xwhoa X wpoa x-

Intervalos de monotonia y extremos relativos: Calculamos la derivada y obtenemos los valores para los
cuales ésta se iguala a 0:

3
f’(x)=x—;8=0 =>x=2
X
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Monotonia de la funcién en los intervalos determinados por x =2 y el punto de discontinuidad x = 0:

intervalo  signodef’ monotonia

(=o0, 0) + creciente
(0, 2) - decreciente
(2, +20) + creciente

La funcién tiene un minimo relativo en x = 2.
Intervalos de curvatura y puntos de inflexion: Calculamos la derivada segunda y obtenemos los valores
para los cuales ésta se iguala a 0:

. (3x*)x* - 3x*(x*-8) 24
£7(x) = . ==
x X

No tiene punto de inflexion ya que f'(x) = 0 no tiene solucion. Consideramos los intervalos que determina

el punto de discontinuidad x =0

intervalo  signode f” curvatura
(=o0, 0) + convexa
(0, +90) + convexa
Con todo lo anterior, la representacion grafica de la funcion quedaria:

Y|

" I T o4 68 8 X

& & L &
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