INTEGRALES

Actividad

Da una aproximacion por defecto y una aproximacion por exceso del area del recinto delimitado por la
funcién

f(x) =xl,

el eje de abscisas y lasrectasx =1 y x = 2.

Y
24?

Solucion

El procedimiento 1 nos da aproximaciones por defecto. Por ejemplo:

311 1

Por tanto, el area A considerada es:

. 7 5
068 = —=s8, €< A= =— = 10,83
T R %=%
Actividad

Aplica el método de los trapecios para calcular aproximadamente el area comprendida entre el eje de
abscisas, las rectas x =2 y x = 17 y la gréfica de la funcién y = f(x), a la que pertenecen los puntos de la
tabla siguiente:

X 2 5 8 11 14 17

y 069 | 161 2 242 264 283

Solucion
Dada la tabla



X

2[5|8[11|14‘17
|o,59\ 1,61 | 2,83

Observamos que tenemos 5 intervalos y calculamos h:

h=17-2_3
5

Aplicamos la formula del método de los trapecios:

I:f(x)dx - 3[%“ 61+2+ 2,42+ 2,64 + 22&] = 81,29

Actividad
Utiliza el cambio de variable indicado para calcular estas integrales.

8
a) J'[1x+2] dx(camblo:1x+2 = t) b) I cosX dx (Camblo: sen x = 1
3 a \ senx

Solucion

a) 1. Sustituimos la variable x por t.
Para ello efectuamos el canvio de variable

lx+2=t.
3

Luego:

%dx:dt:odx:.‘}dt

Sustituyendo en la integral:

j(%x+2)8dx = [ 3a

2. Calculamos la nueva integral:

IStsdt=SJt8dt=3i+C=i+C
9 3

3. Deshacemos el cambio de variable:

| a
I & X (3x+2)
I(§x+2)dx=§+C=T+C

b) 1. Sustituimos la variable x por t.
Para ello efectuamos el cambio de variable sen x = t.
Luego:

cos x dx =dt

Sustituyendo en la integral:



COSX

J' dx = J' Jdt
\senx

2. Calculamos la nueva integral:

_1 pa—

j;m:jt fdt= - +C= 2Jt+ C
Vit 1
2

3. Deshacemos el cambio de variable:

jc“x dx = 2Vt +C = 2 fsenx + C
\senx

¢) 1. Sustituimos la variable x por t. Para ello efectuamos el cambio de variable €* = t. Luego:

e‘dx=dt=dx=%

Sustituyendo en la integral:

Jm de‘

2. Calculamos la nueva integral:

| Lodt=taf1+¢|+C
I+t

3. Deshacemos el cambio de variable:

[5 ax=tn[t+t[+C=tafl+e* [+ C=n+e)+C
1+ e* '
Actividad

Utiliza el método de integracion por partes para hallar las integrales siguientes.

a) | x sen x dx
b)[3 x e dx
¢) [ X’ Inxdx
d) [ x e dx

Solucion

a) Identificamos en el integrando u y dv, y calculamos du y v:

u=x=du=dx
dv=senx dx = v=-cos x

Aplicamos la expresion
Iudv = uv - Ivdu;

y resolvemos la nueva integral:



Ixsenxdx = —XCOSX — I-cosxdx =-Xcosx+senx +C

b) Identificamos en el integrando u y dv, y calculamos du y v:

u=3x=>du=3dx
dv=sene*dx > v=¢"

Aplicamos la expresion

Iudv = uv - jvdu;

y resolvemos la nueva integral:

ISxe’dx = 3xe* - ISe"dx =3xe* -3 +C=3e"(x-1)+C

¢) Identificamos en el integrando u y dv, y calculamos du y v:

1
u=lnx=:>du=;dx

1
dv = x®dx = v= —x°

6
Aplicamos la expresion
Iudv = uv - Ivdu;

y resolvemos la nueva integral:

Ixslnxdx=%x Inx - 1xﬁldx
=_ 1 _j
x’lnx 6
l
= —x° lnx—— —x +C
6 6 6
6
x (6lnx-1)
= —————+C
36

d) Identificamos en el integrando u y dv, y calculamos du y v:

u=x = du = dx

Aplicamos la expresion
Judv = uv - Ivdu;

y resolvemos la nueva integral:



= sy 1 s 11 s, o_€Bx-1)
| xe dx-— J de= oxe™ -2 e+ C= T*C

Actividad
Halla el area limitada por la grafica de /' (x) = cos x y el eje de abscisas entre las abscisas

T
5 ym
Soluciéon

1. Hallamos los ceros de f:

T
cosx=0ax=§+kn,kel
2. La funcion f no tiene ceros en
[ n n ] '

g | L]
2
luego el area pedida es:

n

A= J cosxdx = [senxr =
5 n
2 )

Actividad

seny — sen2 0~ 1|-1=:>A-1u

Halla el area limitada por £ (x) =x* — 2 x — 15, el eje OX y las rectas x =—4 y x = 7.
Solucién

1. Hallamos los ceros de f:
xX?-2x-15=0©x=30x=5

2. Los dos ceros se encuentran entre —4 y 7, luego el area pedida es:
-3 & 7
A= [ feodx|+ | [ fdx + [ f(x)dx

Para calcular las integrales, usaremos la regla de Barrow:
3
2 , X @ .
[ fx)dx = [(x* - 2x - 15)dx = 5 - X - 15%+C
La primitiva obtenida al hacer C =0 es:

.
F(x) = %-x* -15x

Finalmente:



A = |[F(-8) - F(-4)|+ |F(5) = F(-3)| +
+ |[F(T)- F(5)| =

=‘27-@+’-g-27‘+
3 3
119 ( 175)‘ 13 256 56
e e Bl e s e
3 3 3 3 3
395 325 ,
=g A=
Actividad

Halla el 4rea limitada por /' (x) =x” + 2 x* — 5 x — 6 y el eje horizontal entre las abscisas —5 y

3

2 .
Solucion

1. Hallamos los ceros de f:
x3+2x275x76=0(:)x=fl,x=20x=f3

2. En

(=3

solo hay dos ceros de f, x =-3 y x =—1; luego el area pedida es:



+

-3
A= J' (x® +2x% - 5x - 6)dx
-5

-1
+] (x*+2x% -5x -6)dx
v -3
3
+|] 2(x* +2x% - 5x - 6)dx
-1

_~x4+2x3 5 x* 6x ’
L4 3 2

+

“+

1
xt 2x' 5x®
+| —+—— = —=06x] [+
4 3 2 1y
qS
xt  2x* 5yt 2
+| —+—=-——-06x] |=
4 3 2 1,
_ ‘_§{+E+}_@ _
] 3. 3 192 |~

_@+§+2725_11941=
T3 % 192 T 192
11941

2
= A= u
192
Actividad

Halla el area limitada por £ (x) =x* +x* — 10 x + 8 y el eje OX.

Solucion

1. Hallamos los ceros de f:
X+x—10x+8=0ex=-4,x=1o0x=2

2. Los ceros de f determinan los siguientes intervalos:
-4, 1]y [1,2]

El area buscada es, pues:



A= +

2
J f(x)dx‘ -
1

J: £(x) dx

1
- j (x® + x% - 10x + 8)dx| +
—4

+

2
J (x* +x* - 10x + 8)dx
1

|
4 3
X X

— +—-5x+8 +
73 X x--4
22

x' X

+ | —+—=—-5x+8x| |=
173 X x-l

43 ( 208)‘ 8 43
= -— |+

The U s )Tis 12l
%+H=ﬁ=&:\=ﬁu2
12 12 6 6
Actividad
Halla el area limitada por las graficas de /' (x) =x y g (x) =x> — 2 x — 8 entre las abscisas —1 y 2.

Solucion

Seguiremos el procedimiento analitico, més exacto y rapido que el geométrico:

1. Hallamos las abscisas de los puntos de corte de las graficas de fy g:
fix) =gix) = x= X -2x-8 &

3-\‘fﬁ 3+\"’ﬁ
SxXx=—==-1Tox=s——=

2 2

2. Puesto que no existen puntos de corte en [—1, 2], el area pedida es:

47

A= [* () - g0)ax| =

|7 x4 8x 4 Bydx

Actividad
Halla el area limitada por las graficas de f(x) =senxy g (x) = cos x entre 0 y 7.

Solucion

1. Calculamos los puntos de corte entre las graficas de las dos funciones:



f(x) =g(x) & senx=cosx &

s€nx

o tgx = =1ax=§+kn,kel

COSX
2. Entre 0 y 7 hay un tnico punto de corte

x—n‘
4s

luego el area buscada sera:

n
A= I*(cosx-senx)dx +
0

-1t
+ x(cosx-senx)dx( = [senx-i— (:osx]4 +

0

+ $DX+COSX]

N2 -1+|-1-y2|=

g—

=2/2=>A=2/2u®

no| ¥

=J2-1+1+4
Actividad

Halla, en cada caso, el 4rea limitada por:

a) f(x)=x*-3x y g(x)=-x2+5x
2

b) f(x)= x*-3xyg(x) = _"?

Solucion

a) 1. Calculamos los puntos de corte entre las graficas de las dos funciones:
f(X):g(X)‘:’Xzf?’XZfXZ-FSx®x=00x=4

2. Los puntos de corte definen un tnico intervalo, [0, 4], por lo que el 4rea limitada por las graficas es:
4
A = |[(E(x) - g(x))dx| =

= ’I:(xg - 3x)—(-x* + 5x))dx’ =

3 4
= U*QXE - SX)CbC’ = 72)& - 4x2] =
0 3 o
|64, _64 _ 64
_’ 3 0‘- 3 = A= gu

b) 1. Calculamos los puntos de corte entre las graficas de las dos funciones:



2

f(x):g(x)ax’—?»x:—%ax:-?,

x=0ox= -
2. Los puntos de corte determinan dos intervalos:

2,0 [0.. g]

Por tanto, el area buscada es:

=[] 00 - g x|+

3
+] 2 00 - g(x))dx| =

NJ|*
:
u

3
xt x> x' 2
T 245"
- (2)oh 24
3 64
10 99 937 - A= 937 2
3 64 192 192

Actividad

Determina el valor del pardmetro & sabiendo que el area de la region comprendida entre la
pardbola y = x” y la recta y = kx es 288 y que k> 0.

Solucién

Realizamos un dibujo orientativo, teniendo en cuenta que la recta tiene pendiente k > 0:



Y
1 Y =KX
| y=x
i+
—t . —
1 X

Calculamos las abscisas de los puntos de corte entre la recta y la parabola:
kx=x*e©x=00x=k>0

Por tanto, teniendo en cuenta a partir de la grafica que la recta siempre esta por encima de la parabola, el
area comprendida entre ellas es:

2 sk s B
A= [faxoxax =| X K g K
0 2 32 6 6
Puesto que sabemos que esta area es de 288:
kS
288=:x=€=)k=]2

Actividad

Determina el valor del parametro k sabiendo que el 4rea de la region comprendida entre y = x° y la
recta y =k* x es 4 y que k > 0.

Solucién

Realizamos un dibujo orientativo, teniendo en cuenta que la recta tiene pendiente k* > 0.



Aq

Calculamos las abscisas de los puntos de corte entre la recta y la cubica:
kzx:x3=)x:fk,x200x:k

Como nos dicen que k > 0, estos puntos de corte determinan los intervalos:
[k, 0]y [0, k]

Por tanto, teniendo en cuenta que, segun la figura, la recta estd por debajo de la ctibica en [k, 0] y por
encima en [0, k], el area de la region comprendida entre la recta y la cubica es:

A=A A, = [0 - Kd+ [Nk - xYdx =

k
_ |ix4 k*x? +[ K°x® x* _
4 2 1y 2 4
k4 k-! k-!
=0- [- o =0=
4 4 2
Como nos dicen que el valor de esta area es 4:
k* —
B=A= = k=%16 =42
2
Y, como k > 0, la solucién es k = 2.

Actividad

Halla el valor del parametro a para que el drea de la region comprendida entre la pardbola y = —x* + ax y
la recta y =2 x sea de 36.

Solucién

Realizamos un dibujo orientativo, teniendo en cuenta que la parabola tiene las ramas hacia abajo y pasa
por el origen



Calculamos los puntos de corte entre la recta y la parabola.

2x=-x'taxex=0o0x=a+2

Asi, los extremos de integracion que nos permiten calcular el area de esa region sonx =0y x =a + 2.
Que el valor de este ultimo sea mayor o menor que 0 depende del valor de a. Por otro lado, cambiar el

orden de los extremos de integracion so6lo afecta al signo de la integral, y en cualquier caso s6lo hay dos
puntos de corte entre la recta y la parabola. Asi, el area buscada se puede calcular con la férmula:

a+2 9
A= Uo ((=x* + ax) - (-2x)) dx‘ =

[ + @+ D) dx|=

-x° f(a+ 2)x*®
+
2 2 0

_ (a+2)’_0‘_ a+2f
16 T 6

Para que el valor de esta area sea 36:

3
|a +2]|
36=A=T=o |'a+2 =b=2a=40a=-8
Actividad
Calcula qué valor debe tener el parametro b para que el area de la region comprendida entre las
pardbolas y = x> — bx e y = —x" sea 9.
Solucién

Realizamos un dibujo orientativo, teniendo en cuenta que la pardbola y = x> — bx tiene las ramas hacia
arriba y pasa por el origen.



y=x"’—bx

Calculamos las abscisas de los puntos de corte entre las dos parabolas:

o
-X =x‘—bx=ox=00x=§

Depende del signo de b cudl sea el primer extremo de integracion, pero como en cualquier caso solo hay
dos puntos de corte, el area del recinto considerado sera:

b
A= J‘E(-x2 — (x® - bx))dx| =
(]

b
- j2(—2x2 + bx))dx‘ -
0

b
- E.*.b_xgg _b_’ O(—E
3 2 1| 124 1T 24
Para que el area sea 9:
b|*
9=A=—:|b|=6=:>b=:tﬁ
24

Actividad

El coste marginal de fabricar la unidad x + 1 de un determinado producto viene dado por la funcion:

CMg(x +1)=6- =
' X

v

a) Sabiendo que el coste de funcionamiento asciende a 84000 €, halla la funcién C que expresa el coste
total de fabricacion de x unidades de este producto.
b) Calcula cuanto cuesta fabricar 400 unidades de dicho producto.

Solucion

a) Sabemos que la funcion de costes es una primitiva de la funcion



CMgix+1)=6- ;
VX

Busquemos la funcién de C(x):

VX

j[e- l,_]dx =6x-4Vx+k

Determinamos el valor de k teniendo en cuenta el coste de funcionamiento (x = 0):
C(0) = 6- 0 — 40 + k = 84000; k = 84000

Por tanto la funcion de costes es:

O(x) = 6x - 44'x + 84000

b) Fabricar 400 unidades cuesta:

C(400) = 6- 400 — 4,/400 + 84000 = 86320

86320 €
Actividad

Calcula el area limitada por y =x" -3 x> + 2 x y el eje OX.

Solucion

1. Hallamos los ceros de f(x) =x’ -3 x> + 2 x:
f(x)=0ex=0,x=1,x=2
2. Estos ceros determinan los siguientes intervalos:

[0, 1]y [1, 2]

El area buscada sera:

A=

j;(xs -3x% + 2x)dx‘ +

+|‘[12(x3 -8x% +2x)dx =

4 3 21
[ _?’LBL] +

4 3 2,
4 s 2 4 1
+ x__si 2)(] = [x__xs_xe] o}
_4 3 2 1 4 0
+ ﬁ_xs_xi =1+1=1=:;A=1u2
| 4 g 4 4 2 2
Actividad

Halla el area de la region limitada por f(x) = —¢", el eje de abscisas y las rectas x = -1 y x = 2.

Solucion

Como f(x) =" <0V x €R, el drea A delimitada por la grafica de f, el eje de abscisas y las rectas x = -1
y x = 2 coincide con:



A=-[ fix)dx=-| -edx= [ etdx =

3 3
=[e'El L . . = A=" _]ug
Actividad

Determina el area limitada por f'(x) = cos x y el eje OX entre las abscisas 0 y 2 7.

— Halla [,*" cos x dx . ;Coincide este resultado con el valor del 4rea calculada?

Solucion

1. Calculamos los ceros de f:
T
cosx=0& x=§+kn,kez

2. En [0, 2 «t], 1a funcidn f(x) = cos x tiene 2 ceros:
n 3n
X==VX=—,
2 2
luego el area A del recinto que delimita con el eje de abscisas en dicho intervalo coincide con:

in

n ;
A= J-gcosxdx + J:’ cosxdx +
0 2

e 28
+ | |ag cOsSxdx| =

b
- [senx]‘ + SGﬂX] + [senx]” =
0 - 2
1= 0] +|-1-1]+ [0 ()| =

=14+2+1=4 = A = 4u?

SRR

(A .
r o

— Si aplicamos la regla de Barrow:
Zn In

I cosxdx:[senx] =0-0=0
0 0

Claramente, obtenemos un valor distinto al del area anterior, debido a que la funcién f(x) = cos x cambia
de signo en [0, 2 7t].
Actividad

El crecimiento poblacional de un pais en funcién del tiempo sigue, aproximadamente, esta expresion:

-

0,810
plt) = ———

(4e10 4+ 1)2

Sabiendo que la poblacién actual del pais (¢ = 0) es de 4 millones de habitantes, utiliza el cambio de
variable:



-t
4 + 1=x

para hallar la funcién P que rige la poblacion de este pais.

— ¢Cuadl seria la funcidn P si la poblacion actual fuese de 5,5 millones de habitantes?

Solucion

Consideramos el cambio de variable:

-t -t
4
— 4 el00 — = ol
Xx=4e'"+1= dx 100e de
Asi, se tiene:
-t
0,8e100
P() = [ plt)de =J' ks dt =
4100 41
=I ; j——dx-§+c=
x- 004 X
=$+C
4l 41

Por otro lado sabemos que P(0) = 4:

P(O):4ﬁ%+C=4@4+C=4@C=O

Asi,

20
o
el 41

— SiP(0) =5,5, calculamos C:

Pt) =

P0)=554+C=55C=1,5
Asi, la funcion P seria:

P(t) = — 41,5

4el™ +1
Actividad
Las rectas y =3 x e y = —x + 8, junto con el eje de abscisas, determinan un tridngulo.
Halla el area usando el célculo integral y comprueba que se obtiene el mismo resultado por un
procedimiento geométrico.

Solucion

Hacemos una representacion aproximada para ver la disposicion de ese triangulo.



De su observacion deducimos que su area A es la suma de:

* El 4rea A, del recinto limitado por la recta y = 3 x, el eje OX y las rectas x = 0 y X = a, siendo a la
abscisa del punto de corte entre las dos rectas del enunciado.

* El 4rea A, del recinto limitado por larectay=—x + 8, el eje OX y lasrectasx =ay x = 8.

Para calcular estas areas, debemos encontrar el valor de a:

3Ja=-at8=>a=2

Por tanto:

A=A+ A = [ 3xdx+ [ (-x+8)dx =

9 2 9 ]
=38 X | + _x_+8 ] =
[2]0 [ 2 xg
=3.(2-0)+(32-14) = 24 = A = 24u°

Podemos comprobar geométricamente el resultado calculando directamente el area del tridngulo:

y_bh_(8-0)-(8-2_
T2 T 2 -

Actividad

94 = A = 24u°®

La evolucién de la poblacion de un pais, en millones de habitantes, entre los afios 2000 y 2009 viene dada
por la expresion siguiente:

p () =38 e ™
donde ¢ es el tiempo en afios transcurridos desde 2000.

a) Halla la integral indefinida P de la funcion p.
b) La poblacién en este periodo, ;ha aumentado o ha disminuido?
¢) Calcula la poblacién media del pais en el periodo considerado.

Solucion

a) Hallamos P una primitiva de p:



P= j38e'°-°‘2' dt = %(-o, 02)e™"%tdr =

= ——e "™ 4 C=-1900e"" + C
0,02

b) Calculamos la poblacion entre los afios 2000 y 2009, que corresponde al periodo [0,9]:
. . 9
P(9)- P(0) = [ 38" dt =
= [-1900e792 ], = 812,986 598 > 0

Por tanto, la poblacion en este periodo ha aumentado.

¢) Calculamos la poblaciéon media:
P(9) - P(0) _ 312,986 598
9-0 9

Asi, la poblacion media es de 34776289 habitantes.
Actividad

= 34,776 289

En el proceso de recuperacion de un determinado enfermo que se ha llevado a cabo en un hospital, se ha
observado que el ritmo al que elimina una sustancia toxica viene dado por la funcion:

f(H)=-0,198 ¢ '
donde ¢ es el tiempo en horas transcurrido a partir de la ingestion de esta sustancia.
p p g

Halla la funcién F (f) que expresa la concentracién de la sustancia en la sangre en gramos por litro,
sabiendo que una hora tras la ingestion la concentraciénes 1 g - L.

Solucion

Calculamos F sabiendo que es primitiva de f:

F(t) = j’ -0,198. & *=dt = -0,198 j e "=t g =

-1 —099¢ —0.99¢
=-0,198.| —e "+ C|=0,9e ™
(0,22e - ] IS + C

Hallamos C imponiendo que F(1) = 1:
F()=1©09 ¢*+C=1eC=0,28
Asi, se tiene que la funcion buscada es:

F(t)=0,9 ¢ '+ 0,28
Actividad

Calcula el area del recinto limitado por la funcién f{x) = In x, el eje de abscisas y las rectas x =—1 y x = 2.

Solucion

Hallamos los cerosde f: Inx =0 x=1
No existe ningtin cero de fen (1, 0), luego:

A= Ilglnxdx

Para realizar esta integral utilizamos el cambio



u=Inx = du = ~dx
X

dv=dx=v=x

Aplicamos la expresion Iudv =uv - Iv du

Ihxdx:xlnx-]x'idx=xh1x-x+c
x

Consideramos la primitiva F(x) que resulta al hacer C = 0 y calculamos la integral definida mediante la
regla de Barrow

[Flnxdx=[xlax-xf =2.0n2-1)+1= 2In2-1= 0,80
Actividad

Aplica la regla de Barrow y halla el valor de las siguientes integrales definidas:

g [4cos2xdx  ¢) j_ge(xs + 1)dx

5 x
o jo Jx+4dx

d) Iif(x)dx siendo f(x) = {

-X six<0

x2+1six>0

Solucion
£ 1 4
a) I*cos?xdx: —sen2x| =
0 2 o
=lsen(2-E —lsen2-0=
2 4 2
%seng—%senO-l(l 0) = s—l!

5 x
9) Io \Jx+4dx

Para calcular la integral definida hacemos el cambio de variable: u = Vx +
u=Jx+4=

x=u*-4

= 1 1
du= —— —dx:odx 2u du

2Vx +4

Sustituyendo en la integral inicial y calculando la integral en la variable u , se tiene:



X u® -4
—dx = J—?udu:
-[\/x+4 u

3
= I(2u2—8)du= 2%—8u+c

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos que:
3
X 2( VX + 4)
[m—axe 2L
Vx+4 3
Consideramos la primitiva que resulta al hacer C=0:
3
2( VX + 4)
3

-8JVx+4+C

F(x) = -8Jx+4

Calculamos la integral definida a partir de la regla de Barrow:

5
3
* X 2(Vx+4) 14
e dX = -8 x+4| = —
oVx+4 3 o 3
Nota: También se puede obtener este resultado aplicando la regla de Barrow a la integral que resulta
después de sustituir x por u.

2.3
9 J_g(x +1)dx

Calculamos la integral definida:

x4

I(x’+l)dx= Ix’dx+_[dx= T+x+c

Consideramos la primitiva que resulta al considerar C= 0:

4
F(x)=x7+x

Determinamos la integral definida mediante la regla de Barrow:



4 b4

2
[0+ Ddx = T+ x

4
2, (2!

4

2 |- +(-2)|=4

e ) -x six<0
d) | f(x)dx siendo f(x) = 21 dxs0

Aplicamos la propiedad correspondiente y obtenemos:

Jif(x)dx = I:f(x)dx + I:f(x) dx =

_ j°5-x dx +j:(x‘~’ +1) dx

Ahora aplicamos la regla de Barrow a cada uno de los sumandos.
Calculamos la integral indefinida de las funciones que definen f:

j—xdx: 5

+Cl

3
I(x2+l)dx= x?+x+C2

Consideramos la primitiva de cada una de ellas, que resulta al hacer C;, =0y C, =0:

o

—-X

F](x) = 9

3
Fo(x) = %+x

Determinamos la integral definida aplicando la regla de Barrow:

2

[LEdx= [ —xdx+f (x* +1) dx =

0

2 . 3 0 2 3 6
Actividad

Calcula el area de la region del plano limitada por el grafico de la parabola y = x* — x y por la funcion



X - x*°
(x+ N)(x + 2)

f(x) =
Solucién
1. Hallamos los puntos de corte entre las dos funciones f'y g(x) = x* — x (que define la parabola):
2
X—X

= x°

(x+1D(x+2)
x-x = (xX* =x)(x+1)(x+2)

0=(x*-x)((x+D(x+2+1) =

=x(x-1)(x2+3x+8)@x=00x=l

f(x) = g(x),

2. Puesto que los puntos de corte son 0 y 1, y las funciones f'y g son continuas en [0, 1], el area que nos
interesa es:

A = |[2E00) - gx))dx| =

1 2
X—X
j -(x? - x) |dx
ol(x+1D(x+2)
Para aplicar la regla de Barrow, calculamos la integral indefinida:
: o :
X—X
J -x+x |dx =
(x+1)(x +2)

=j(-1+ﬂ-x2+x}k=

x> +3%x+2

o 4
=J(-x‘+x-l)dx+ sz—-’-?dx:
X +3x+2

x> x2 J‘ 4x+2 dx

B e e i Y | —
3 2 x2+3x+2

y para calcular la nueva integral:



4x+2 _ A B
x*+3x#2 x+1 x+2
X+ 3x+2=(x+ 1)(x+2)

3 Ax+2)+B(x+1)
T (x+D(x+2)

4x+2=(A+B)x+2A+B
4=A+B
2=2A+B

J’ﬂdx 2 dx+ J'_dx_
X +8x+2 x+1 x+ 2

}=A=—2,B=6

=-2ln|x+1|+6ln|x+2|+C

Por tanto, de acuerdo con la regla de Barrow:

A=

3 2
[-‘%+ %-x-2m|x+1|+6m|x+2|l|=

3 2 (x+2)
5 2 12
=||l=-—=-ln—|-|0-Iln—||=
‘( 6 °3°) ( 2°J
5 . 8° _‘ 5 ‘
-‘-6+h128 - +2ln 0,21 =
= A =0,210°

Actividad

Halla las siguientes integrales:

» 3V
a) | x dx &) J;dx
1 ~ x4+ 2
D)Jﬁdx 0-(x‘+8x+1)2dx
-21
2 —_—
¢) [(x + 1Pax 9) ) ox o

d) j sen*x cosx dx

Solucion



-1 1 J X3+2
= | — = C
a) Ix dx dex In|x|+ f P

-1+1
b) Ig—h J 5dx- ——?[_+C =I(x’+8x+l
+1
6 = [(x* +8x+1
— 2 = fl
o [(x+1Pdx = [(x* +2x +dx = 4](x +8x4
3
=x—+x2+x+c =l(x4+8x+1
3 4 241
1
(senx)**! —— T
d) Ixn‘xcosxdx=4—+l+C= 4(x* +8x +
(senx)5
= 5 +C
gV 11 2 J§“=J(§
€) J dx =[98, .2 . 9dx =
X ‘[ Jx 2
1 gV
2|8 . —=dx = 2 +C|=
J 2Jx [ms ]
2 /=
ms'?’ +C

Actividad
Sea f{x) = ax® + bx + ¢. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que se cumpla

2
[ fax = 2, f0)=0 y f(1)=4

Solucion

Imponemos la condicion que debe cumplir f:

9 = j:f(x)dx = j:'(ax2 +bx+ ) dx =

3 b2 2 8
=[“_+Lm] NN
0

0=f0)=a-0®*+b.0+c=c

4=f)=2a-®+b-1+c=a+b+c

0=f(0)=a-0°+b-0+c=c
4=f(l)=a-1°+b-l1+c=a+b+c

Resolvemos el sistema:



= §a+2b+2c

O0=c =a=-9b=13,c=0
4=a+b+c
Actividad

Halla el area de la region plana limitada por las parabolas y = x> ¢ y = 2 x* entre las abscisas 0 y &, para
cualquier & > 0. ;Cuanto ha de valer k para que dicha 4rea sea de 72 u*?

Solucion

El area A limitada por las graficas de las dos funciones f'y g entre las abscisas x =ay x =Db es:
b

A= [ gx) - £(x) dx
a

En este problema, las funciones que se deben considerar son f(x) = x> y g(x) = 2 X’ y las abscisas son a =
0y b=k, luego.

3
%92 2 _Ifk_2 _I1 X
A—Uo(2x —x)cbc‘- joxdx‘- 3

0

3 3
= k——0=k—:f,iendok>0
3 3

Para que esta rea sea de 72u’, el valor de k debe ser:

ks
72=A=?=:k=’2’-3’=6

Actividad

Los datos de la tabla siguiente se han obtenido de forma experimental:

X 0 025 | 05 | 0,75 1
y 1,05 | 1,27 | 1,62 | 2,14 | 2,73

Aplica el método de los trapecios para calcular aproximadamente el area comprendida entre la grafica de
la funcién y = f{x) que pasa por los valores dados por la tabla, el eje de abscisas y las rectasx =0y x = 1.

Solucion

Aplicamos el método de los trapecios para n = 4; ya que en el enunciado nos dan 5 valores de abscisas:

+ 1,27+ 1,62+ 2,14 +

1 1,05
jof(x)dx - 0,25( 5

2,73

+ ): 1,73 = A = 1,73u®

Actividad

La facturacion de una empresa tuvo en el tltimo afio un crecimiento continuo del 1% mensual. Sabiendo
que a comienzos de aflo la facturacion alcanzo la cifra de 10 millones de euros, ;a cuanto ascendia a
finales de afio?

Solucioén

Si llamamos C a la funcion que nos da el valor del capital en cada momento, su crecimiento instantaneo



vendra dado por C'.
Expresamos el hecho de que el crecimiento continuo fue del 1%:

1
C'(t) = 100 C(t)

Operamos y se tiene:

Cw_ 1
C(t) 100

Consideramos la integral indefinida de cada uno de los dos miembros de la igualdad, las resolvemos y
agrupamos las constantes:

CO,4 - [ L
C(t)dt_ 100dt

1
In(C(t)) + k; = WH ko

t +k’ t t
In (C(t)) = ﬁu kg3 Clt) = el = @10, gk = . o100

A principios de afio, la facturacién fue de 10 millones de euros, C(0) = 10. Por tanto:

0
CO)=10=k-e? =k; k=10

Para hallar la facturacién a finales de afio, calculamos C(12):

1 12
12) = 10.e1®  =11,275
Asi, la facturacion a finales de afio sera de 11,275 millones de euros.
Actividad
El crecimiento de la poblacion de un pais en funcion del tiempo sigue, aproximadamente, la funcion
siguiente:
-t

0,8¢1%

pit) = ;
-t

4e'1% + 1

Sabiendo que la poblacion actual del pais (¢ = 0) es de 4 millones de habitantes, utiliza el cambio de
variable:

-t
X = 410 4+ 1

para encontrar la funcién P que rige la poblacion de dicho pais.

— ¢Cuadl seria la funcidn P si la poblacion actual fuese de 5,5 millones de habitantes?



Solucion

Consideramos el cambio de variable:

-t -t
B 4 B
=4el” +1 = dx = ~-—e'%dt
x=4e"+1= 100 ¢

Asi, se tiene:

-t

0,8e1%
P([):Jp(t)d[ = j—2d1=
(4e16+1)
=j J.——dx-§+c=
x2 004 X
=T+C
4e100 4 1

Por otro lado sabemos que P(0) = 4:

P(0) =4 0:25—0+C 4=24+C=4C=0

Asi, P(t) = —2

4el® 4+ 1
— SiP(0) =5,5, calculamos C:
P0)=554+C=55C=1,5
Asi, la funcion P seria:

PO = — 41,5

4100 41

Actividad
Utiliza el cambio de variable indicado para resolver las siguientes integrales:

a jxv‘x - 2dx (cambio: Vx - 2 =

b) J“”'"xm(cambb Ji+Inx =

c) _[cosx . sen®xdx (cambio: senx = 1)

Solucion

a) Sustituimos la variable x por t. Para ello efectuamos el cambio de variable

Jx=-2=t

Luego:



x-2=t'=dx=2tdt
>x=2+¢

Sustituyendo en la integral:
[xx-2dx= [(2+1%) 1 2tdt
Calculamos la nueva integral:

2 _ 2 4
[@+6) t-2udt = [(4¢* + 2e*)dt =

deilesc
3 5

Deshacemos el cambio de variable:

[x/x-2dx = —\(x 2)* +—\f(x 2)° +C

b) Sustituimos la variable x por t.
Para ello efectuamos el cambio de variable

Jli+lnx =t

Luego:

1+lnx=t2=og=2tdt
x

Sustituyendo en la integral:
V1+Inx s
—dx = j t=2tdt

X

Calculamos la nueva integral:

It 2tdt = Qthtdt = gt’ +C

Deshacemos el cambio de variable:

j—”“'“"dx_ (1+Inx)® +C
X

¢) Sustituimos la variable x por t.
Para ello efectuamos el cambio de variable sen x =t
Luego:

cos x dx =dt

Sustituyendo en la integral:

jcosx -sen’x dx = Jt’dt



Calculamos la nueva integral:
t-l

It’ dt = —+C
4

Deshacemos el cambio de variable:

Icosx-sen’xdx = isen4x+C

Actividad

Aplica el método de integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

a) [(5x - 26*)%ax b)szoosgdx o) [x®nxdx
Solucion

x)2

) |(5x-2*) dx
Desarrollemos primero el cuadrado de la integral:

x 2 x 2x
I(Sx -2e*P dx = I(?!)x - 20xe™ +4e ™)dx
Por tanto, realizando por partes la primitiva, con el cambio u = x y dv = e"dx, obtenemos
Ixe’dx = xe* - Je’dx =e(x-1)+C
De donde la integral inicial sera:

j(sx- 2¢*)? dx =

3
25%- 20 eX(x — 1) + 2e2* + C

o X
] X~ cos —dx

b | 5

Usemos el cambio

u=x*= du=2xdx

dv = cos%dx = V= 2sen%+C

Tenemos



ng cos%dx =

= 2x*? seni- I2x' 2sen§dx
2 2

= 2x° seng- 4Ixsen$dx

X
Hagamos ahora la integral Ixxn§& con el cambio
u=x=du=1dx

dv = senidx=> v=—2cos§+C

2 2

Ixsen%dx = -2xcos§ - I-?cos%dx

= -2xcos§+4seui+c

Por tanto, la integral que queriamos calcular queda como:

ngcosidx = 2x° sen§+8xcos§-163eni+c

2 2 2 2

c) szlnxdx

Usemos el cambio

u=lnx:du=ldx

]

B
dv=x2dx=>v=x?+C

Aplicando el método de integracion por partes:

3 3
° _ X _x 1
Ix lnxdx-glnx _[3 xdx
3 2
=x—lnx— X o =
3 3



