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BAREM DE LEXAMEN: Cal elegir sols UNA de les dues OPCIONS, A o B, i s'han de fer els tres problemes d’aquesta opcia.

Cada problema puntua fins a 10 punts.

La quahficacié de lexercier 5 1a suma de les quabficacions de cada problema divachda entre 3. 1 aproximada a les centésmmes,

Cada esmdiant pot disposar d'una caleuladora cientifica o grafica. Se™n prohubeix 1a vnlitzacid indeguda (guardar fornmles o text en memona).
S'use o no 1a calenladora, els resultats analitics i grifics han d'estar sempre degudament justificats.

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A o B, ¥ se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio serd la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 v aproximada a las centésimas.

Cada esmdiante podri disponer de vna calculadora cientifica o grifica. Se prohibe su vnihizacién mdebida (guardar fornmlas o rexto en memona).
Seutilice o mo la calenladora, los resultados analiticas v graficos deberan estar siempre debidamente justificados,

OPCION A
Problema A.1. En el espacio se dan las rectas

X=3+41
X+2y-1=0
r.<y=-1+24 y
y-z+2+a=0
2=2+41

Obtener razonadamente:

a) Elvalorde « parael quelasrectas r y s estan contenidas en un plano. (3 puntos)

Salucion:

Previgmente vamos a obtener los vactores diractores de ambas recias.

Como la ecuacion de la recta r esid dada en forma paramétrica, sabemos gue v, =(1.2.1)

A partir de la ecuacion de la recia 5 , dada como interseccion de dos planos, obtengamos la forma paramétrica Para
ello da la primera ecuacion despejamos la x v de la segumda la =

o x=1-2u
x=1-2y . N
5 N inego V=4 or lo tanto v, =(=2.1.3
=l+a+3 . £ e =t J
z=2+a+3u

al Las rectas v v 5 estardn contenidas en un plane 5i son paralelas o Se cortan en um punio.

1
i

P I
Veamaos s5i son paralelas, json proporcionales sus vectores directores? |——=== —1_|
S

;‘ nl
Coma ;-. = L‘ entfonces los vectores no _EDF}‘,U!'GPO!'C?GHG!?J: 1% rachas no son pm'afé*.-'crs.

En consecuencia las recias v v 5 deben cortarse.

A
Para gue se corten el siguiente sistema debe rener solucion, «—1+2A=u
A

2+Ad=2+a+3u
A+2u=-2
Arreglamos el sistema considerando gue las mcognitas son Ay, <2A—wu=1 . Por ser un sistema de
A-Su=wo

incagnitas v 3 ecuaciones, para que tenga solucicn el dererminante de la mamiz ampliada debe sev nulo, es decir:
i =2 .

o] 7 o] ] o] i c 1k y 7 i 2

=1 1 |=0 = —e+ll42-243-da=0 — -Sa+li=0 — -Sa=-15 —- @=——=3

—J

I -3 a
Por [o tanto, para « =3 las rectas r v 5 esidn contenidas en um plano.



b) La ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s para el valor de « obtenido en el
apartado anterior. (2 puntos)

=3 Bh.‘.‘.’f}hé’i‘”ﬂs el punta de corte entre 1 ys3 resolviendo el sistema del DT tado anterior.

A’. +2u=— 1 2 -2
i 2
‘A‘.— =1 | como |==2—4==3=0 v |2 =1 1 |=0 fobrenido en el apartado anterior), el sistema
— 2” = - ]l -3 3

es mmpaﬁble v determinado. Resolvemos el sistema usando las ecuaciones primera v segumda (las que aportan &l
menor de orden 2 no nulo):

A+2u=-2 L ) . o ) . . A+2p=-2 .
. L resolvamosioc por i"é‘{?lin'CC.?Gi'}, i'.ffi'fii’!p."ilf'ﬂi'.ffﬂ.'h' i .'.'.'E!g?:'i'}{?lﬂ ecuacion por L. 5 - SHmanaag
JA—p=1 4A-2u=_
ambas ecuaciones: 34=0— i=0
x=34+0=13
- . ; . , ) . P . y— — T 7 ——_7
Susiituvende aste valor de i en la recta v obtendremos, P, el punto de corte buscado, 1V = —4 +2.0=-1 lnego
- ]
z=240="1

Py3,-1,2})

La ecuacion del plano que coniiene a las recias r ¥ 5 viene dererminada por el pumio Py los vectores directores de

ryvs v, ¥ v,.Laecuacion de este plano serd:

-2 1 3

r—3 y+1I z-: L L
. ; . . o o 2 I NP . 2

| - =0, desarrollande por la primera fila: (x-3)| |=(y+D| _ |+(z=-2) . |=0.
I 3 2 1 -2

calculando los menores: (x—3 W 6-1)—{v+1)(3=2)=z=-2){1+4)=0
Sfx=3)=5(yv+1}+57z=2)=0 simplificando enire 3,
fx—=3)—(y+1)+{z=2)=0
y—F-y-l=+z-2=10
Y—-y+z-4=0

Selucion: la ecuacion del plano que contiene alasracias v v 5 para a=3 & x-y+I-6=0

c) Laecuacion del plano perpendicular a larecta r que contiene el punto (1,2, 1). (3 puntos)

Buscamos wun plano 7 / adr v (1,2,1)€x

Comoatr — n_=v =(1.2.])
La ecugcicn del plano @ serd: x+2y=-z+D=0
Como debe conteneralpunio (1,2, 1), 1+2 2+1+D=0—1+4+]1+-D=0—6+-0D=0—D=-4¢

Finalmente, el plamo 1 sera: x+2y+z-6=10

d) El punto de corte de las rectas r y s para el valor de « obtenido en el apartado a). (2 puntos)



2m+2)x  +my +2z =2m-2
Problema A.2. Sea el sistema de ecuaciones S:q  2x +(2-m)y =0
(m+1)x +(m.+1)z =m-1

donde m es un parametro real. Obtener razonadamente:

a) Estudia la compatibilidad del sistema en funcion de los distintos valores de m. (5 puntos)

Solucién:
Se forman la matriz de coeficientes Ay la matriz ampliada A*:

2m+2 m 2 2m+2 m 2 2m-2
A= 2 2—-m 0 A* = 2 2—m 0 0
m+1 0 m+1 m+1 0 m+1m-1

Para estudiar la compatibilidad de un sistema de ecuaciones hay que aplicar el Teorema de
Rouche-Frobenius que nos dice:

Si rg(A) = rg(A*) = n° de incognitas = Sistema Compatible Determinado (SCD)
Si rg(A) = rg(A*) < n°de incognitas = Sistema Compatible Indeterminado (SCI)
Si rg(A) # rg(A*) = Sistema Incompatible(SI)

El maximo rango que pueden tener ambas matrices es 3, empezamos calculando el determinante de
la matriz de coeficientes, y el resultado lo igualamos a 0.

2m+2 m 2
A=| 2 2-m 0 |=2m-2m°=-2m-(m+1)-(m-1)=0
m+1 0 m+

-2m=0—->m=0
—2m-(m+1)-(m-1)=0{m+1=0->m=-1
m-1=0->m=1

Entonces, sabemos que cuando m = {O,J_rl}, el determinante de la matriz de coeficientes es 0, y por
tanto su rango es menor que 3.

Ahora discutimos la compatibilidad del sistema de ecuaciones:
1°" Caso: m = {0,+1}

Si m={0,£1} = rg(A)=rg(A*)=n° incégnitas = Sistema Compatible Determinado (SCD)



2°Caso: m=0

rg(A) =7
2 0 2
A=2 2 0:0—>|A1|:‘ ‘ 4#0—rg(A) =2
101
rg(A%) =7
2 0 2-2
A*=|2 2 00
10 1-1
2 2 -2
|A*|=2 0 0|=-4+4=0
11 -1
2 0 -2
A*,|=[2 2 0|=-4+4=0
10 -1
02 -2
|A%[=2 0 0[=-4+4=0
01 -1

2 0
|A* |—‘2 2‘:4¢0—>rg(A*)=2

Sim=0 2rg(A) = rg(A*) < n° incognitas = Sistema compatible indeterminado (SCI)



rg(A*) =72

INE

N N B
o -
N O DN
o O O

El rango maximo de la matriz ampliada es 3, y puesto que la columna de término independientes es
0, el rg((A*) = rg(A).

Sim=1 2rg(A)=rg(A*) < n°incdgnitas = Sistema Compatible Indeterminado (SCI)

4°Caso: m=-1

0 -1 2
A=|2 3 0
0 0 O
rg(A) =7
0o -1 2
A=]2 3 0:0.Porquetieneunafiladeceros.—>2 ;]1:2¢0—>rg(A):2
0O 0 O
rg(A*) =2
0 -1 2 -4
A*=12 3 0 O
0O 0 0 -2
-1 2 -4
|A*|=[3 0 0|=12#0->rg(A*)=3
0O 0 -2

Sim#-1 2rg(A) rg(A*) < n°incognitas = Sistema Incompatible (SI)

SOLUCION

Sim= {O,irl} =2 rg(A)=rg(A*)=n° incognitas - Sistema Compatible Determinado (SCD)
Sim=0 2rg(A) = rg(A*) < n® incégnitas = Sistema compatible indeterminado (SCI)
Sim=1 2rg(A)=rg(A*) < n®incognitas = Sistema Compatible Indeterminado (SCI)

Sim#-1 2rg(A) rg(A*) < n®incognitas = Sistema Incompatible (SI)



b) Resuélvelo, si es posible, para m=1. (5 puntos)

4x +y +2z=0
2X +Y =0
2X +2z=0

Podemos observar que F3= F1-F2, por tanto la podemos eliminar y nos queda:

{4x+y+22=0
—>y=4

2x+y=0

2x+y:0—>2x+l:0—>X:%

4x+y+22:0—>4(%j+l+22:O—>—21+ﬂ.+22:0—>z:§

SOLUCION:



Problema A.3. Consideramos los puntos: A= (1, 0, 0), B=(0,1,0), C=(0,0,1) y D =(2,1,2). Se pide
a) Hallar el area del triangulo de vértices B, Cy D (5 puntos).

Solucién:
a) Para calcular el area del triangulo de veértices B, C y D usamos la formula

1|z =
J=—>BC:RD
2

Calculamos los vectores indicados,

BC-(00)-@OL0)=(0-L) y BED-@12-@OLD-@02)

> > [ 11| -
BCxBD =D —1 1=?F ‘—jE
2

1
2

= -1 - =
+I:E 0 ‘=—1‘:‘+1j+1t

}i?xﬂ_;}‘= SN2 = arava= 1223

pE ..{=%1\.'§=NE Ha

b) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D (5 puntos).

El volumen del tetraedro de vertices A, B, C y D se obtiene como sigue

n B 9 1 00 0 1 020 1 10
I E 010 1 1 0
p_lf = ¥ &2 _1 ={C1—C2}=l =l(_1}1 0 1=
6] s 5 zs| 61 0 O 1 61 oo 178
5 ¥ % 71 2 121 2
-1 4 2
- e1-1-p=2-=
ﬁ( A 6 3

El volumen del tetraedro es ;.w_
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BAREM DE L’EXAMEN: Cal elegir sols UNA de les dues OPCIONS, A o B, i s'han de fer els tres problemes d aquesta opcio.

Cada problema puntua fins a 10 puts.

La qualificacié de lexercics & la suma de les qualficacions de cada problema dividida entre 3. 1 aproximada a les centéames,

Cada esmdiant pot disposar d'una caleuladora centifica o grifica. Se'n prohibeix la wtilitzacis indeguda (guardar formnles o text en membnia).
S'use o no la calewladora, els resulrars analitics 1 grafics han d'estar sempre degudament justificats.

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las des OPCIONES, A o B, ¥ se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntard hasta 10 puntos.

La calificactén del ejercicio serd 1a suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 v aproximada a las centésimas,

Cada estdiante podri disponer de una caleuladora cientifica o grifica. Se prohibe su utilizacion indebida (guardar fornmlas o texto en memoria),
Seutilice o no 1a calculadora, los resultados analiticos v grafices deberan estar siempre debidamente justificados,

OPCION B
Problema B.1. En el espacio se dan las rectas

X+z=12 2x—y=3
r: ¥ 5:
2x-y+z=0 x—-y—-z=12
Obtener razonadamente:
a) Un punto y un vector director de cada recta. (3 puntos)

Solucion:
al Calculemos las ecuaciones paramétricas de las rectas resolviendo los sistemas que las definen,
X +z=12
.
2x—y+z=0
. 1 0 . , S s
Como = —1= 0, resolvemos usando x e v como incognitas principales.
X =2-z
2x—-y=-:
Sustingendo el valor de x en la 2% ecuacion:
2f2=z)=yv=—-z; 4-2z—-yv=—-; —y=—-4-1—z; —v=—-4d+z y=4-:
r=2-4
P={2410)
luege roqv=4-4 Ae R y wnpunitoyun vector divector de la recta r serdn:
z=A v,={-1-11)
2x—y=3
5
x—y—z=2
. 1 0 . , L s
Como ) =1=0. resolvemos usando = e ¥y como incognitas principales.
-y =3-2x
—y—z=2-x
Dela I®ecuacion: y=—-3+2x
Sustingendo el valor de v en la 27 ecuacion:
—(—3-2xl-z=2-x; 3I-2x—z=1-x, —-z=l-x-3=+2x —-I=-1-x z=1-x
I=u P=(0.-31)
lwego r:dv==3+2u weR v unpunio v un vecior director de lo recta 5 serdn:
v,=(L2-1)
z=1-u s -



b) La posicion relativa de las rectas r y s. (4 puntos)

Construimos las matrices compuestos de los vectores directores de r y s y del vector formado por
los puntos de las rectas.

-1 1 -1 1-2
M=[-1 2 |M*=|-1 2-7
1 -1 1 -11

Estudiamos su rango:

-1 1

1 =-2+1=-120->rg(M)=2
-1 1 -2

-1 2 -7l=1->rg(M*)=3

1 -1 1

Y puesto que rg(M) # rg(M*) - Las rectas se cruzan.

c) Determinar la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s. (3 puntos)

Pex
c) Buscamos wmplane 7/ rcx v xlls, porlo tanto del plano & conocemos v, es divector de

1-1 a5 director de T
Por io tanto, las ecuaciones del plano & seran:
x=2—-A+u
Ecuacion parameirica: xw:qv=4—-A+2u A ue R

I= A-u
-2 v—-4 =
Eeuacion general: | -1 -1 1|=0
1 2 -1
-1 1 1 1 1 -
{x—2) 5 _1—(_1'—4-}"1 _1+:r1 :l‘=|j
(=23 == {y-H0+:-{-1)=0
—x+2-z= x+z=12



X +ay +2z

Problema B.2. Sea el sistema de ecuaciones R
3x —ay
2ay +3z =2
donde a es un parametro real. Obtener razonadamente:

a) Estudia la compatibilidad del sistema en funcion de los distintos valores de a. (5 puntos)

Solucién:
Se forman la matriz de coeficientes Ay la matriz ampliada A*:

1 a 2 1 a 2 2

1 -1 -a 1 -1 -a 1
A= A* =

3 -a 0 3 -a 0 5

0 2a 3 0 2a 3 2

Para estudiar la compatibilidad de un sistema de ecuaciones hay que aplicar el Teorema de
Rouche-Frobenius que nos dice:

Si rg(A) = rg(A*) = n° de incognitas - Sistema Compatible Determinado (SCD)
Si rg(A) = rg(A*) < n°de incognitas = Sistema Compatible Indeterminado (SCI)
Si rg(A) # rg(A*) = Sistema Incompatible(SI)

El maximo rango que puede tener ambas la matriz de coeficientes es 3, mientras que la matriz
ampliada puede ser de rango 4. Por ello, empezamos hallando los valores que |A”1 =0

1 a 2 1 a 2 2

2
-l1-a -a-2 -
1 -1 -a 1 F2-F10 -1-a -a-2 -
3 —a 0 5 F3-3F10 -4a -6 -
2a 3 2
0 2a 3 2 0 2a 3 2
~1-a -a-2 -
~4a -6 -1=(12+12a+12a+2a’ +4a)-(12a+3+3a+8a’ +16a)=—6a> —3a+9=0
2a 3 2
a=-3/2



1° Caso: a # {1, _73}

Si a;t{l,_?e’} - rg(A) # rg(A*)=n° incdgnitas - Sistema Incompatible (SI)

2°Caso: a=1
1 1 2 2
1 2 2
sttt S|AY=05-1 -1 1=1-rg(A*)=3
13 -1 0 5 B - 9=
-1 0 5
O 2 3 2
1 1 2
A=|1 -1 -1
3 -1 0
rg(A)="?

11
|A|:0—>‘1 _J:—1—1:—2—>rg(A):2

Si a=1 2 rg(A) #rg(A*) = Sistema Incompatible. (SI)

3¢ Caso: a=-3/2

1 -3/2 2 2
1 -1 3/2 1
* = —|A%=0
3 3/2 0 5
0 -3 3 2
rg(A*) =?
1 -1 1
3 3/2 5=9#0—>rg(A*)=3
0 -3 2
1 -3/2 2
A 1 -1 3/2
3 3/2 0
0 -3 3
rg(A) =7
Puesto que todos los menores de orden 3son 0, el rg(A) < 2
E _:_312:—1+3/2:1/2—>rg(A):2

Si a=-3/2 2 rg(A) #rg(A*) =2 Sistema Incompatible (SI)



SOLUCION
Si a;t{l,_??’} 2 rg(A) # rg(A*)=n° incdgnitas - Sistema Incompatible (SI)

Si a=1 2 rg(A) #rg(A*) = Sistema Incompatible(SI)

Si a=-3/2 2 rg(A) #rg(A*) =2 Sistema Incompatible (SI)

b) Resuélvelo, en los casos de compatibilidad. (5 puntos)

No hay ningln caso que podamos resolver.



Problema B.3. Sean A, By C los puntos de interseccion del plano de ecuacion x+ 4y-2z-4=
0 con los tres ejes coordenados OX, OY y OZ, respectivamente. Se pide calcular razonadamente:

a) El area del triangulo ABC. (5 puntos)

Solucién:
Calculemos los puntos A, By C.
A — punto de corte entre el plano y el eje OX

. . . L =0
La ecuacion del eje OX la podemos dar como interseccion de dos planos: {"r 0
F=
El sistema a resolver para encontrar el punto A es,
x+4y—-2z—-4=0
y=0
z=0
Sustituyendo los valores de vy, z en la primera ecuacion obtenemos x — 4 = 0, luego x = 4. El punto A
tiene de coordenadas (4,0,0)
Similarmente obtenemos los restantes puntos.

B — punto de corte entre el plano y el eje OY
El sistema a resolver para encontrar el punto B es,

x+4dy—2z—-4=0

x=0

z=0
Sustituyendo los valores de x, z en la primera ecuacion obtenemos 4y -4 =0, luego y = 1. El punto B
tiene de coordenadas (0,1,0)

C - punto de corte entre el plano y el eje OZ
El sistema a resolver para encontrar el punto C es,

x+4y—-2z—-4=0

x=0

y=0
Sustituyendo los valores de x, y en la primera ecuacion obtenemos — 2 z -4 =0, luego z = - 2. El
punto C tiene de coordenadas (0,0,-2)

a) Area del triangulo ABC.

, - - , 1| * -
Para calcular esta area utilizamos la siguiente formula § =_| A8 x _4AC
2

AB = (0.0)—(4.0.0) = (—1.10)
AC =(00.-2) - (40.0)=(—4.0.-2)

T
ABxAC =14 1 o0|=; _ Tk —2i-8+4k=(-2-849)
10 -2 -2 4 -2 4 0

Fxxﬁ:‘ =-2-84)=J-2P +(-8F + 4’ = JA+64+16 =34 =221

Finddmenia S=%2w.'r2_l=n.-'f2_luz



b) EI perimetro del triangulo ABC. (5 puntos).

b) Perimetro del triangulo ABC.
P =d(A,B) +d(B,C) +d(C,A) =

= J(0—4)2 +(1-0)’ +(0—0) +./0—0)> + 01> +(-2—-0)> +./(4—0)’ +(0—0)’ +(0+2)> = /16 + 1+ 144+ 1644 =
= AT +-54/20=A7 +.542.5="1A7 +3.5 »1083 &




