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1. INTRODUCCION

Los inventores de la Geometria Analitica,
Descartes y Fermat (siglo XVIII), se
interesaron por el estudio de superficies,
pero dedicaron poca atencién a ello,

centrandose casi exclusivamente en el

estudio de curvas planas. Fue en el siglo XVIII cuando se desarroll6 la geometria
analitica del espacio. Clairut, Euler y Lagrange fueron pioneros.

Por su extraordinario nivel de gedmetra y su vocacion pedagogica,

i s
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puede considerarse a Monge (1746-1818) como el auténtico padre
de la geometria analitica tridimensional: entre sus muchos libros,
publico uno para sus alumnos de la Escuela Politécnica de Paris, en
el que desarrollé la geometria analitica del espacio practicamente

como se encuentra en la actualidad.

Extraordinario gedmetra y magnifico pedagogo, Monge, sin embargo, no fue un buen
escritor de libros de texto. Este deficiencia fue largamente compensada por algunos de
sus discipulos, entre los que destaca Lacroix (1765-1843).
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2. SISTEMA DE REFERENCIA EN EL ESPACIO.

DEF _1: Unsistema de coordenadas tridimensional se construye trazando un eje Z,
perpendicular en el origen de coordenadas a los ejes X e Y.

Cada punto viene determinado por tres coordenadas P(X, Y, z).

Los ejes de coordenadas determinan tres planos coordenados: XY, XZ e YZ. Estos
planos coordenados dividen al espacio en ocho regiones llamadas octantes, en el primer
octante las tres coordenadas son positivas.

DEF 2: Un sistema de coordenadas es un conjunto de valores y puntos que permiten
definir univocamente la posicion de cualquier punto de un espacio euclideo.

Ejez

Ejex

Sistema de Coordenadas Cartesianas Espaciales

Un sistema de referencia en el espacio consiste en el conjunto

R = {O, (T _j) Ej} formado:

e Un punto fijo, O, llamado ORIGEN.

- > >

e Una base (i R k] para los vectores.

e Y acada punto se le asocia el vector OP de coordenadas del espacio (XA, Yas ZA)
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3. APLICACIONES DE LOS VECTORES A PROBLEMAS
GEOMETRICOS.

Coordenadas del vector que une dos puntos

OP+PQ=0Q - PQ=0Q-0P =(x,,Y,,2,)— (X, ¥, 2,) = (X, =%, ¥, = ¥,, 2, = 2,)

Ejemplo:
SiPyQsonP(3,4,-7), Q(-1,5,0),las coordenadas de Pz) y las de Qb son:
PQ=Q-P=(-150)-(34,-7)=(~417)

QP=Q-P=(4-1-7)

Coordenadas del punto medio de un segmento

Sean A (X1, Y1, 21) Y B (X2, Y2, Z2) los extremos de un segmento, el punto_medio del
segmento viene dado por:

I
=
[ Rui)

Ejemplo

Dados los puntos A(3, =2, 5) y B(3, 1, 7) , hallar las coordenadas del punto medio del
segmento que determinan.

%, 3+3,_2+1,5+? MB,—E,E:-
2 2 2 2
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Simétrico de un de un punto respecto de otro

El simétrico de P respecto de Q esP' si Q es el punto medio del
segmento PP'. Por tanto, siP=(x,Y,,2) Yy Q=(x,,Y,,2,), las coordenadas de
P'= (a,ﬂ,y) se obtienen a partir de las siguientes igualdades:

P’=(a, B, Y)
Q =(x,, Y2, 22)

P=(x1, Y1, Z1)

Coordenadas del baricentro de un triangulo

Sean A (X1, Y1, Z1), B (X2, Y2, Z2) ¥ C (X3, Y3, z3) los vértices de un triangulo, las
coordenadas del baricentro son:

Myt Mgt Ng Wyt Wotly oty
= ! = ! =
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Ejemplo

Sean A = (2, 1, 0), B= (1, 1, 1) y C = (4, 1, —=2) los vértices de un

triangulo. Determinar las coordenadas del baricentro.

G
’ 3 T3

1+43-1 -1+2+4 3-2+1 5 2
Gl1,2,2
: | 53

Puntos alineados

Tres 0 mas puntos estan alineados si estdn en una misma recta, y por

tanto el rango de los vectores determinados por ellos es 1.

Ejemplo

Comprobar si los puntos A(2,3,1), B(5,4,3) y C(2, 1, 2) estan alineados.

AB=(5-2,4-33-1)=(31,2)

AC = (2-2,1-3,2-1)=(0,-2,1)

[3 1 EJ
o -2 1

rang (E, ﬂu_if) =2

= [

3 1
o -2

Los puntos no estan alineados.

Puntos coplanarios

Dos o méas vectores son coplanarios si son linealmente dependientes, y

por tanto sus componentes son proporcionales y su rango es 2.

Dos o mas puntos son coplanarios, si los vectores determinados por

ellos también son coplanarios.

Los puntos coplanarios estan en un mismo plano.


http://www.vitutor.com/analitica/vectores/depandencia_independencia.html
http://www.vitutor.com/algebra/determinantes/rango.html
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Ejemplo

Comprobar si los puntos A(1, 2, 3), B(4, ,7, 8), C(3, 5, 5), D(—1, -2, —3)

y E(2, 2, 2) son coplanarios.

Los puntos A, B, C, D y E son coplanarios si:
rang (E, ﬁ, A_D'J ATEj =2

AB - (4-1,7-2,8-3)-(3,5,5)

AC = (3-1,5-2,5-3)=(2,3,2)

AD = (-1-1,-2-2,-3-3) = (-2, -4, -6)

AF = (2-1,2-2,2-3)=(,0,-1)

222 3 55
S 4 2 3 2/=0
T -2 -4 6
1 0 -1

rang (ﬂTB: E, A_D'J ATEj =3

Los puntos A, B, C, Dy E no son coplanarios.
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4. ECUACIONES DE LA RECTA.
Ecuacion vectorial de la recta

Sea P(Xo, Yo, Zo) €s un punto de la recta r y dsu vector director, el

- - -
vector PX tiene igual direccién que d, luego es igual a d multiplicado por
un escalar:

PX = Ad
OX = OP+ PX

(X: y,z)= (Xo' y0,20)+/1(dl,d3,d3)

Ecuaciones paramétricas de la recta
Operando en la ecuacidn vectorial de la recta llegamos a la igualdad:
(x,y,2)=(x, +Ad,,y, +Ad,,z, + Ad,)

Esta igualdad se verifica si:

X=X, +Ad,
y=y,+4d,
z=1,+Ad,
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Ecuaciones continuas de la recta

Despejando e igualando A en las ecuaciones paramétricas se tiene:

Ecuaciones implicitas o general de la recta
Una recta puede venir determinada por la interseccion de los planos.

Al resolver las siguientes igualdades obtenemos:

X=X, Y=Y
d, d,
X—X, 1=1,
d,  d,

Ax+8y +Cz+0 =10
A+ By +Cz+0' =0

Si en las ecuaciones continuas de la recta quitamos denominadores y pasamos
todo al primer miembro, obtenemos también las ecuaciones implicitas.
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Rectas

Recta del Eje X

Recta del Eje Y

Recta del Eje Z

Il
O o ~

X
r:{y
z

0
A
0

S|
N < X
Il

Il
N o O

X
Ty
z

dibujar3d(y=0,{color=rojo})

dibujar3d(z=0,{color=rojo})

dibujar3d(x=0,{color=rojo})

dibujar3d(z=0,{color=rojo})

dibujar3d(x=0,{color=rojo})

dibujar3d(y=0,{color=rojo})

10
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Ejemplos

1. Hallar las ecuaciones paramétricas, en forma continua e implicitas de
la recta que pasa por el punto A = (1, 2, 1) y cuyo vector director

es d = (4,5,-1).
(x =1+ <

¥ =& - Sh
| Z2=1-"%

¥ =1+4A A=

Sx -4y +13=0
-x-4z+3=0

2. Hallar las ecuaciones parameétricas,en forma continua e implicita de

la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 1) y B(0, 1, 1).

4B = (0-1,1-0,1-1)=(-1,1,0)

x-1 x-1 z-1 ¥+y-1=0
q -z+1=0

11
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3. Sear la recta de ecuacion:
r_)(—l_y_z—l
-1 2 3
(Pertenecen a r los puntos A(0, =2, —=2) y B(3, 2, 6)?
o-1 -2 -z2-1
T "z~ 3 e
%#%#E Egr
4. Dada larectar:
. ¥+ v+ zZ=10
| x-y -2z
Hallar las ecuaciones en forma continua y paramétrica.
¥+ +Z=10
X -y =27
-z 1 £ -z
X_Ez -1 =z 1 2zl 5z
"B 1] 3 TB 1173
1 -1 1 -1
z=10 x =0 y =0 A(0,0,0)
z=3 x=1 ¥ =-5 B(1,-5,3)
AB =1(1,-5,3)
=2
y=_5:'|l.. X y z
z=31 17573

12
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5. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS.

Nos dan dos rectas, r y s, determinadas cada una de ellas por un vector posicion y un vector

direccién.

I p(py, Py py)
d

p(p'. P, p%)
d

r: S:
(d,,d,,d,) (d',,d",,d")
Pueden darse uno de estos casos:
Coinciden Son paralelas Se cortan Se cruzan

—
\

Misma direccion

Un punto en
comun

Misma direccion

Ningun punto
comun.

Distinta direccion

Un punto en
comun

Distinta direccion

Ningun punto en
comun.

13
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Para ver cual es la posicion relativa de dos rectas, empezaremos por comprobar si

d//d'. Para ello, basta con observar si

(d,.d,,d,) esigual a k(d',,d",,d";) paraalgan valor de k

d d d 5 5 COINCIDENTES Per—>Pes
Si: L =—2=—25d//d'
dy dy 3 PARALELAS Per—>Pgs
d. d. d I SE CORTAN det(M *)=0
Si:d—}id—f;t—f—)dno//d'
oo s SE CRUZAN det(M *) =0
dl dll pll_pl
M*= dz dlz P',—P,
da dls p'3_p3

14
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Estudio de las posiciones relativas de dos rectas mediante rangos

Opcidn A B
MIM|M M
Rango * *
s COINCIDENTES
OPCION A 111121 2
X=p, +4d, X=p,+Ad"
r:y=p,+4d, s:y=p',+id’, SCI SCI
Z=p,+Ad, z=p',+Ad',
PARALELAS 1 al2] 3
d, d; d d,p,-p
M = dz dlz M = dz dlz plz_pz
d, d d, d.p
3 3 3 3p3 p3 Sl Sl
*También ecuacion vectorial o continua
- SECANTES
OPCION B sl 213! 3
- Ax+By+Cz+D, =0 (se cortan)
'A'1x+B'ly+C'1z+D'l:0 SCD SCD
B, C SE CRUZAN
A} Lo 2133 4
M= Al Bl C:1
A2 BZ C2
AIZ BIZ C'Z
S_{A2x+Bzy+sz+D2:O
"|A,x+B,y+C',z+D',=0 5| S|

Al Bl Cl Dl

M * = A} BY C'1 DY
A, B, Cz D,
Al2 Bl2 C I2 Dl2

15




TEMA 6 MATEMATICAS II

Rectas coincidentes

|A:=punto(1,5,1ﬂ] =3 punto(1,5,10)

| v=[3,5,7]1 = [3,5,7]

| r=recta (A,v) = 5-x-3-y+10=0N15-x-23-y+10-2=0
|dibujarSd{r,{color=rojo,anchura_linea=2}] = tablero1

|
|B:=punto(1 ,5,10) = punto(1,5,10)

| u=[6,10,14] = [6,10,14]

| s=recta(B,u) = 5-x-3-y+10=0N15-x-23 -y+10-z=0
|dibujarSd(r,{color=azu|,anchut’p_linea=2}} = tablero1

16
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Rectas paraleleas

| A:=punto(1,2,3) = punto(1,2,3)

|v=[2,4,1ﬂ] - [2,4,10]

| r=recta(A,v) = -5-x+z+2=0N-2-x+y=0
|dibujar:id(r,{color=azul,anchura_linea=4}} = tablero1

|
| B:=punto(2,2,5) => punto(2,2,5)

lu=[2,4,10] => [2,4,10]

| s=recta(B,u) = -2-x+y+2=0N-5.y+2.2=0
|dibujarEd(s,{color=rojn,anchura_linea=4}] = tablero1

17
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Recta gue se cortan

2 =5
‘A:=punto(2!3,1,—5!3] g puntO(E,LT)

|v=[-5,3,1] = [-5,3,1]
| r=recta(A,v) = =-3.x=-5:-y+7=0N18 -x+23.y+21-2=0
|dibujarEd[r,{color=azul,anchura_linea=4}] = tablero1

1 5
‘B:=punto[1:‘3,ﬂ,5!3] — puntﬂ(gsnsg)

|lu=[-1,2,0] = [-1,2,0]
| s=recta(B,u) = -6-x-3.y+2=0N-10-x-5-y+2.2=0
| dibujar3d(s,{color=rojo,anchura_linea=4}) =+ tablero1|

18
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Recta gue se cruzan

| A:=punto(2,3,0) => punto(2,3,0)

|v=[-3,5,1] = [-3,5,1]

| r=recta(A,v) = =-5.x-3-y+19=0N3-x-2-y+19.2=0
|dibujar3d(r,{color=azu|,anchura_linea=4}] = tablero1
|
| B:=punto(1,0,5) => punto(1,0,5)

lu=[-1,1,0] = [-1,1,0]

| s=recta(B,u) = -x-y+1=0N-5-x-5-y+z=0
|dihujar:id(s,{colcr=rojo,anchura_linea=4}] = tablero1

19
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6. ECUCACIONES DEL PLANO.
Ecuacion vectorial

Un plano queda determinado por un punto P y un par de vectores con distinta
direccion.

Para que el punto P pertenezca al plano « ¢l vector PX tiene que ser

coplanario(dependiente) con u y v.

PX = AU+ v
OX = OP+ P>

XV Z) = (X0 Yoy Zg )+ MUy, Uy, Ug )+ vy, Vo, V5 )

Ecuaciones paramétricas del plano

Operando en la ecuacion vectorial del plano llegamos a la igualdad:
(XJ!!"'I.IE) = [XEI +u1}"+ll"'l1.t"'*.l!!"lll:l +u2}"+l""f2.u'.120 +U3}\+'u"3p:.)

Esta igualdad se verifica si:

X=X, +u h+tvp
Y=Yottp AtV
Z=Z;tUA+V,p

20
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Ecuacion general o implicita del plano
Un punto esta en el plano 7 si tiene solucion el sistema:
X—X, =W h+vp

Y-Y¥, =t h+v,
Z-Z =Uh+v

Este sistema tiene que ser compatible determinado en las incognitas A y u- Por tanto el
determinante de la matriz ampliada del sistema con la columna de los términos
independientes tiene que ser igual a cero.

X - X, U v
Y-y, U, v,|=0
-7, Uu; v,

Desarrollamos el determinante.

. v v v
z Yz 1 ¥ 1 1
. v [X—XD)—U v [}’_}’n)"'u v [z—zn)=D
5 Y3 3 Vs z z
Damos los valores:
Al Ve g__t " c-t V1
Uy Vs Uy Vg U, v,
Sustituimos:

Alx —xg)+8(y —vg)+C(z-2,)=0
Realizamos las operaciones y le damos a D el valor:
D =-dx, -8y, -Cz,

Obtenemos la ecuacién general de plano:

Ax +By +Cz+ 0D =10

21
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Vector normal

n=(ab.c)

El vector es un vector normal al plano, es decir, perpendicular al plano.

A

31

P

Conocemos: P(Xo, Yo, Zo) €s un punto del plano.

n= (a,b,c)’ vector normal (perpendicular) al plano.

Si X e Plano — PX =(x—X,,Y - Y,.Z—Z,) es perpendicular al vector n,y por tanto

el producto escalar es cero Pg( H =0. Es decir:
(x—xo,y—yo,z—zo)~(a,b,z)=0

a(x—x,)+b(y - y,)+c(z-2,)=0

ax—ax, +by—-by, +cz-cz, =0

ax+by+cz—-ax, —by, —cz, =0

]

[T:ax+by+cz+d =0 d = —-ax, —by, —cz,

0

Reciprocamente: si conocemos la ecuacion implicita de un plano
IT:ax+by+cz+d =0, sabemos que (a, b, c) es perpendicular a el plano

22
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Planos
Plano YZ Plano XY Plano XZ
Z
- Z
i E =
X T y
x=0 X=A X=A1
riiy=4 Ty =u 7:3y=0
I=u z=0 Z=u
dibujar3d(x=0,{color=rojo}) dibujar3d(z=0,{color=rojo}) dibujar3d(y=0,{color=rojo})

Plano YZ Plano XY Plano XZ
Z Z
_ X <=
S y
riiy=4 Ty =u riiy=4
I=u z=4 I=u

dibujar3d(x=4,{color=rojo})

dibujar3d(z=4,{color=rojo})

dibujar3d(y=4,{color=rojo})

23
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Ecuacion canonica o segmentaria del plano

C(0,0, ¢) ’

; B(0, b, 0)

I Z

Aja,0,0)

Sean los puntos A(a, 0, 0), B(0, b, 0) y C(0, 0, c), la ecuacion canonica viene dada por:

X ¥
—++_=1
a b c
a;ﬁ b;ﬁ c:__'D
A B8 C
Ejercicios

1. Hallar las ecuaciones parameétricas e implicitas del plano que pasa por el punto
A(L, 1, 1) y tiene como vectores directores a = ~ (1,-1,1) y " (2,3,- 1).
¥=1+h+20
v=1-h+3L
Z=1+A-p

-1 1 2
y-1 -1 3|=0
z-1 1 -1

—Z2x+3v+5z7-6=10

24
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2. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano que pasa por los puntos

A(—1,2,3)yB(3, 1, 4) y contiene al vector u=(0,0,1) .

AB = (3+1,1-2,4-3)=(4,-1,1)

=-1+4h
YV==2-A
Z=3+A+p

x+1 4 0
-2 -1 0|=0 -x —dy+7 =0
z-3 1 1

3. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano que pasa por los puntos
A(-1,1,-1),B(0, 1, 1) y C(4, -3, 2).

AB = (0+1,1-1,1+1)=(1,0,2)

—_—

AC = (4+1,-3-1,2+1) = (5,-4,3)

=-1+4+5u

y=1-4u
=-1+2h+30

x+1 1 5
v—-1 0 -4|=0 By + /v -4dzr-3=10
zZ+1 2 3

4. Seam el plano de ecuaciones paramétricas:

¥=1+h+p
Wo=2= b+ 2L
z=4h-3

Se pide comprobar si los puntos A (2, 1, 9/2) y B(0, 9, —1) pertenecen al

plano.

25
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-1 1 1
-2 -1 Z|=0 -Sx+7y +3z-9=0
z g4 -3

=
—5-2+?-1+3-§—9=&D U
—5-D+?-9+3-[—1)—9#D Ben

5. Hallar la ecuacion segmentaria del plano que pasa por los puntos A(1, 1, 0), B(1, 0,
1)y C(0, 1, 1).

AB=(1-1,0-1,1-0)=(0,-1,1)
AC = (0-1,1-1,1-0) = (-1,0,1)
-1 0 -1

v—-1 -1 0Of=0 ¥ -y -Z+2=10
z 1 1

Dividiendo por —2 obtenemos la ecuacion segmentaria:

+g+ =1

M| M

X
2

6. Hallar la ecuacién de la recta r, que pasa por el punto (1, 0, 0) y es perpendicular al
planox —y—z+2=0.

n=(1,-1,-1)

Por ser la recta perpendicular al plano, el vector normal del plano, , Sera

el vector director de la recta que pasa por el punto (1, 0, 0).

1

¥=1 v z
-1 -1

7. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(2, 0, 1 y contiene a la recta de
ecuacion:

Z
-1
De la ecuacion de la recta obtenemos el punto B y el vector - .

26
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B[li—SJ D)
xi'u[zf[]f 1)
-2 2

W 1
z-1 -1

4B = (1-2,-3-0,0-1)=(-1,-3,-1)
U=(2,1,-1)  AB=(-1,-3,-1)
-1

-3 =0 dx -3y + Sz-13=10
-1

27
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7. POSICIONES RELATIVAS DE PLANOS Y RECTAS.

DOS PLANOS
Rango | M | M* Otra forma
PLANOS 1 1
COINCIDENTES SCi Si
7 AX+By+Cz+D=0 A_ B _C_D
2 A" B' C' D'
7''A'X+B'y+C'z+D'=0 parametros
PLANOS 1 2 Si
o A B C PARALELOS S AA:BE:CE DR
A" B C
PLANOS 2 2
M*z[A B C Dj SECANTES R
A' B' C' D' SCl sihL.B L~
Se cortan en una Al B C

recta

1
pardmetro

28
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Planos paralelos

_| p = plano(x-3y+4z-11=0) = x-3-y+4-2-11=0

| q =plano(4x-12y+16z+40=0) = x-3.y+4.-z+10=0
|dibujarSd[p,{cclor=rojn}] = tablero1
|dibujarSd[q,{cnlor=azul}] =3 tablero1

29
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Planos secantes (se cortan en una recta)

| p = plano(x-3y+4z-11=0) =» x-3.y+4.2=-11=0
|dibujarEd[p,{color=rojo}] =% tablero1

| A:=punto(5,2,-3) => punto(5,2,-3)

| v=[7,0,0] => [7,0,0]

|u=[1,2,5] = [1,2,5]

| g=plano(A,u,v) =» 5.y-2.z-16=0
|dibujarEd[q,{color=azul}] = tablero1
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TEMA 6 MATEMATICAS II

UN PLANO Y UNA RECTA

Rango M | M*
; e L [Piot EN
X=p,+AU
Py ! M*=lu, Vv, W,d,—p,
ry=p,+Au EN EL PLANO
2 2 U V3 W03 — Ps SCI
Z=p;+AU,
X =0, + 4V, + oW, RECTAY |, |
Y =0y oty PAI:-:LhIlE:.)OS
Z=0,+ UV, +aWw, S
RECTA
3 3
CORTA AL
PLANO
.{A&X+Bly+C12+D1:O
A1X+Bly+Clz+D1:0 Ai Bl C1 D1 <b
M*=| A, B’ C'|D'
7:AX+By+Cz+D=0 ! ! Het
A B C|D

Otra forma:

X=p,+ AU, 7:AX+By+Cz+D=0
r:y=p,+A4u,
Z=p,+AU,

A(p,+Au,)+B(p,+4u,)+C(p;+Au,)+D=0=ai=b

Se sustituyen las coordenadas del punto genérico de la recta en la ecuacion del plano:

a# 0 — SCD — Solucién dnica SE CORTAN
al=b— a=0,b=0—> Sl - A solucién PARALELAS
a=0,b=0— SCI — Infinitas soluciones CONTENIDA

N
Una recta r (de vector direcciond ) es paralela o esta contenida en un plano © de vector

— - - -
normal n cuando d L n, ysoloenestecaso d-n=0.
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TEMA 6

MATEMATICAS I

POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS

Rango

M | M*

7:AX+By+Cz+D=0
a.:A'xX+B'y+C'z+D'=0

L A"X+B"y+C"z+D"=0

SCI

TRES PLANOS
COINCIDENTES

TRES PLANOS
PARALELOS

S|

DOS PLANOS
COINCIDENTES Y
PARALELOS A UN

TERCERO

SCI

TRES PLANOS SE
CORTAN EN UNA RECTA

DOS PLANOS
COINDICENTES CORTAN
A UN TERCERO

S|

TRES PLANOS SE
CORTAN DOS A DOS

DOS PLANOS
PARALELOS CORTADOS
POR UN TERCERO

SCD

TRES PLANOS SE
CORTAN EN UN PUNTO

opciones se estd dando.

Cuando al estudiar los rangos nos encontramos con dos posibles posiciones de los planos,
tenemos que estudiar las posiciones de los planos dos a dos para comprobar cudl de las dos




TEMA 6 MATEMATICAS Il

AUTOEVALUACION

1 Conociendo A(—4, 3.3) v B(6, 3, -2), calcula:
a) El punto medio de AB.
b} El punto simétrico de B respecto de A.

M —_—
c) El punto {J: i 0 &
Resolucion
. [—i+6 343 _‘?—2'| |' 1y
ar.l:?'dﬂ=ll 3 "3 ' 3 .l =I|.Li?|l

b) Llamamos 5(c, f, ¥ al punto simétrico de B respecto de 4. Asi:

ﬁHI:-« — w==l4

2
%:5 — H.=_!| L S(-14, 3, 8)
-2+7 _ B

3 =3 — Y=8

2 2
c) 00 = 04+ AQ = Ez’n?ﬂr =(-4,3,3) + 2(10,0,55) = (4,3, 3) + (4,0,-D = ©, 3. 1)

Por lo tanto, Q40, 3, 1.

2 Dados los punws A(1, 3,-2). B(—5.4, 1) ¥ C(7. 2, 4k
a) Deternuina la fecta # que pasa por 4 v B
b)Halla m v n para que F(3, m, 1) pertenezcaa r.
C) Determina la ecuacion del plano © que pasa por 4, By C
d)Halla &k paraque Q& 7,-1) peftenescaa m.
€) jCuil es la posicion relativa de r vy n?

Resolucion
x=1-06k
—>F .
alABi-6,1,3), rqy=3+A
x=-2+ 3

b Sustituyendo PC3, m, #) en las ecuaciones de

(=11 &
m=3+h — m=}+|T:I=—

3

-1
n=-2+3k — i!=—2+_’|-l:'T|| s =3

5 [ 8
Asi, m=— y w=-3, luego P|3,—, -5
A=l 5 _'_. [Nl i) |. _:;. I|
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TEMA 6

MATEMATICAS Il

<) AB(-6,1,3). AC(6,-1,6)
— —
Hallamos un vector perpendicular a A8 vy AC:

Al x A = (26,1, 3y % (6, -1, &) = (0, 54, 0) // (1, 6, O)

Por tanto, la ecuacion de T serd:
X-1D+60p -3+ x+2=0
x+oy-1v=40
* (hra forma de hacerdo sera:
x-1 -3 =-12
b 1 3 (=0 x+ap-19=0
G -1 &
Por supuesto, llepariamos a la misma solucikon.
# (Otra forma:
mav+ hy+cr+d=10
Aenm - a+ib-Ic+d=10
Bem = Sa+db+ c+d=10
Cem — Ta+2h+dc+d=10

Resolviendo €] sistema se obtiene una solucion indeterminada:

a=k b=0k c=0 d=-194A
Haciendo A =1 se llega a la ecuacidn anterior:

x+oy-1v=40

di i QR 7, -1 e W, tiene que cumplir su ecuacion:

E+6-T-19=0 = k=-23 = Q(-23.7,-lien

el Como ¥ pasapor 4 v B, y @ pasapor 4, B vy C, obviamente ¥ esta contenida en T

- 8 x =15+ 4k
3 r..'.l.'—Tl =_'l';1=z; sily=—2— L
=19 + kL

Halla la posicion relativa de las rectas r ¥ 5 (51 se cortan, di en qué punto):
a)Para k=2, biPara kE=5.

Resolucion
a)k=2

d (7, 0,2y ROI7, 1, 8er

SR (2, 3,11
= 2,3 -
d 04, -1, 2% 8015, -2, 1% e s '

Veamos el ranpo de estos tres vectores:

7 0 2
4 -1 2|=7T+2+4-42=630
2 i -1

Los tres vectores son lincalmente independientes. Las rectas, por tanto, se cruean.
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TEMA 6 MATEMATICAS Il

brk=5
d.7,0, 2% R(17,1,8er .
- . o SR (2 3 11
d,r4, =1, 3% 5015, -2, 19 e s

Veamos el rango de ostos tres vootores:

T 0 2
4 =1 5|=0
2 3 11

El vector SR depende incalmente de ;jr ¥ E{,. Las rectas, por tanto, se cortan.

Expresamos F en paramétricas ¢ igualamos coordenada a coordenada:

x=17+7n 17 +7p = 15 + 4
ray=1 — 1==2—- A} Elsistema tiene solucidn: A =-3 p=-2
¥=H+2u B+ =19+ 54

Sustituimos A =-3 en s:
x=15+4i-3=3
y==2-(-31=1 Se cortan en el punto (3, 1, 4)
=19+ 5-3)=4

Se obtiene el mismo punto sustituyendo @0 = -2 en las ecvaciones de 7

4 Determina las ecuaciones de la recta que coraa r ya § yes paralelaa :

x= 2+h x=3 x= 8- L
iy y=-3—-4 Eiy¥= A Liy= 5+ A
z= 6+4 z=0_3 z=—6+2L

Resolucion
Tomamos un punto genérico de 1, B2 +A, 3 - A 6 +3), yowode 5, S03, p, 9 — ph

Forzamos al vector RS a que sea paralelo al vector director de &, (=1, 1, 2, haciendo que sus coordenadas sean

proporcionales.
-
RS =1 - 3+h+p, -15-h—-w/i/-1, 123

1-& 3+h+p
=T
1-&_-I5-A-p
-1 2

La solucidn de este sistema es: L=-3, p=—4

Para A =-3 obtenemos el punto (-1, 0, 3}, que pertenece a 7y a la recta buscada. Por tanto, la ecuacién de esta es:

x=-1- 4
y= A
r= 3+2A
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TEMA 6 MATEMATICAS Il

3 Considera el punto P(2, 0, 1) ¥ las rectas:

x=1 x= T- L
riy=5+ A rpiy=-15+3k
z=2+24 z= 7

Halla una recta § que pasa por P ycortaa 1y vya ry.

Resolucion

la recta pedida, 5, serd la interseccion de dos planos:

* My, quecontienea P oya r.

* M, quecontienea Foya F,.

El vector director de la recta 1y, dy(0, 1, 2), es paralelo al plano vy el vector que va desde el punto P al punio
R1,5,2) delarecta 1y, Fﬁ’ﬂ'—]. 5, 1), también lo es. Por lo tanto, el plano &, serd:

x—-2 y z-1
-1 5 I =0 = 9ix-2+2y—(z-11=0 M+ Zy—x—17=0
] 1 2

Die la misma forma, @, vendri dado asi:

x—-2 y z-1
5 15 6 |=0 = -I8x-2-6Gy=0 My Ax+y—6=0
-1 3 il
5 es la interseccion de los planos |, ¥ Wy
x=A
e+ y-xr-17=0 )
A+ y =10 — y=6-3
. ’ ¥=_5+3k

& Describe ¥ representa cada una de las signientes figuras:

x=10 x=10 =0 x=23
@y=3 bljy=3 clyy=3 d}{Fu eliy=u Dx=y=z
z=A z=0 z=0
Resolucion
a} Mano |- |« =
a) b} c)
b} Recta
c) Punto ——— . = ——
d) Recta X / x / : X /
) Plano B - B
d) ol ]
f} Recta
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