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BAREM DE L’EXAMEN: Cal elegir sols UNA de les dues OPCIONS, A o B, i s"han de fer els tres problemes d"aquesta opcio.

Cada problema puntua fing a 10 punts.

La quahficacié de lexercic: és 1a suma de les qualificacions de cada problema divadida entre 3.1 aproximada a les centésmmes.

Cada estudiant pot disposar d'una calenladora cientifica o grafica. Se'n prohibeix la wiilitzacié indeguda (guardar formmles o text en memomna).
S'nse o no 1a caleuladora, els resulrats analitics 1 grafics han d'estar sempre degudament mstificats.

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A o B, v e han de hacer los tres problemas de esa opeidn.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio serd la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 v aproximada a las centésimas.

Cada estudiante podri disponer de una calculadora cientifica o grafica. Se prohibe su wiihizacion indebida (guardar foromlas o texto en memona).
Se utilice o no la calouladora, los resultados analiticos v graficos deberan estar siempre debidamente justificados,

OPCION A

Problema A.1. Obtener razonadamente:

X
a —————dx =(3 puntos).
) Ix2—3x+2 3P )

El denominador tiene dos raices simples, x =1 y x =2, luego
X _ X 4 N B A(x—-2)+B(x-1)
¥ =3x+2 (x-DE-2) (-1 (x-2) (x=Dx=-2)

Luego, x=A4A(x—2)+B(x—1), calculemos los valores de 4y B.
para x=1 — J=—4+0 — 4=-1]
para x=2 — 2=0+B.1 — B=2

Entonces:

X -1 2 -1 2
Jrea=] G asll o e e e
=—Ln|x—1|+2Ln|x-2|+C




b) dx = (4 puntos).

"-12x3 —8x%+9x-5
X2 —7X+2

El numerador es de grado superior al denominador. Hay que realizar la division:

12x° —8x%? +9x -5 6x—7
5 =2X+1+——F——
6X° —7X+2 6X° —7X+2

6x—7
X2 —TX+2

Ile3 —8x*>+9x-5

o 712 dx:12x+1dx+j6

dx = x? +x+|n(6x2—7x+2)+c,c6€R

c) j(xz + 2x)- In xdx = (3 puntos).

Integral por partes

u=|nx—>du=1dx
X

3
dv:x2+2x—>v=jx2+2xdx:X?er2

3 3 3 3 2
j(x2+2x)-lnxdx:lnx- L —'[ L 1dx:lnx- X X —IX—+X—dx:
3 3 X 3 33X X

3 3 3 2
“Inxe| i x? —lszdx+jxdx:nx- X —X—+X—+C,CGER
3 3 3 9 2



Problema A.2. Calcular razonadamente el area de la superficie S limitada por la curva y = — 5’ el
X j—

eje OXy las rectas de ecuaciones x =—2 y x = 2. (10 puntos).
Para calcular esta area debemos dibujar, de forma aproximada, la curva dada

La curva corresponde a la funcion estudiada en el apartado a). Por lo tanto conocemos:

su dominio,  Faome y=% _{_1 3}

y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento:

-3 0 3

f’(x) + + - -
f(X) crece crece decrece decrece

De lo anterior deducimos que en x = 0 la curva tiene un maximo relativo

Puntos de corte con el eje OX

y:0,0Z

21 9 —0=1— Nocortaal eje OX

Posibles asintotas verticales x = —3 y x = 3; veamoslo,

1 1 1
lim = =—=m |uego x =— 3 es una asintota vertical
»30-0(3+x) 6.0 0
. 1 1 1 ] .
lim =m |uego x = 3 es una asintota vertical

M 33+ 06 0

A partir de lo estudiado podemos realizar la siguiente representacion,

|
’ 1
dx =» -0.53648
XZ-9
-2
|
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El célculo de esta area lo realizamos mediante la siguiente integral

.
2(3—xX3+x)

por el apartado b) sabemos que,

NEAAN

NGB—x)y (G+x)

2
-1 1
=|—InB—x+-In3+x|| =
| sl g s sl |
=__1Ln|3—2|+1Ln|3+2|—[__1Ln|3+1|+1Ln|3—2|]=__1Ln1+1Ln5+an5—an1=(m
6 6 6 6 6 6 6 6

Finalmente, el rea de la superficie pedida es 11’;; S ut 05365 ut
3



Problema A.3. En un terreno con forma de semicirculo de radio 3@ metros, se dibuja un rectangulo que
tiene dos vértices sobre la semicircunferencia del perimetro del terreno. Los otros dos vértices del rectangulo
estan sobre el segmento rectilineo de dicho perimetro y distan x metros. Obtener razonadamente:

a) El érea del rectangulo en funcion de x. (5 puntos).
b) Elvalorde x para el que es maxima el area del rectangulo. (2 puntos).

Solucion:
a) Del enunciado del problema obtenemos que la representacion gréfica de este es:

.--’/.- N ~
N

r=\50 m
Situando este gréafico en unos ejes cuyo origen de coordenadas sea el centro desde el que se traza el
semicirculo:

-b =V m 2

Vamos a comprobar que los vértices del rectangulo tiene por abcisa -x/2 y x/2.

Sean a y b dos nimeros positivos y los vértices del rectangulo situados sobre el segmento rectilineo que
tengan de coordenadas ( —b,0) y (a,0).

Calculemos las coordenadas de los vértices que estan sobre la semicircunferencia.

La ecuacion de una circunferenciaes ¢ 4 8% =r?
En este caso particular,

a’+ﬁ’=(ﬁ} = @+ =50

Las ordenadas de los vértices del rectangulo sobre la semicircunferencia seran,
Paora a=a a + 2 =50
B =50-do

B=%/50-a"
Ahora bien, como el vértice que estamos calculando esta sobre el eje X, £ > 0, luego

B=50-a"
Pora a=-b (-8f+p =50

¥+ 5 =50

B=-50-



Pero los vértices del rectangulo sobre la semicircunferencia deben tener la misma ordenada, por lo que:
J50—2* = .50

50—a’ =50-%

-2 =-b

&= — a=1h
Por la eleccién que hemos hecho de a y b (ambos positivos), obtenemos que a =b.

. x
Tendiendoencuentaque g4+db=x — ata=x — 2a=-x — a:i
Por lo que la ordenada de los vértices que estan sobre la semicircunferencia sera:

A= su—[f]z— Su_ﬁ_\{m—f_sz—f
B 2) 4 4 2

La situacidn final del gréficos es,

o _-—( V200- % )

El &rea del rectangulo sera

;(g:;.c"&m;_xz :xJzu:—f

Veamos los valores que puede tomar x. Por definicion x es una distancia entre dos puntos, luego x > 0.
Ademas, puesto que el rectangulo esta construido dentro de una semicircunferencia, se cumplira que

%iﬁ — x<2.50. Zuego 0<x<2./50 (= 0<x<1414)
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El valor de x para el que es maxima el area del rectangulo. (5 puntos).

b) ¢x / area es maxima?

4= 220
s o) )
A()=0
l{m_ x ]_u
2 200— x>
mlzj—xz:"
200 —x* =0

200-222=0 — 200=22" — f:? - £2=100 » x=110

Como los valores de x deben ser mayores o iguales que cero, sélo sirve la solucién x = 10.
Veamos ahora si para este valor de x A(x) tiene un maximo, para ello estudiamos el signo de A" en los
siguientes intervalos,

l | |
| T

|
0 10 2\/50
x A= %[JZW—J:’ —L]

200 — 1*
1 22 1 1 4
2| Z|J00-22— - |=2|.196— =_|14—— |=685_>0
1[ ﬁizou—z“] 2[ ] 2( 14]

2
12 1[«\!200—12’——12 ]=1[«f5_—”4]=—5'm_{u
2 (200-127 ) 2

s

%

= _\,
Marcando estos resultados en el intervalo anterior, | | |
I T

1
0 10 250

Luego en x = 10 hay un maximo relativo que es el absoluto de la funcién A(x) ya que, en su dominio de
definicién, a laizquierda de 10 A(x) es creciente y a la derecha decreciente.

Finalmente, el area del rectangulo es maxima para x = 10 m.
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BAREM DE L’EXAMEN: Cal elegir sols UNA de les dues OPCIONS, A o B, i s'han de fer els tres problemes d’aquesta opeio.
Cada problema puntua fins a 10 punts.
La qualificacié de lexercics é¢ la suma de les qualificacions de cada problema dividida entre 3. 1 aproximada a les centésimes,

Cada estediant pot disposar duna calenladora cientifica o arafica. Se'n prohibeix Ia urilitzacis indeguda (guardar formmles o text en memonia).
S'use o no la caleuladora, els resultats analines 1 grafics han d'estar sempre degndament justificats.

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegird solo UNA de las dos OPCIONES, A o B, ¥ se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problemna se puntara hasta 10 puatos,

La calificacién del ejercicio serd la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 v aproximada a las centésimas,

Cada estudiante podra disponer de wna calculadora cientifica o grifica, Se prohibe su utilizacion indebida (geardar fornmlas o texto en memona),
Seutilice 0 no la calculadora, los resultadoas analiticos v graficos deberan estar siempre debidamente justificados,

OPCION B

Problema B.1. Obtener razonadamente:

X
a —dx =(3 puntos
) J.x2—3x+2 S )

El denominador tiene dos raices simples, x =1 y x =2, luego
X _ by 4 N B A(x—=2)+B(x-1)
x¥=3x+2 (x-Dx-2) (-1 (x-2) (x=Dx=-2)

Luego, x=A4(x—2)+B(x—1), calculemos los valores de 4y B.
para x=1 — J=—4+0 — 4=-1]
para x=2 — 2=0+B.] — B=2

Entonces:

x -1 2 -1 2
Jreae=mmdv= ]| T T Jdesf et [ e
=—Ln|x-1+2Ln|x-2|+C

2x%2 +12x—6
b dx =04 t
) -[(x—2)~(x2+9) X =(4 puntos)




c) j(x2 + 2x)- In xdx = (3 puntos)

Integral por partes

u:lnx—>du:1dx
X
3

dv:x2+2x—>v:jx2+2xdx:X?+x2

2

3 3 3 3
I(x2+2x)~lnxdx=lnx- Xix? —J' X Rax=x | X —IX—+X—dx:
3 3 X 3 3X X

3 3 3 2
“Inx i —lszdxﬂ.xdx:nx- L —X—+X—+c,0ei}{
3 3 3 9 2



Problema B.2. Para cada nimero real positivo o, se considera la funcion g(x) = x* + a. Se pide calcular
razonadamente:

a) El area de la region del plano limitada por el eje X, el eje Y, la recta X= ﬂf{g y la curvay = g(x).
(5 puntos).

Solucion:
a) g(x) = X* + a, a > 0. Grdficamente es una pardbola de vértice (0, a)
La region del plano limitada por eje X, eje Y, ,— ,h,.E e y=g(x) sera:

Je

Calculamos el area de esta region mediante la siguiente integral,
[]

3 J6
Iﬁ(xz+a)dr=|:%+ax] [@+aﬁ]—[ﬂ]=?+a 6=2/6+a/6=21+a)/6

como el valor del drea obtenido depende de a, el drea pedida podemos escribirla

como: A@)=Q+a)/6

b) El valor de o para el que lacurva y=x*+ « divide al rectangulo de Vértices (0,0), (JE ,0), («."E ,
6+ a), (0, 6 + ) en dos regiones de igual area. (5 puntos)

C; x:ﬁ —> g(ﬁ):(ﬁ)z+a:ﬁ+a

d) Luego dibujando la parabola y el rectangulo tendriamos,
6+a
—a
e) /e

El area del rectanguloes  R{a) = (6 +a)£

f)

El area de la zona pintada, segun lo calculado en el apartado anterior, () =2+ a)ql.ui

0)
Debe  ser @ =_A(a)

=(2+a)./6
bta=44+2«x

6—-4=2a-¢
2=

h)

6+a)/6
2

El valor buscado de « es 2.



Problema B.3. Halla el radio de la base y la altura de un cilindro inscrito en una esfera de radio R para que
el area lateral del cilindro sea maxima. (10 puntos)

Solucion:

Llamamos x al radio de la base del cilindro y h a su altura.
Expresamos h, en funcién de x y R:
2

2
[2] =7 = hIJrf:;:F — h2=4[H2—x2) = h=2WJR"-x" D<x<h

Area lateral = perimetro de labase . altura = Al X) = 2mx- 20§ = 37 = Aqoinf 2 — 52
Buscamos x para que el &rea sea méaxima:

—Jw Ay 4:!1:(92—3-(2)—4753-(2
AlxY) = dmafR* = % +dmx — =2 = AmafR? - x? - = =
) INFE - x* N N

AR - 2x° 2
:—ﬂ( JHC):[ZJ S RT-2E=0 - X2 x=£9
NRF-x* 2 g

3

A'=0 alizguierdade x = ?H vy A'= 0 aladerecha de dicho valor portanto, en

N

X = ?E’ hay Un maximo. En este caso, la altura del cilindro es:

> R R 2
h=2VR —XZ:Z\’RZ—?:E ?:EE‘:\EH



