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OPCION A
4 3 A
Problema A.1. Paracadanumeroreal 2, A&y eslamatriz MH=|2 1 2 Se pide:
A A -1

a) Obtener el determinante de la matriz (% |y justificar que para cualquier nimero real 2

1
existe la matriz M7 inversa de M2 (4 puntos).

4 3 A
i) =12 1 2|=—4+ 22 +64-F-8A+6= A -24+2
i A -1

Veamos para que valoresde A () =1

2x.MM-4.1.2 34+ 0-4 nolenescolucionss

2.1 2 reales

Es decir que para cualquier valor de  ie% |M(4|=0 porloque wie$® I M -1

A -24+2=0 — A=

b) Calcular lamatriz M(0)* (3 puntos)

4 3 0
M=|2 1 2 pr(my=0% -2.0+2=2
o0 -1

Entonces M(0) tiene inversa. Por Gauss o por determinant se calcula la inversa.

| 430 43 0
M=[21 2 | = [21 2
00 -1 00 -1
1 3
-—— 2 3
ao | T2 2
M 1 -2 -4
0 0 -1




c) Si A=M(8), B=M(4) y C=M(3), calctlese, razonadamente el determinante de la matriz
producto AB* C™*. (3 puntos)

1

4.5)=|4|5] yave |a7|= "

Aplicando que

1

@l

R [ 11 1
‘ﬂ.Bl.Cl=|ﬂ|‘£’1|‘Cl‘=|ﬂ|ﬁﬁ=|ﬂ{(ej|m

B2 -2 8+2)— ! I _soll

42_9 4+2 3% -2 342 105

1

43 A 43 A
MA)=[21 2 ||[= A=[21 2
AA -1 AA -1
(43 8)
A=M(8) = (2 1 2
(8 8 -1
(43 4)
B=M(4) = [2 1 2
(44 -1)
(43 3)
C=M(3) = [2 1 2
(33 -1

|A-B-1.C~1| = 1]

—



Problema A.2. Consideramos los planos

1. x+p-—-d=10

Tyl dx+dp+E+2=10
donde 4 es un parametro real. Se pide:

a) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccion de los planos ™1 y 7z
cuando 4 =4 (5 puntos)

Para £ =4 el plano 7z ser&: 2 x+ 4y +4z+2=0; simplificando por 2 queda
X+2y+2z+1=0

La ecuacion de la recta r interseccion de estos dos planos serd, en forma implicita,
X+y-d=10

¥
r+dy+dz+1=10

Para obtener la ecuaciones paramétricas, y = A, despejamos x en funcion de A
X =6— A y ahora calculamos el valor de z en funcion de 4

6—/1+2/1+22+1:0—>z:_7_/1

Las ecuaciones paramétricas de r seran,

X=6-4
r.-sy=A414 AeR
-7 A
7 =———
2 2

b) Calcular razonadamente 4 para que los planos ™1 y #z se corten formando un angulo de 45°.
(5 puntos)

A(LL0) ¥ my(24,2)

[—”—] "

cosl XMy | = e

P e

(1L10) (2.4, )

JT+1 a+16+ 2
V2_ o244

2 J2 oo+ B
NIRRT Ry S

2 A0+ F =12

cosdif=

20+ ¥ =6
Elevando ambos miembros de la igualdad al cuadrado,

2044 =36 = =16 = A=%fl6 = A=14
Comprobamos las soluciones obtenidas en la ecuacion irracional

Para A=4 — JJa0+4* -6 J20+16=6 J6=6 &

Para A=-4 — J204+(-4% =6, f20+16 =6, 6 =06 &



Ambos planos se cortaran formando un angulo de 45° cuando A=—4 o A=4 .



Problema A.3. Sea f la funcién definida por

_ X
J0= X —3x+2

Obtener razonadamente:
a) El dominioy las asintotas de la funcion f(x). (5 puntos)

3+1
bl —:2
5 —(-3)E(-3)"—4.1.2 3£,/9-8 3%£,1 3+
X =3x+2=0 —> x= =3 ) = = ‘/723 1: 2
2.1 2 2 2 3—1_1
2

Porlo que Dom f(x)=%-{1,2}

Calculo de las asintotas,
Asintotas verticales, las posibles asintotas verticales son x=1 y x=2.
x=1

, X 1 1 .
Lim— =— =—=o00 = x=lesa.v.
=1y =3x+2 1I"=-3.1+2 O
x=2

, 2 2
Lim — = — =—=o00 = Xx=2esa.v.
=2 x"=3x+2 2°-3.242 0

Asintota horizontal,

. X — 0 X | |
Lim — = =Lim—=Lim—=—=0
= x® =3x+2 (400 r=-=x® xo-=yxy —oo

. X + o0 X | 1
Lim — = = Lim—= Lim—=——-=0
x4yt —=3x+2 (400 ) xo4ext yodex 4o

Lutego y =0 es la asintota horizontal.

Asintota oblicua,
Es una funcion racional con asintota horizontal, por lo que no tiene asintota oblicua. Comprobémoslo,
La asintota oblicua serd la recta de ecuacion y = m x + n; caleulando los coeficientes m y n

X
P
. x*-3 , X oo X 11
m= erw =Lim—————=|— |=Lim—=Lim—=—=0
X — o0 X y—e y' —3x  +2x oo x—eo g x—e x” oo
Como m = 0, no hay asintota oblicua.



b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x). (5 puntos)

o 1 3r42)-x2x-3) X -Bx42-2x"43x  —x' 42
y = 5 2 = 3 2 = 2 2
(A"—3X+2) (x'—3x+2} (x'—3x+2}
Obtengamos las raices del numerador y del denominador,

—x742=0 — aT=2 5 x=1y2

(xl —3x+ 2]2 =0 — x*-3x+2=0 — (resuelta enel apartadoa)) x=1,2

Representamos en la recta real las cuatro soluciones obtenidas y tenemos en cuenta el dominio de la fumcion,

2 1 V2 2

) ~ o o ~ ~

() (-3)<0 (15>0 | F'(1,2)>0 (1,8)<0 (3)<0

Intervalo Decrecimiento = (— oo,—\/i)u (\/E,Z)U (2,+oo)

Intervalo Crecimiento= (— \/E,l)u (1, \/E)



Problema A.4. En un terreno con forma de semicirculo de radio 3@ metros, se dibuja un rectangulo que
tiene dos vértices sobre la semicircunferencia del perimetro del terreno. Los otros dos vértices del rectangulo
estan sobre el segmento rectilineo de dicho perimetro y distan x metros. Obtener razonadamente:

a) El area del rectangulo en funcion de x. (5 puntos).

Del enunciado del problema obtenemos que la representacién gréafica de este es:

r= \’50 m
Situando este grafico en unos ejes cuyo origen de coordenadas sea el centro desde el que se traza el
semicirculo:

8 =V m
Vamos a comprobar que los vértices del rectangulo tiene por abcisa -x/2 y x/2.

Sean a y b dos nimeros positivos y los vértices del rectangulo situados sobre el segmento rectilineo que
tengan de coordenadas ( —b,0) y (a, 0).

Calculemos las coordenadas de los vértices que estan sobre la semicircunferencia.
La ecuacion de una circunferenciaes ¢ 4 8% =r?
En este caso particular,
a’+ =(ﬁ} = @+ =50
Las ordenadas de los vértices del rectangulo sobre la semicircunferencia seran,
Pora a=a a4+ 82 =50

B =50-o

B=%/50—a"

Ahora bien, como el vértice que estamos calculando esta sobre el eje X, £ > 0, luego

B=50-a"



Para a=-b (-8f+p° =50
B+ 5 =50

B=-50-#

Pero los vértices del rectangulo sobre la semicircunferencia deben tener la misma ordenada, por lo que:
50— = /50— &

50—’ =50-%

@ =B

=8 - a=1b
Por la eleccion que hemos hecho de a y b (ambos positivos), obtenemos que a = b.

Tendiendoen cuentaque g4+d=x — ata=x — 2a=x — a:%

Por lo que la ordenada de los vértices que estan sobre la semicircunferencia sera:

2
A= 5u_(fJ - 5u_£:J2uu_f:Jzuu_f
\ 2 a a 2

La situacion final del gréficos es,

Y 3 ( x  V200-% )

El area del rectangulo sera

A(g:x"m';_xz :xJzu:—f

Veamos los valores que puede tomar x. Por definicion x es una distancia entre dos puntos, luego x > 0.
Ademas, puesto que el rectangulo esta construido dentro de una semicircunferencia, se cumplira que

’E‘:iﬁ > x<2/50. ZIuego 0<x<2.50 (= 0<x<1414)




b) Elvalor de x para el que es maxima el area del rectangulo. (5 puntos).

=220
o e ) )
A©=0
l[m_ x ]:u
2 00— x°
0 _ﬂzof-xz:"
200- ¥ —x° =0

200-222=0 — 200=22 — f:? - =100 —» x=110

Como los valores de x deben ser mayores o iguales que cero, sélo sirve la solucién x = 10.
Veamos ahora si para este valor de x A(X) tiene un maximo, para ello estudiamos el signo de A" en los

siguientes intervalos,

l | |

1
0 10 2\/50

x A’(x)=1[JZW— _x ]
2 200 — x*
1 —Q. 2 _1 BER R
2 E[ 2002 —ﬁm_zz]_Z[ﬂgﬁ —%]_2[14 14]_5'25_:-0
121 «Jzuu-u’-i =1[ﬁ—l—]=—5'm_{u
2 J200-122) 2 /56

Marcando estos resultados en el intervalo anterior, | | |

1
0 10 2\50

Luego en x = 10 hay un maximo relativo que es el absoluto de la funcién A(x) ya que, en su dominio de
definicién, a laizquierda de 10 A(x) es creciente y a la derecha decreciente.

Finalmente, el area del rectangulo es maxima para x = 10 m.
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OPCION B
. . T+p+z=.4
Problema B.1. Dado el sistema de ecuaciones , dependiente del parametro 4, se
. . 2x+3y+52=12 S
lineales: pide:
I+ 5y + Fzr=1

a) Determinar para qué valores de 4 el sistema es compatible determinado, compatible
indeterminado e incompatible. (5 puntos)

La matriz ampliada del sistema es

11 1.4
A'=l2 2 35 i 2
35 Fii
El mdaximo rango posible de Ay A’ es 3, estudiamos el rango de A
1 1 1
203 5|=38+15+410-9-25-24° = 1* -39
305 8

Aoool = B9 o A-x49 = a=43

Para A# —3 y A3 ran(A) = 3 = ran(A’) = n°de incognitas, Sistema Compatible Determinado.

Para A=-3
11 1,-3
|

A=|2 3 51 2

35 91 1
Sabemos que det(A) = 0, calculemos el rango de A,
11
) 3=3—2=1#D — ran(d)=12
Veamos el rango de A°, al menor anterior le orlamos la 4° columna y la 3°fila,
1 1 =3
203 2|=3-30+6+2T-10-2=-f=0 — rap(d0=3
i s 1

Como ran(A)=2= 3=ran(A’), Sistema Incompatible

10



Para 4 =3
11 113
A=|2 3 512
35 gi1
Al igual que calculamos en el caso anterior ran(A) = 2
Veamos el de A’

11 3
203 U=343046-27-10-2=30-30=1
351

como no hay mas menores de orden 3 de A’, ran(4’) = 2
Como ran(A) = 2 = ran(4’) < n°incognitas, Sistema Compatible Indeterminado

En resumen,

Para 4= -3y A =3 sistema Compatible Determinado.
Para 4=—3 Sistema Incompatible

Para 4= 3 Sistema Compatible Indeterminado

b) Obtener el conjunto S de las soluciones del sistema para el caso compatible indeterminado.
(5 puntos)

El sistema es compatible indeterminado para A=3 el menor que da el rango 2 es el formado por 12y
2% fila y 12 y 22 columna, luego las incognitas principales seran x e y; para resolver el sistema
usaremos la 12 y 22 ecuacion. Es decir:

r+y=3-=
dx+3y=2-15z
En el apartado anterior ya calculamos el determinante del sistema,
:
=3-2=1
3
Resolviendo el sistema por la regla de Cramer,
i-z 1‘
- 13
x=-1—= O-3z-2+53z=T+1z
1 3-z
2 1-3z
¥ =f= -tz -fH+dz=-4-G=

r=T+2u
Fara A= 3¢l conjunto, 5, de soluciones del sisterag es . Jp=—-4-3u HueWh
=M

11



Problema B.2. Sean A, By C los puntos de interseccion del plano de ecuacion x+ 4y—-2z-4=0 con
los tres ejes coordenados OX, OY y OZ, respectivamente.

Se pide calcular razonadamente:

a) El area del triangulo ABC. (4 puntos).

Calculemos los puntos A, By C.
A — punto de corte entre el plano y el eje OX

. : : . =0
La ecuacion del eje OX la podemos dar como interseccion de dos planos: {"r 0
=
El sistema a resolver para encontrar el punto A es,
x+4y—-2z-4=0
y=0
z=0

Sustituyendo los valores de vy, z en la primera ecuacion obtenemos x — 4 = 0, luego x = 4. El punto A
tiene de coordenadas (4,0,0)

Similarmente obtenemos los restantes puntos.

B — punto de corte entre el plano y el eje OY
El sistema a resolver para encontrar el punto B es,

xt4y—-2z-4=0
x=0
z=0

Sustituyendo los valores de x, z en la primera ecuacion obtenemos 4y —4 =0, luego y = 1. El punto B
tiene de coordenadas (0,1,0)

C — punto de corte entre el plano y el eje OZ
El sistema a resolver para encontrar el punto C es,

xt4y—-2z-4=0
x=0
y=0

Sustituyendo los valores de x, y en la primera ecuacion obtenemos —2 z — 4 = 0, luego z = - 2. El
punto C tiene de coordenadas (0,0,—-2)

, - - . 1| 2 -
Para calcular esta area utilizamos la siguiente férmula § = 3 AR x AC

AB =(0,0)— (4,0,0) = (—1.10)
AC =(00.-2) — (40.0)=(-1.0,-2)

i 7 k

= =1 (1] =4 1] =4 1 - - =

ABx AC =4 1 =3 — +k —-2i-8 j+4k=(-2-84)
40 2 -2 4 -2 4 0

ngjb‘ ={-2,-8.4) =U‘(—2)2 +(-8Y + 42 =.A164416=.84=-2.01

Finnlmente S= %Lfﬁﬂ“ﬁu’
b) El perimetro del triangulo ABC. (3 puntos).
12



P = d(A,B) + d(B,C) + d(C,A) =

= J0—9 +(1A-0)% +(0—0) +./0— 0>+ (0—T)> +(-2—0)? +./(4—0)> + (0—0)* +(04+2)* = /1641 +-/
= A7+ 35+4/20=A7+.5+25="17 +3.5 »1083x

c) Los tres angulos interiores del tridngulo ABC

B Obtengamos los vectores que determinan los tres lados.
A Anteriormente ya obtuvimos dos de ellos,

7 % AB = (-410)

-
/ \ AC =(10-2)
/ Calculemos el tercero

Al \ . BC=(00-)-(010)-0-1-2

Procedamos al célculo de los tres &ngulos, para ello utilizamos la férmula del coseno del &ngulo
determinado por dos vectores.

c) Los tres angulos interiores del triangulo ABC. (3 puntos).

i _AB_AC (—1.10) _(4.0-2) 16

PBHAC‘ JEAP 42 +0* J—aF 407 +(-2) «,KTJ_ " AT2. 5 J_

e

B (4.-10) - (0.-1-2)
}RAHM;‘ J4’+(—l)’+0’ Jﬂ’+(—1)’+(—2)’ «fl?wf_ q@

el

¥ jfinaimenie E =180"-29805"-83°7T7T3" = 66'422"

13



Problema B.3.
a) Determinar, razonadamente, el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

1
(3—-x)3+x)

Dominio e intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn.
Dom f(x)
Como f(x) es una funcion racional busquemos las raices del denominador,

3—x=0 > x=3
(3—1)(3+1)=ﬂ<

funcion  f(x)= . (5 puntos)

I+x=0 > x=-3
Luego Dom f(x)=%R-{-3.3}

Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Debemos estudiar el signo de f'(x).

1 1
IO G oG -2
_ (29
g I
Buscamos las raices del numerador y denominador,

2x =0; x=0
(9-x%)*=0; 9-x*=0; x*=9; x==3

Marcamos en la recta real las raices obtenidas anteriormente y tenemos en cuenta en dominio de la

funcion,
& | &
) o | =
-3 0 3

Como el denominador de f'(x) esta elevado al cuadrado sera positivo, por lo que el signo de f'(x) s6lo
depende del numerador que es 2 x

2x>0; x>0

Y el signo de f'(x) sera

— 4 — | X & g
Y I b o4
-3 0 3

f(x) es decrecienteen ( —o0,-3)U(-3,0) yescrecienteen (0,3)U (3, +wx)

14



A B

b) Obtener razonadamente los valores Ay B tales que = + . (5
(3-x)3+x) 3-x 3+x
puntos).
1 A + 2 AQG+x+B(3-—xn

G-0G+x) 3-x 3+x G-90G+2)

Luego debeser 1=A(3+x)+ B (3-x), buscamos los valores de Ay B dandole valores a x
parax=3 1=A(3+3)+B(3-3)
1=6A
a-1
6
parax = —3 1=A(3-3)+B(3-(3))
1=6B

B=1
6

15



Problema B.4. Se desea construir una bodega con forma de paralelepipedo de 100 m? de volumen de manera
que el largo de su base sea 3/4 de la anchura x de su base. Se sabe que los precios de un metro cuadrado de
suelo, de techo y de pared lateral son, respectivamente, 225 €/m?, 300 €/m’y 256 €/m°. Determinar
razonadamente:

a) El valor x de la anchura de la base que minimiza el coste. (5 puntos).

Calcular el valor x de la anchura que minimiza el coste..
La bodega a construir es, segun el enunciado,

h
//'f
/ X
£ Sabemos que
4 El precio del suelo es de 225 €/m*
iy El precio del techo es de 300 €/m*
3 El precio de la pared lateral es de 256 €/m*

El coste de la bodega, C, sera

C=225;1:1:+3m;xx+2_256xh+2_256;xh=3ﬂ]xz +400:° +512xa+—2"3'sxh=mx2 +$xh

Para poder encontrar el minimo de C debemos tener una sola variable. Busquemos la relacion
entre x y h. Esta relacién nos la da el volumen de la bodega, 100m®.

V:xi'thu - x’h:ﬂ - Yh=75 - h:E

3 4 x
Luego C=Mf+$x§=mf+mm
x

Por ser x y h longitudes, y teniendo en cuenta la relacion entre ellas xX*h = 75, los valores que
puede tomar la variable x son todos los reales positivos, es decir que Dom C = (0, +w ).

Busquemos el minimo de C,

14mx——81,m=u - 1400x° -89600=0 —> 1400x° =89600 — f=—simm > =64 - x=Y61=4
Estudiemos el signo de C” a la izquierda y derecha de 4 para determinar si es un minimo,

x | [ 4

1(1400_1- T =—88200 <0

5 1400 _5— 57 =3416>0

Luego en x = 4 hay un minimo relativo y, ademas, como en (0, 4) la funcién C es decreciente yen (4,
+o0 ) es creciente el minimo es absoluto.

16



El valor de x que minimiza el coste es 4, es decir, hay que construir una bodega cuya base tenga una

anchura de 4 m.

b) Dicho coste minimo. (5 puntos).

89600

C@=700_4%+ =33600

El coste minimo de la bodega es de 33600€
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