EXAMEN DE SELECTIVIDAD JUNIO 2013. MATEMATICAS II
OPCION A

2X+5y=a
ProblemaA.1. Setiene el sistemade ecuacionesS: < — X —4y =b,donde a,by c sontresnimeros reales.
2X+y=cC

Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) Larelacion que debe verificar los nimeros a, b y ¢ para que el sistemasea compatible
(4 puntos)

Por el teoremade Rouché-Frobenius.

Si rg(A)
Si rg(A) rg(A*)< n° de incégnitas — SCI
Si rg(A) = rg(A”) > sl

rg(A”) = n° de incognitas — SCD

2X+5y=a
—-x—4y=b
2X+y=cC

Del sistemaobtenemos lamatriz de coeficientes(A) y lamatrizAmpliada(A*).

2 5 2 5 a
A=|-1 -4| A*=|-1 -4 b

2 1 2 1 ¢
rg(A)=?

A =2->rg(A)2>1

2 5 2 5
A = —|A,|= _4=—8+5=—3—>rg(A)=2V9f{

-1 -4 -1
rg(A*)=?
2 5 a
A*=| -1 -4 b
2 1 ¢
2 5 a
|[A¥=|-1 -4 b|=(-8c—a+10b)—(-8a+2b-5c)=0—>-3c+7a+80=0
2 1 ¢

Entoncesel rg(A*) = 2 cuando -3c+7a+8b=0



Solucidn: La relacion que deben verificar para que el sistemasea compatible es

-3c+7a+8b=0

CON WIRIS

2 5 a 2 5 a
A=| -1 -4 b| = | -1 -4 b
2 1 ¢ 2 1 ¢

| |A] = 7-a+8:-b-3-c

b) La soluciéndelsistemacuando a=-1, b=2 y c= 3. (2 puntos)

Sustituimos el valorde lasincégnitas en el sistemay nos queda,

2x+5y =1
—-X—-4y=2
2X+y=3

Ahora utilizamos Gauss parasolucionar el sistema resultante:
2 5 -1 2 5 -11
2-F2+F1 2x+5y=—1} y=-1

-1 -4 2 -0 -3 3 |- -
F3-F1 -3y=3 2X+5-(-)=-1->2x=4—>x=2

2 1 3 0 -4 4

Solucién: (X, y) = (2,—1)

CON WIRIS
|
2x+5y=-1
resolver{ —x-4y=2  =» [{x=2,y=-1}}
2x+y=3



c) Lasolucidndelsistemacuando los nimeros a,b y c verifican la relaciéon a=c=-2b .
(2 puntos)

Sustituimos el valorayc enelsistemaynos queda,

2X+5y=-2b
-Xx—-4y=Db
2x+y=-2b

Ahorautilizamos Gauss parasolucionar el sistema resultante:

2 5 -2b 2 5 -2b y=" _0
2-F2+F1 2x+5y=-2b -3

-1 -4 b F3.F1 -0 -3 0 |—> 3y=0 2% +5.0 = —2b

2 1 -2b 0 -4 0 2x=-2b—> x=-b

Solucién: (x, y) = (— b,O),b eR
CON WIRIS

|
2x+5y=-2b

resolver{ —x-4y=b — {{b=—x,x=x,y=ﬂ}}|
2x+y=-2b



ProblemaA.2. Sean O =(0,00), A=(1,0,1), B=(210), C =(0,2.3) Obtenerrazonadamente,

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) El areadel triangulo de vértices O,A,B, (3 puntos) y el volumen del tetaedro de vértices O,A,By
C.(2puntos)

A

Calculodel ara del triangulo

OAXOB
ATOAB = T

Calculamoslos vectores

OA=A=(L02)

OB =B =(210)

Calculamos el producto vectorial y su respectivo médulo

i j ok
OAXOB=[1 0 1=-i+2j+k=(-1221)
2 10

OAXOB| = /(-1f +2? +12 =6
Solucién:
OAXOB
J6
=L 1-""ya
AOAB 2 2



CON WIRIS
1) Primeropintamoslos puntosenuneje de coordenadas. Utilizamos el siguiente comando
dibuj ar3d(poh’gono((punto (0,0,0), punto(1,0,1), punto(2,1,0) )))

Y nos queda:

2) Ahoracalculamos el producto vectorial con el siguiente comando:

producto_vectorial([1,0,1],[2,1,0])
Y nos proporciona:

“producto_vectorial([tﬂ,1],[2,1,1]]} = [-1,2,1]
3) Calculamoslanormadel producto vectorial con el siguiente comando:

|[producto_vectorial([1,0,1],[2,1,0])]|

Y nos proporciona:

H | producto_vectorial([1,0,1],[2,1,0]) | = /6

4) Finalmentecalculamossudrea

| A= | producto_vectorial([1,0,11,[2,1,0]) | = /6

‘AT= Al2 => ?



Calculodel volumen del tetraedro

Vs

1) Obtenemoslosvectores OA, OB, OC

OA=A=(101)
OB =B =(210)
oc=C=(023)

2) Calculamoselvolumen

v, =

|~

10
-|[OA,OB,OC]=%-2 1
0 2

Con WIRIS

1) Utilizamoslossiguiente comandos

101
210
023

[

7
. —-— —
116 6

%|[OA,OB,OC]



b) La distancia del vértice C al plano que contiene al triangulo OAB. (3 puntos)

Calculamos la ecuacién del plano it

12 Posibilidad

7 cOAYyOB —> OAXOB=n_ =(-121)—> —x+2y+z+D=0
7c0O—>-04+2-040+D=0->D=0

i j ok
OAXOB=[1 0 1|=-i+2j+k=(-121)
2 10
Ti—X+2y+2=0
C=(-123)
d(C’”):|AXO+BYO+CZO+D|:|O—1-O+2-2+1-3+O|:L:@u.al

VA? + B? +C? \/(—1)2+22+12 J6 6
22 Posibilidad

0=(0,0,0)
7 : | vectores directores u = OA = (1,0,2)

v=0B=(21,0)

x-0 y-0 z-0
1 0 1l |=—Xx+2y+2=0>7:-Xx+2y+z=0
2 1 0

C=(-123)

4(C.x) [AX, +BY, +CZ, + D] [0-1-0+2-2+1-3+0) :L:@u.a.

VA? +B? +C? =17 427 417 J6 6

CON WIRIS

_|P=plano(punto(ﬂ,ﬂ,ﬂ],punto(1,ﬂ,1],punto(2,1,ﬂ}] = —X+2.y+z=0
| C=punto(0,2,3) => (0,2,3)

7-4/6

6

distancia(C,P) =




c) Ladistancia del punto C’ al plano que contiene al tridngulo OAB, siendo C’ el punto medio del
segmento de extremos O y C. (2 puntos)

Dados O =(0,0,0)y C =(0,2,3)

C—PM.. =(0+210+270+3j=(0'1'§j

2 2 2 2

|AX,+BY,+CZ,+D| |-1.0+2-1+1.3/2+0 [2+3/2 [7/12] 7 746
d(Cl,ﬂ'): = = = — —
VA? +B*+C’ V1) +22 412 J6 V6 246 12
CON WIRIS

_|P=plano(punto{D,ﬂ,ﬂ},puntoﬂ,n,1},punto(2,1,n}] = —-X+2-y+z=0
| 0=(0,0,0) =» 0,0,0
| C=(2,1,0) =>» 2,1,0

3
‘PMUC=punto_medio(punto(n,n,ﬂ},punto(G,E,S}] — (ﬂ,1 )

2
76

12

‘ distancia(PMOC,P) =



ProblemaA.3. Se estudié el movimiento de un meteorito delsistemasolardurante un mes. Se obtuvo que
la ecuacionde sutrayectoriaT esy’=2x+9, siendo-4,5<x<8 e y>0, estando situado el Sol en el punto (0,0).
Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) La distancia del meteorito al Sol desde un punto P de su trayectoria cuya abcisa es x ( 3 puntos)
En primerlugarrepresentamos latrayectoria del meteorito
1) Construimosunatablade valores, apartir de su ecuacién

y>=2X+9 > y=+/2x+9

Domy = [~ 4,5;+o0]

X y
451 y=/2.(-45)+9=0

0 | y=y2.0+9=13

8 y:\/2-8+9:\/2_5:i5

2) Construimossu grafica

Con WIRIS

| y2=2x+9
| dibujar (y2=2x+9)

Entonces un punto cualquierade latrayectoriadel meteorito cuyovalorde laabcisa seax esdela

forma:
P= (x,«/2x + 9)—> siendo la distancia entre dos puntos d (X,Y ) = /(x, =%, ) +(y, - v, )
s =(0,0)

d(P,S)=\/(«/2x+9—O)2 +(x=0) =vx?+2x+9,-45<x<8



b) El punto P de la trayectoria T donde el meteorito alcanza la distancia minimaal Sol (5 puntos)

Buscamos un punto que minimice laexpresién analiticade lad(P,C), porlo tanto debemos de minimizar

lafuncién y =y x* +2x+9,-45<x<8
y =X +2x+9
y'= 1

24/x% +2x+9

X+1

VX2 +2x+9

domy'= R, puesto que el denominador no se anula para ningun valor real.

2(x+1) x+1 x+1
= - =0
240x2+2x+9 X2 +2x+9 /X% +2x+9

2X+2=

X+1=0- > X+1=0->x=-1

-4,5 -1 8
Yy - +
y Decreciente creciente
\ -~
-2+1 -1 -1
(-4,5-1)-2;y'= = =—
JE2P+2.(-2)+9 V4-4+9 3

2+1 3

-1,8)2;y'= =
(-18) J22i2.249 17

Entonces x = —1esun minimo relativo
Parax =-1>y>=2-(-1)+9=7 > y =47

Entoncesel puntode la trayectoriaT donde el meteorito alcanzaladistancia minimaes

(xy)=(-1£7)

Con WIRIS

|g(x)=w’2x+9 = ¥4/ 2-X+9

|f(x)= XZ+2%+9 => X/ Xx2+2-x+9
X+1

flx) = ———

‘ ) VX2 +2-x+9

| resolver(f(x)=0) => {{x=-1}}|

lg(-1) = 7

10



c) Distancia minima del meteoritoal Sol. (2 puntos)

La distancia minimadel meteorito al sol se calcula sustituyendoen y = +/ X2 +2X + 9,-45<x<8

Parax=-1Yy :\/(—1)2 +2-(—1)+9 = \/g = 2\/5

El valor de la distancia minima del meteorito al sol es 2\/5

Con WIRIS

d(S,T) =v/x2+2x+9

| d(x)=v/x2+2x+9 = xo/x2+2.x+9
ld(-1) = 2-4/2

|

11



OPCION B

-2 0 0 2 1 2
ProblemaB.1. Dadaslasmatices A=| 1 1 0 [[B=|0 -1 5|, Obtenerrazonadamente,elvalor
4 2 =2 0 0 2

de los determinantes, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) |A+ B| y‘%(A+ B)_1 (4 puntos)

012
A+B=[1 0 5

4 20

012
|A+B|=[1 0 5=(0+4+20)-(0+0+0)=24

4 20

3 3

‘E(A_,_B)l :(lj .‘(A+B)1‘:(1j L:%izli:i
2 2 2) |A+B| 2° 24 8 24 192

Por las propiedades de los determinantes tenemos :
a0 1 a1
1) |A \_|A| —|(A+8) \_—|A+B|

= (porque (A +B),,, )(%T "(A+ B)il‘

1 _
2) |x-Anxn| = X" .|Anxn| —>‘E(A+ B) !

CON WIRIS
(-2 0 0O -20 0
A=l 1 1 0| =110
\ 4 2 -2 4 2 -2
2 1 2 2 1 2
B=|{0 -15| = |0 -15
\0 0 2 0 0 2
012
A+B = (105
420
| |A+B| => 24
1 1
. -1 -
|2 (A+B) |_’ 192

12



Otra posibilidad, mucho mas tediosay no recomendable.

1

A (L) a1 11
‘E(MB) _(2j ‘(A+B) ‘_8 24 192
L [Adis Adiy Adj,; ) L (A Adiy Adyy,
(A"‘B)_l:ﬁ Adel Adjzz Adjza :m Adle Adjzz Adjzz
Adi, Adj, Adi, Adj,, Adj,  Adjy,
_ 40 5 _ L1 5 _ L1 0
A, - (1) 0\:—10 A, - (-1 O\:zo pc, = (00 S
. L1 2 _ L0 2 _ L0 1
A, = (-1 0\:4 A, = (-1 o‘__S RE 2\:
. L1 2 _ L0 2 _ L0 1
R N R L R

-10 4 5 _542 % %4

(A+B)‘1=2—14 20 -8 2 |= A vy
2 4 U | Y, ys -y

S W |

% M =0

Y, ye -124

13



b) ‘(A+ B)_1 A‘ y‘A A+ BX(S puntos)

(A+B)"Al=|(A+B)"||A = |A+B| |Al = A 41

A

Por las propiedades de los determinantes tenemos :
1) IA-BI=IN-|B|»\(A+B)*1\-IAI

1

|A+B|

A (A+B)=|A" \|A+B)| (A+B)== 24:6

2) ‘A'l‘_ —>‘A+B ‘

A

Calculos

4 2 -2

-2 0 0
|A|(1 1 0](4+0+o)—(0+0+o)4

CON WIRIS

|(A+B) Al > =

| |A-"- (A+B)| = 6

14



o) [2-ABA| y|A°B™|(3 puntos)

2 neA |2 A B a8 Bl =84 (-4)

‘A3 - B‘l‘ - ‘A3HB‘1‘ =|A° NI LT

B (-4

Céalculos

2 1 2
B[=|0 -1 5|=(-4+0+0)-(0+0+0)=-4

0 0 2
CON WIRIS
(-2 0 0 -20 0
A=[1 10| =110
\ 4 2 -2 4 2 -2
(2 1 2 2 1 2
B=[0 -15| = [0 -15
\0 0 2 00 2
| [2-A-B-A71| = -32
| |A3-B~"| = -16

1
4

-32

15



Problema B.2. Dados los puntos A=(1,0,1), B=(2,-1,0), C=(0,1,1) y P=(0,-3,2) se pide calcular
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) La distancia del punto P al punto A. (2 puntos)

Dados dos puntos cualesquiera A = (x,, y;,z, )yB = (x,, y,,, ) la distancia entre ellos es :
d(A' B): \/(Xz - X1)2 +(Y2 - y1)2 + (Zz - 21)2

{F’ ~(0-32) 4, A)= A= 0F +(0- 3 + -2 =IT971=+T

A= (10,1)

CON WIRIS

| A=punto(1,0,1) = (1,0,1)
| P=punto(0,-3,2) = (0,-3,2)
| distancia(A,P) = /11

b) La distancia del punto P ala recta que pasa por los puntos A y B. (4 puntos).

Primero calculamos la ecuacion de la recta (r) que pasa por los puntos Ay B

A:(l,O,l) X=1+1
N —>riiy=-4
AB=B-A=(2-10)-(1,0,1)=(1,-1-1) 714
Y ahora la distancia del punto P a la recta se calcula mediante la siguiente formula :
AP XV,
pr)= %42 34
S N RN RN
P=(0-32)
A=(1,01)A=(101) I L L
- — APxv, =|-1 -3 1|=4i+0j+4k=(4,04)
AP =P-A=(0-32)-(101) =(-1-31) L 1
v, =(1-1-1)
APxv,| =47 + 07 +47 =32

=P O < (0 =43

N
Vr

16



CON WIRIS

| P=punto(0,-3,2) = (0,-3,2)

| A=punto(1,0,1) =» (1,0,1)

| B=punto(2,-1,0) = (2,-1,0)

| r=recta(A,B) = -x-y+1=0N-x-2-y+2z=0
46

distancia(P,r) = 3

c) Ladistancia del punto P al plano que pasa por los puntos A, By C.(4 puntos).

Primero calculamos la ecuacion del plano () que pasa por los puntos A,By C

A=(101) 1y 1o
AB=B-A=(2-1,0-1,01)=0-1-1)>7z:| 1 -1 -1|=(x-1)1+y-1+(z-1)-0=0
AC=C-A=(01,1)-(1,01)=(~110) -0
T:X+y-1=0

Y ahora la distancia del punto P = (pl, P,, p3)al plano 7 : Ax+ By + Cz + D = 0 se calcula mediante la siguien
Ap, +Bp, +Cp, + D
AP, 7) = |Ap, + Bp, +Cp, + D|

JA? + B2 +C?

DadoP =(0,-3,2)y7:x+y-1=0
d(P,;r)=|1'0+1'(_3)+0'2_]4=|_4|— 4

V12 +1% + 02 2 2

-%:%:2\5

CON WIRIS

| P=punto(0,-3,2) = (0,-3,2)
| A=punto(1,0,1) =+ (1,0,1)

| B=punto(2,-1,0) = (2,-1,0)
| C=punto(0,1,1) =» (0,1,1)

| p=plano(A,B,C) =» x+y-1=0
| distancia(P,p) = 2-1/2

17



ProblemaB.3. Dada la funcién f definida porf(x) =senx, para cualquiervalorreal x, se pide obtener
razanamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado.

a) La ecuacidnde larecta tangente ala curva y=f(x) en el punto de abcisa x=rt/6 (4puntos).

Para calcular la ecuacién de la recta tangente utilizamos la ecuacion punto - pendiente :

y=y0+m~(x—x0)
X 4
==
6
Y, = (”)=sen”:1 T y:+\@-[x—”)
°~ 6 6 2 2 6
m:y‘(”j:cos”:\@
6 6 2
y'=C0s X
CON WIRIS

| f(x) =sen(x) => x—sen(x)
(L 1
s) =2

| f =» x—cos(x)

T V3

_ L

fl5) =
n 1. 43 V3 /3 1
r—recta(punto(E,E],T} - Y= 5 X 12 +E

b) La ecuaciénde larecta normal a la curva y=f(x) en el punto de abcisa x=1t/3. Se recuerda que la recta
normal a una curva enun punto P es la recta que paso por ese punto P y es perperdiculara larecta
tangente a la curva enel puntoP (3 puntos).

Para calcular la ecuacion de la recta normal utilizamos la ecuacion punto - pendiente :

y:yo"‘m'(x_xo)

T
X°_§
Yo = f(”):sen:“@—m:y:\@—z [x—”j
3 2 2 3

18



CON WIRIS

| f(x) =sen(x) => x—sen(x)
7 \/3
3= =2
| f =>» x—cos(x)
T 1
31 =2

n T
r=recta{punto{E,E],—2] — Y=_2'x+?+5

c) El angulo formado por las recta determinadas enlos apartados a) y b). (3 puntos)

Para calcular el angulo que forman las rectas r y s utilizamos la siguiente formula:

m,—m
tga =|———
1+m, -m,
Dadas las pendientes m, :\/ZgymS =-2
\/2§+2 \/§2+4
tga = =
2
\/§+4
tga = 2 =J§+4‘
1-43| |2-2/3]

tga = V3+4 _2J§+2_6+2\/§+8\/§+8_10\/§+14_5\@+7
243-2 2y3+2 8 8 4

tga = =
g 4 4

5347 —>a —artg(SﬁJr 7J= 75,67°

CON WIRIS

_[V3 V3
vr—[T, 1] — [7,1]
|vs=[-2,1] = [-2,1]
|a=éngu|n_orientado[vr,vs} = 1.8209
| g=convertir(a,®) =» 104.33 °
| 180°~-g =+ 75.672 °
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