Matemdticas 22 Bach

PROBLEMAS DE REPASO

1. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 1 dm. Hacemos girar el
triangulo alrededor de uno de sus catetos. Determina la longitud de los catetos
de forma que el cono engendrado de esta forma tenga volumen méaximo.

Solucién:

1 dm

"““'m-______ ____Ld-f"”'
Si llamamos x e y a las longitudes de cada uno de los catetos, sabemos que:

X+yr=1oy =1-x
El volumen del cono es:
V=l y2e=T -] x=2 (k- 5®); 02 x <1
3 3 3
Buscamos x para que el volumen sea maximo:

I
VW'= = [1-3x*
7 1-322)
V=0 — 1-3x*=0 — XZ:% — X:Jg (la raiz negativa novale)
Veamos que es un maximo:
vi= T (-6x), V" F <0 — en x= /jhayunméximo HENE
3 3 W13
Por tanto, el maximo se alcanza cuando los catetos miden:

X:E = % =058 dm (elque serala altura del cono)

yzﬁ=ﬁﬁm,82 drm
3 3
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2. Un depdsito abierto de laton con base cuadrada y capacidad para 4 000 litros,
¢qué dimensiones debe tener para que su fabricacion sea lo mas econdémica
posible?

Solucién:

X

x
Llamamos x al lado de la base e y a la altura del depoésito. Asi, el volumen es:
V= xty =4000dm® - y =220
X
La superficie total del deposito (recordemos que esta abierto) sera:
4000, - 16000

A=dxy+x?=dx —— +x% = +x% x>0
X X
Buscamos x para que A sea minima:
3
ao 18000 5, _ =16000 +2x
X X
A'=0— -16000 + 2x°= 0 — 2x* = 16000 —
. 16000

T:SDDD — x=38000 =20 dm

Veamos que es un minimo:
. 32 DSDD
X

Por tanto, el lado de la base debe medir x =20 dmy la altura, y = 10 dm.

+2, A"(20)=0 — en x=20 hayminimo




Matemdticas 22 Bach

3. Un transportista va de una ciudad A a otra B a una velocidad constante de x
km/h por una carretera en la que debe cumplirse que 35 £ x£ 55. El precio del
carburante es de 0,6 euros el litro y el consumo es de (10 + x?)/120 litros por
hora. El conductor cobra 8 euros por hora y la distancia entre Ay B es de 300
km. Halla la velocidad a la que debe ir para que el viaje resulte lo mas
economico posible.

Solucion:
La velocidad es xkm/h y la distancia es de 300 km; por tanto, como X es constante,

tardara % hioras enllegar. Asi, el coste sera:

200 e 200 300 e 200 e
C(x)=8 T+[1D+ﬁ]0,6 T_T[S+6+EDD]_T[14+QDD]_

4200 3x
= +— ,
X 2
Ademas, ha de ser 35 < x <55.
Buscamos x para que C (x) sea minimo:
_ _ 2
C'[x) _ 4200 +§: 8400 +3 x
x* 2 257

X=

C'(x)=0 — -840043x*=0 — f:@:mm —
— X =52 92 (laraiz negativa no vale)
Veamos que es un minimo:

CII(X:IZ 84[:":'

XS

C"(52,92)> 0 — en x = 52,92 hay un minimo
C (35) =172,5 euros; C (52,92) = 158,75 euros; C (55)= 158,86
Por tanto, debera ir a 52,92 km/h (el coste en este caso sera de 158,75 euros).
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4. El lado de un cuadrado tiene una longitud de 4 metros. Entre todos los
cuadrados inscritos en el cuadrado dado, halla el de &rea minima.

Solucién:

X G4 — X

Si llamamos x a la distancia de uno de los veértices del cuadrado inscrito, al vértice méas
préximo del cuadrado original (como indica la figura), tenemos que el area del cuadrado
inscrito sera:

Area=12=x*+ (4 —x)?*0<x<4
Buscamos x para que el area sea minima:

A (X)= X2 + (4 —x)?

A" (X)=2x+2(4—-x) - (-1)=2x—-8+2x=4x—-8

A'(X)=0>4x-8=0—->x=2
Comprobamos que es el minimo:

A" (X)=4, A" (2) =4 >0 — en x =2 hay minimo

A(0)=A(4) =16
Por tanto, el minimo se alcanza en x = 2, que corresponde al cuadrado de lado:

l= Ja4+4d = f8=2J7 =283 metros

cuya area es de 8 m%
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5. Una huerta tiene actualmente 24 arboles, que producen 600 frutos cada uno. Se
calcula que, por cada arbol adicional plantado, la produccion de cada arbol
disminuye en 15 frutos. ¢Cual debe ser el nimero total de arboles que debe
tener la huerta para que la produccion sea méxima? ¢Cual serd esa
produccion?

Llamamos x al nimero de arboles que se plantan. Tenemos que el nimero de frutos
seria:

f (X)= (24 +X) (600 — 15x) = —15x*+ 240x +14 400
Buscamos x para que f (X) sea maxima:

f' (x) =—-30x + 240

. 240

Fllxj=0 — -30x+240=0 — x=ﬁ=8 — x=8
Veamos que es un maximo:

f"(x)=-30; f" (8) =—30 <0 — en x= 8 hay maximo. (Como f (x) corresponde a

una parabola invertida, en x= 8 est4 el maximo absoluto).
Por tanto, se deben plantar 8 arboles. Asi, habra un total de 24 + 8 = 32 arboles, que
produciran 15360 frutos.

6. Halla el radio de la base y la altura de un cilindro inscrito en una esfera de
radio R para que el &rea lateral del cilindro sea maxima.

Solucion:

h

Llamamos x al radio de la base del cilindro y h asu altura.
Expresamos h, en funcion de x y R:

2 2
[2] +xXP =R = %+X2=H2 — W =4{R*-x*) - h=2dR"-x* 0<x<R

Area lateral = perimetro de la base . altura = A x) = 210 2 RE = 57 = 4 B2 - 5P
Buscamos x para que el area sea maxima:

—I A 4:!1(92—)(2)—4153(2
Allx) = AmafR% - %% +dmy — == = 4R —x* - = =
) 2R - x® NEDE I =2

e Ji
2

an(R*-2x7)

NEE - KF

=0 = R*-2x"=0 — x*= - x=2—R

2
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N

A'=0 alaizguierdade x = ?H vy  A'< 0 aladerecha de dicho valor, portanto, en

N

X o= ?E‘ hray un maximo. En este caso, la altura del cilindro es:

5 R /2
h=2VR° - % =2JR2—?=2\I?=EH=\EH

7. Dibuja la gréfica de la siguiente funcion:
flix:l 4x

(x+2)°
Solucién:
e Dominio = R— {-2}
e Simetrias:
-4 x
F(=x)= z
(—x+ 2]
No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim f(x)=-w

n—=—a

lirn f(x):—m

x——2t

¥ =-2 es5asintota wertical.

e Asintota horizontal:
fim f(xX)=0 (F{x)<0 — curvapordebajo)

X =

fim F{x)=0 {f{x)=0 — curva por encima)

e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:
f,(x} Alx+2F -4x 2(x+2) 4(x+21-8x _—4x+8

¥y =0 es asintota horizontal.

(x+ 27 (x4 2 (x4 2
f'[x):li] — —4dx4+8 — x=72
Signo de f' (x):

a 2

- -~ Fi T
f (x) es decreciente en (—oo, —2) U(2, +); s creciente en (-2, 2).

Tiene unmaximo en [2% .

e Cortes con los ejes:
ConelejeY > x=0—>y=0— Punto (0, 0)
Coneleje X >y=0-—>x=0— Punto (0, 0)
e Gréfica:
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8. Estudiay representa esta funcion:
f (x)= x%e*

Estudia y representa esta funcion:
f (x)= x%*

Solucioén:

e Dominio=R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
2
fm F(X)= fim x%e™ = lim 2= =0

K X = =

y = 0 es asintota horizontal cuando x— —oo (f (X) > 0).

fm f(x)=+w, fm %: +o — Ramaparabdlica
e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:
f' (x) =2xe* + x%e*= (2x +x°)e*
1 2 A= [:]
Flx)=0 — 2x+x"=0 — x(2+x=0 —
X ==2

Signo _qlelf' (x):

< ] IaERY
L

P
f (x) es creciente en (-0, —2) U(0, +); es decreciente en (-2, 0). Tiene un maximo
en

4 .
[—2, ?] y un minimo en (0, 0.

e Cortaalos ejes en (0, 0).
e Grafica:
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9. Representa esta funcion:
y = X?Inx

Representa esta funcion:
y = X°Inx
Solucion:
e Dominio = (0, +©)
e Asintotas:
iim flx)=0. Notiene asintotas verticales.

x=s0t
fm %)=+, fim flx)

K=o Ko

=+mw — Ramaparabodlica

e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

v'=2xinx+ x% - %:mex+x:x(2mx+'1)

x=0 [(nowvale)
y'=0 — x[2inx+1=0 — y
;!h'x:—l — x=g2

2
Signodey"
:rl I“:‘II «i-' .,-..-.-":I
il bl

J‘[x) esdecreciente en |0, g2 | yvescrecienteen | &2+ | Tieneunminimo

=
en |e€, —
e

e Puntos de corte con los ejes:
No corta al eje Y, pues no esta definida en x = 0.

=0 — x=0 (novale)

Crt | i X :|:| 2.||I :l:l
ortaeleje X — y — XX _}{m;{:[j%xﬂeli’unto (10)

e Gréfica:

I




Matemdticas 22 Bach

10. Calcula las asintotas de la siguiente funcion:

y e —g”
e" +a"
Solucién:
* Dominio: R
* Asintotas.
No hay asintotas verticales.
fim £ (x)=-1
y = -1 es asintota horizontal cuando x — —oo (f(X) < -1).
i Fx) =1

=t

y = 1 es asintota horizontal cuando x — +oo (f(X) < 1).

11. Representa la funcién f(x) =In (2 - sen® x).

Solucion:
e Dominio:

Como | sen x| <1 — 2 — sen® > 1 — f(x) esta definida para todo x — Dominio = R

Luego la funcién es continua en todo R.

* Simetrias:
f(=x) =f(x)
Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Periodicidad:
sen (X +m) =—sen X
f(x + 1) = In (2 — sen” (x + 1)) = In (2 — (~sen x)* = In (2 — sen® x)= f (x)
f(x) es periddica de periodo . Luego para el estudio de f(x) basta limitarse a estudiar
el intervalo [0, m) y prolongar por periodicidad.

e Asintotas.
No hay.
e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

F(x) = -2gen x cosx _ —senlZx  sen Zx
2-sentx 2-sen'x  senx-2

flix)=0 — serlx=0 — X=D,X=g, X =T

Signo de f'(x) (el denominador de f'(x) siempre es negativo):
=0 . <0 . =0 .
I I I

A0 N w2 S om
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La funcion J‘[x) decrece en [Dj—;] ¥ crece en [gﬂ] Hay Lun minimoen [gﬂ]

y un maximo en (0, In2).
El resto de intervalos de crecimiento—decrecimiento y maximos—minimos nos los da
la periodicidad.
¢ Puntos de corte con los ejes:
ConelejeY > x=0—>y=In2— Punto (0, In 2)
ConelejeX >y=0—In(2-sen’x) =0 > 2 —sen’x =1 —> sen’x =1 —

— serx=11 = x:%ikn(k:[ﬁ,i,...}

e Gréfica:

t t
N3 . | x X X

Hemos usado la periodicidad para prolongar la grafica.



