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Yecuerda lo fundamental

Nombre y apellidos: .......c.ceeieeieiiiie i na e na s raa s rasrasraasrmaErmaERmAERRSERREERREERREERRERRRERRRE

1T = o ST o] 1 -

NOMEROS REALES
| |

NOMEROS RACIONALES NOMEROS IRRACIONALES
Son los que se pueden expresar como .......... La expresién decimal de un numero irracional es

[] []
EJEMPLOS: 0,125 = — 12,333... = —
[] []

INTERVALOS Y SEMIRREGTAS

I
Nomhre Expresion Nimeros que comprende Representacion Ejemplo

(a, b)
[a, b]
(a, b]
[a, b)
(=00, b)
(=0, b]
(@, +)

[a, +)

| RAICES
|
. n\/_ =b si b"=... EJEMPLO: % = 2, porque ............

e Podemos expresar un radical en forma de potencia asi:
n n
\/g = .. am = ...

5 5
EJEMPLOS: \/a_ =.. V32 = ... 8¥3= .. 534 = .

|
PROPIEDADES DE LOS RADICALES .
Va
b

@ Var =V @Vab=Ya-ib @V?V
EJEMPLO: {3/5 =.. EJEMPLO: 3\/8 -3 =... EJEMPLO: V%:
@ (Va)* = Var ® Viz-Va

3 2 3
esempLo: (V5)" = ... EJEMPLO: V5 = ...
e Racionalizar denomMiNAdOreS CONSISTE BN .iuiuiuiiiiiiiii e a e aas




Nombre y apellidos: .......c.ceeieeieiiiie i na e na s raa s rasrasraasrmaErmaERmAERRSERREERREERREERRERRRERRRE

L0 1 =T o T ST o] 1 -

| PRACTICA

1 Coloca estos nimeros en el lugar de la tabla que les corresponda:

2,53 253 3,14 1 =3,141892... V2 =1,4142...
NUMEROS REALES
RACIONALES IRRACIONALES
NUMERO EXPRESION FRACCIONARIA

2 Escribe, ordenandolos de menor a mayor, tres nimeros del intervalo [2; 2,25].

3 Representa el nimero \/E ayudandote de reglas y compés. (Usa el teorema de Pitdgoras).

8 Escribe en notacion cientifica los ndmeros.
a) 340 mil millones —

b) 84 millonésimas —

9 Expresa en forma radical y luego simplifica las expresiones siguientes:

a) 2778 = V272 = V(@) = ...
b) 8%/3 =
c) 4%2 =
6 Simplifica las expresiones siguientes:
a) V7 - V72 =
b) V3 : V32 =
c) W=
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Nombre y apellidos: .....c.iiiiiiiiiiii s s s e s s s s reRaEaE A EEERaESEERRSNSERSESERRRSRRSESERRESEREERREEE

APLICA. EL JARDINERO

El padre de Marta es jardinero municipal. Le encargan que prepare un jardin segun las es-
pecificaciones del arquitecto. Una vez que ve los planos, se da cuenta de que la tarea va
a requerir muchos calculos y pide ayuda a su hija, que ya esta en 4.° de ESO. Segln el
plano, el jardin sera un cuadrado, con otro cuadrado mas pequeno en su interior, tal como
se ve en el dibujo:

CESPED
] Frores

1 E primer problema es que solo le han dado la superficie del cuadrado pequeio, 16 m?.
El jardinero le pregunta a Marta cual seria el lado del cuadrado pequeno y el del gran-
de, anadiendo que en el informe final suelen utilizar siempre tres cifras decimales.

2 Como quieren poner una valla metalica rodeando el jardin, el jardinero le dice a Marta
que cuesta 12 euros el rollo de cinco metros y que si le hace el favor de calcular cuan-
to se van a gastar en la valla. ¢Puedes ayudar a Marta con los célculos?

3 Mientras el jardinero esta poniendo la valla, recibe una llamada de su jefa diciéndole
que quiere saber la superficie que va a ocupar el jardin, especificando la zona de cés-
ped y la de flores, con vistas a introducir los datos en la memoria anual de la conceja-
lila. Marta se ofrece a calcular el dato que piden. ¢Qué resultados obtiene Marta?

A WMarta se acuerda de que esta estudiando cotas de errores en el instituto y decide pasar
el rato haciendo cuentas mientras su padre acaba el trabajo. Marta calcula una cota del
error absoluto y otra del error relativo de la longitud del lado del cuadrado grande.

JCuadles han sido las cotas halladas por Marta?



Nombre y apellidos: .......c.ceeieeieiiiie i na e na s raa s rasrasraasrmaErmaERmAERRSERREERREERREERRERRRERRRE

L0 1 =T o T ST o] 1 -

| PRACTICA

1 calcula las expresiones siguientes, sin usar calculadora:
a)(0,3+0,52:0,4 b) 0,2 - (1,2 -1,1-0,3)

2 Representa en la recta real, con ayuda de regla y compas los ndmeros siguientes:

a) V5 b)1+V5

2

3 Escribe tres ndmeros (ordenandolos de menor a mayor) del interior del intervalo [1; 1,1).

4 Da el valor aproximado, con 4 cifras decimales, de \/§ y halla una cota del error ab-
soluto y del error relativo cometidos.

5 0,0000025

Opera esta expresion 0.0000125 dando el resultado en notacion cientifica.

6 Expresa estos radicales en forma de potencia, opera y simplifica.
3, 4 4 —
a)V2 - V23 V2 =
3
o) (W5)?: V5 =
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Nombre y apellidos: .....c.iiiiiiiiiiii s s s e s s s s reRaEaE A EEERaESEERRSNSERSESERRRSRRSESERRESEREERREEE

APLICA.VISITA AL MUSEO

En la primera excursién escolar, el profesor de matematicas os lleva al Museo de la Cien-
cia. Espera que sea un dia divertido y aprovecha para encargaros un trabajo sobre la visi-
ta. Aqui estan algunas de las preguntas que 0s hace y que tendras que contestar.

1 Una vez en el museo, nos enteramos de que los ordenadores de informacion que habia
en las salas tenian una memoria RAM de 4 gigabytes. Ademas, nos dijeron que un gi-
gabyte tiene 1 073 741 824 bytes. Escribe el nimero de bytes, en notacion cientifica, de
cada ordenador.

2 En la sala de astronomia, pudimos leer que la distancia media de Saturno al Sol es
de 1433 millones de kildmetros. ¢Puedes decirme, en notacién cientifica, cuantos
metros son?

3 En el jardin del museo, hay un estanque rodeado de césped, como indica el siguiente
dibujo:

[P ESTANQUE
[JJARDIN

a) El estanque tiene una superficie de 4 m2. Las zonas de césped se han formado cor-
tando cuatro tepes cuadrados, de igual tamano que el estanque, y reordenando los
trozos para rodear el estanque, formando al final otro cuadrado. ¢Cual es el lado
del cuadrado final?

b) Aproxima el valor del lado que acabas de calcular con cinco cifras decimales y da
una cota del error absoluto y una del error relativo.



Ficha de trahajo A
PRACTICA
1 RACIONALES IRRACIONALES
NUMERO FRACCION
253
2,53 100
= 251 T
2,53 99 \/5
i 283
3,14 )
n 13
1,4 5

2 Respuesta abierta: 2,1 < 2,15 < 2,24.

3 V5 -v22+12 o
Phd : l"
0 1 2 45
43534 10" b) 8,4 - 10
9 a) 32 b) 25 c) 23
6 a) V77 b) V3 c) 22
APLICA

1 Cuadrado pequefio: 4 m
Cuadrado grande: 4\2 = 5,657 m

2k perimetro mide 16\/5 =22,627 m.
Cada metro de valla cuesta 2,4 euros.
Por tanto, toda la valla cuesta 54,30 euros.

3 La parte de césped tiene una superficie de
16 m2.

La parte de flores tiene una superficie de
16 m2.

4 Cota del error absoluto = 0’0201 =0,0005 m

Cota del error relativo = 0,0005 _ 0,000088 m
5,657

’

Ficha de trabajo B
PRACTICA
16 4
1a) 5 b) - g1
1
2 a) \/— = V22 + 12 \/g—/,,/?\‘
; '
0 1 2 5
1+\/§
b) 1+V5 2
2 0 1 245  1a5

3 Respuesta abierta:
1,01 < 1,05 < 1,057
4 V3 =1,732050... = 1,7321
Ea = 0,00004919... < 0,00005
r = 0,.00005 _ 4 0000288... < 0,00005

V3
25:10° _ 5 404
1,25 - 10°°
6 6
6a) Vs b) V5
APLICA

14,295 - 10° bytes

2 1,433 -102m

3 a) El lado mide V20 m.
b) V20 = 4,47214

Cota del error absoluto = 0:00001 _

= 0,000005 m 2

Cota del error relativo = 0,000005 _
4,47214

= 0,000001118 m
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[}
ecuerda lo fundamental

Nombre y apellidos: ..o s s e s s s s rarRaEaEaREEEESESESEESESERSESERRESERSESERRESESEESEEEE

CUISO: cuiercerecenrererere s s s s s e sasesaranarmnnnsmrnnnnns =T 1 T 1

DIVISIGN DE POLINOMIOS
| |

El proceso para dividir dos polinomios es simi- La regla de Ruffini sirve para dividir un polino-
= T = MIO ENTIE e
EJEMPLO: (Bx® — 3x* + 2x = 3) : (x — 1)

6 -3 0 0 2 -3

EJEMPLO:
3x3-2x2+ 4 [ x2+1

DIVISIBILIDRD POR x -2

Para que un polinomio con coeficientes enteros sea divisible por x - a, es necesario que ............

TEOREMA DEL RESTO

El valor que toma un polinomio, P(x), cuando hacemos X = a, COINCIdE CON ......ccevvvrenrreienrnrenennn.

L o3 0] (7 | o] FoY 1o (= =Y o

e Sacar factor COMUN CONSISTE BN ..iuiiiii e e e e e et e e e e e e e e ennen
EJEMPLO: 3x% + 2x3 — Bx = ...

¢ Podemos usar las identidades notables para factorizar.
EJEMPLOS: X2+ 4AX + 4 = ... X2-6x+9=.. X2 -25= .

* En general, el procedimiento para factorizar un polinOMIO €S......c.ccoiiiiiiiiiiiiii e

EJEMPLO: X% — x3 — 16x2 + 16x = ...




LT 107 =T 16 L= | [ L=

L0 1T o1 Y o] 1 =

| PRACTICA

1 Divide los polinomios (x5 — 6x3 — 25x) : (x2 + 3x).

2 Realiza estas divisiones por la regla de Ruffini. Indica el polinomio cociente P(x) y el
resto R, en cada caso:

a)(x®-3x2+2x+4): (x+1) b) (2x* +x3 - 5x-3) : (x - 2)

3 Aplica el teorema del resto y calcula el resto de estas divisiones sin hacerlas.
a)(x°-32): (x-2) b) (x* +x2+1): (x +1) c) (2x3 - 15x-8): (x — 3)

4 Fractoriza estas expresiones, sacando factor comun:
a) 2x% - 8x2 + 4x

b) 5x3 — 25x2
x> x3 X2
o XX X
3 9 3

9 Factoriza estas expresiones, usando identidades notables.
a)4x2 - 12x+9

b) 16x2 + 8x + 1
c)25x2 -9

6 Encuentra, mediante Ruffini, las raices enteras de estos polinomios y factorizalos.
a) x3 + 8x2 + 21x + 18 b) x* — 10x% + 9
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Nombre y apellidos: ..o s s s s s s se s s s resessasassesesEaEeEREeERSSERSEEERSEEeEsessses

APLICA. AUTOBUSES INTERURBANOS

El consorcio de autobuses interurbanos de cierta ciudad ha estudiado la afluencia de via-
jeros los viernes por la manana. Después de obtener los datos y someterlos al estudio de
su centro de calculo, han llegado a la conclusion de que la afluencia de viajeros, en miles,
viene dada por la expresién polinémica V(x) = 27x3 - 54x2 + 27x, donde x es la hora de
la mahana segun la siguiente relacién: x = 0O se corresponde con las 6:00 h; x =1, con
las 9:00 h,y x =2, con las 12:00 h. Una vez calculada la expresién, se la pasan a todos

los institutos de la ciudad para que realicen ciertos calculos.

1 Lo primero que vas a hacer es factorizar todo lo posible el polinomio V(x). (Saca fac-

tor comun, aplica las identidades notables, etc.).

2 Ahora vas a calcular cuéntos viajeros llegan en cada momento a la terminal. Comple-
ta la tabla siguiente, recordando las equivalencias entre horas del dia y valor de x.

(Por ejemplo: las 6 h correspondena x =0, las 7 h corresponde a x = % etc.).

X

6 h 7h 8h 9h 10 h 11 h 12 h
1 2
0] 3 3 1

V(x) (en miles)

3 Entre las 6 h y las 10 h, ¢cudl es la hora punta (hora de maxima afluencia de viaje-
ros)? ¢Y la hora de menor afluencia? ¢Cémo se pueden explicar estos datos?



LT 107 =T 16 L= | [ L=

L0 1T o1 Y o] 1 =

| PRACTICA

1 JCuanto deben valer a y b para que esta divisién sea exacta?

(x3-5x2+ax+b): (x2-3x+1)

2 Fijate en la transformacion que podemos hacer en esta division:
x*-3x2+2x-6 _ 1 x*-3x2+2x-6
2(x — 3) 2 x—-3
Fijandote en la ultima expresion, calcula el cociente de la primera division, por la regla
de Ruffini.

(x*=3x2+2x-6): (2x-6) =

3 Descompdn en factores y halla el min.c.m. y el méx.c.d. de los polinomios:

P(x) =x3 +2x* - 3x3 - 8x2 - 4x y Q(x) = x8 — 4x5 + 3x* + 4x3 - 4x2

q Comprueba que se verifican las igualdades siguientes:
2 2X — -1 1
a) |l — X x-3 1] . =X =
x2-2x+1 x-1 3x-2  x-1

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 4.°B ESO. Material fotocopiable autorizado.



© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 4.°B ESO. Material fotocopiable autorizado.

Nombre y apellidos: ..o s s s s s s se s s s resessasassesesEaEeEREeERSSERSEEERSEEeEsessses

APLICA. AGUA PARA EL GANADO

En una excursién os llevan a una granja-escuela. Alli veis que el encargado esta constru-
yendo unos depdsitos de agua para el ganado y, viendo sus problemas, decidis ayudarle
con los calculos matematicos. El ganadero quiere construir dos depdsitos de agua. Uno
de ellos de forma cubica para almacenar el agua y el otro, comunicado con este, de modo
que tenga la misma anchura, 6 m mas de largo y 2 m menos de alto. Este ultimo lo usara
como bebedero. El ganadero quiere, ademas, que los dos tengan la misma capacidad de
almacenar agua. Observa el diseno que os ensena el encargado:

®

1 Lo primero que tenéis que hacer es expresar el volumen de cada depdsito en funcion
de la arista, x.

2 Lo siguiente que os pregunta el encargado es de qué dimensiones debe construir ca-
da uno de los dos depésitos para cumplir con la condicién de que los dos tengan la
misma capacidad.



Ficha de trabajo A
PRACTICA
1 Cociente: x3-3x2+3x-9

Resto: 2x

2a)Cx)=x2-4x+6; R=-2

b) C(x) = 2x3 + 5x2 + 10x + 15; R =27
3ao0 b) 3 c) 1
4 5) ox (x3 - 4x + 2) b) 5x2 (x — 5)

X2 [ 3_ x
c) 3 (x 3 +1)
9a)@2x-3)2 b)@x+1)2 c)(Bx+3)(5x-23)

6 a)(x +2) (x +3) (x +3)
b)(x-1)(x+1)(x-3) (x + 3)

APLICA
1 v(x) = 27x (x - 1)2

2 " T o T1sl230 1 Ta3l5 2|

V(x)042042054|

3 La hora de mayor afluencia es a las 7 h, cuan-
do la gente empieza a llegar para ir a trabajar.

La hora de menor afluencia es a las 9 h, cuan-
do la gente ya esta en el trabajo.

Ficha de trahajo B
PRACTICA
1a=7 b=-2

2103 2-6|c)=-=L- (x3+3x2+6x+

2
3 3 9 18 60 3 5

'13 6 20@+20)=X5+%+3x +10
3 PX) =x(x+1)2 (x+2) (x-2)

QX)=(x—1) (x + 1) (x = 2)2 - x2

max.c.d. =x (x + 1) (x - 2)

min.c.m. =x2 (x + 1)2 (x - 2)2 (x — 1) (x + 2)

x2 2x -3 x—-1
aa)((x—1)2_ x-1) +1)'3x-2=
C(Bx-2) (x-1) __1
Tx—12 (3x-2)  x-1
X x=Y\. 1
b)(x-y_l)'(ﬂ) y
Y =y 1_4 1y
x-y) y2 y ¥y
APLICA
1VA=X3

Vg = x(x = 2)(x + 6)

2 El depbsito A debe ser un cubo de lado 3 m.

El depdsito B debe ser un prisma de lados 3 m,
1 my 9 m, respectivamente.
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Jecuerda lo fundamental

Nombre y @pellidos: .....cccuieeimiieiimirmire e ra s rs s na s raa s rasrms s marmaErmarRmaERnSERanEmRRRmRRRRRRRRRERRRE
01T o T =T 1 -
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

COMPLETAS INGOMPLETAS
ax?>+bx+c=0, con a# 0, ax2+c¢=0, con a # 0, ax2+bx=0, con a # 0,
se resuelve con la féormula: se resuelve: se resuelve:
X S e ST C <0, i | e
S I C >0, i |
OTROS TIPOS DE ECUACIONES
BIGURDRADAS GON x ENEL
DENOMINADOR
Para resolverlas, .....covevieieiiiiiiiieceeeens 0 0
Para resolverlas, ...occovveiiiiiiiiiiiens
EJEMPLO: X% —10X2 + 9 =0 | || ] e
2
EJEMPLO: — + 2x =5
X
GON RADICALES mPo(..)-(.0-(.)=0
Para resolverias, ...cccvcvvviiiiiiiiiiiccceens Para resolverlas, ...cccveveviviiiiiiiiiicceceeeens
EEMpLo: Vx+1 -5=0 EJEMPLO: X(x + 1)(2x = 7) = 0
METODOS DE RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES
SUSTITUCION IGUALACION REDUCCION
Consiste en ...ccevevevieeinnnn. Consiste en ....oeeveveieiiiennenn. Consiste en ....ccoceeveveiiennnne.
INECUACIONES
¢ Una inecuacion es
* Las soluciones de UNA iNECUACION SON ..uuiuiuiininie ittt re et e sraeeaeasaeeneasaensserasnrsaenenreaenenns
Y S€ EXPresSan €N fOIMA A€ ...iuiuiiiiiiiiii e e e e e et s e s e e e a e a e e e e e e e e eanenrenrenreans
* Las soluciones de un sistema de dos inecuaciones de primer grado con una incégnita
LTSI ] o= =T o T 4 =0 L= o =




Nombre y @pellidos: .....cccuieeimiieiimirmire e ra s rs s na s raa s rasrms s marmaErmarRmaERnSERanEmRRRmRRRRRRRRRERRRE

L0 1 =T o T ST o] 1 -

| PRACTICA

1 Resuelve estas ecuaciones de 2.° grado, aplicando la férmula:
b)x2—4x+4=0

a)x2-6x+8=0

2 Resuelve sin aplicar la férmula.

2_g=o
a) x 5

3 Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:

a)x*-8x2-9=0

b)x*-3x2-4=0

b) 8x2-32=0

4 Resuelve las ecuaciones, quitando primero denominadores.

a) 3 +ox=3x+09
X

9 Resuelve los sistemas.

a)(x+y=1
x-y=-30

6 Resuelve las inecuaciones.
a)bx-4<2x+3

4

b) — +

x2

X

5

b)(x2-y2=7
xX+y=7
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Nombre y apellidos: ..o s s s s s s se s s s resessasassesesEaEeEREeERSSERSEEERSEEeEsessses

APLICA. LA URBANIZACION

La profesora de matematicas os propone que disenéis una urbanizacion de pisos. Tal co-
mo se muestra en el dibujo, se pretende edificar 8 bloques de apartamentos en torno a
una gran plaza cuadrada de 1 ha de superficie. Cada bloque debe ocupar 216 m2,

1 ¢Cudles deben ser las dimensiones x e y de cada bloque de apartamentos?

[T1

o

L1

-——

2 De cada planta se quieren sacar dos apartamentos como los que ves en el dibujo, de
108 m? cada uno. ¢A qué distancia de la esquina A se debe construir el tabique de
separacion?

50 m
2
108 m 4 m 108 m2
A
— X —
4 m
4 m

3 Enla plaza queremos plantar rosales y arboles. La profesora no recuerda cuantos
quiere poner de cada especie, pero se acuerda de que si sumamos el doble del nu-
mero de rosales mas el triple del nimero de arboles, sale 66. Ademas, anade que si
se suman el nimero de rosales con la mitad del nimero de arboles, obtenemos 23.
¢Cual es el nimero de rosales y de arboles que vamos a poner en la plaza?



Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Nombre y @pellidos: .....cccuieeimiieiimirmire e ra s rs s na s raa s rasrms s marmaErmarRmaERnSERanEmRRRmRRRRRRRRRERRRE

L0 1 =T o T

ST o] 1 -

PRACTICA

1 Resuelve estas ecuaciones.

x+12 x+1 _

9
2 4

a)

e)2Vx-1 =4-x

2 Resuelve los sistemas siguientes.

a) x2+yZ+xy=21
x+y= 1

b)3x2- X —0
3

d)x3-x2-14x+24=0

f)\/x+4+\/2x—1 =6

b)X—2+y—2=13
1 1
___=1
x y

3 Encuentra el intervalo de la recta real que es solucion del sistema siguiente:

X 3x<x+6

X+3<4-x }
2
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Nombre y apellidos: ..o s s s s s s se s s s resessasassesesEaEeEREeERSSERSEEERSEEeEsessses

APLICA. ENVASES PARA ZUMOS

La empresa “Buenzumol” quiere lanzar al mercado envases de tetrabrick de diversas for-
mas con una capacidad de 500 cm3 (1/2 I). Resulta que la persona encargada de los
calculos es amigo de tus padres y te cuenta sus problemas para que veas que incluso
un estudiante de ESO puede resolverlos. Ahade que, para fabricar los envases, disponen
de rollos de cartdn plastificado de 30 cm de ancho.

1 La primera opcién que tienen es hacer un envase con forma de prisma de base cua-
drada, como se ve en el dibujo:

(

-

'
'
'
'
L
—_—
‘eemmmmafa

e e ..—.---
——
-~
.
[
'
[
'

a) ¢Qué dimensiones tendra el prisma para que, en su desarrollo, ocupe todo el an-
cho del rollo? (Recuerda que solo nos interesa la solucién entera).

b) ¢ Qué superficie de cartdn se necesitara para cada envase?

2 La segunda opcidén es hacer un envase con forma de prisma hexagonal regular, cuya
altura mida el doble que el lado de la base. El amigo de tus padres te reta a calcular
las dimensiones del tetrabrick para que contenga el mismo volumen que en la prime-
ra opcion.

a) ¢ Qué superficie de cartén se necesita para hacer un envase con las medidas ante-
riores?

b) EI amigo de tus padres ya tiene la solucién, pero quiere que le digas cual de los
dos envases es mas rentable.

3 cada pack con un niimero determinado de envases cuesta 6 €. Pero, como oferta, te
dice que van a ofrecer que llevandote 3 envases mas, cada uno costara 10 céntimos
menos y pagaras los 6 €. ¢Sabrias decir cuadntos envases hay en el pack original?
JY cuadl es el precio de cada tetrabrick?



Ficha de trabajo A
PRACTICA
lTayx=4; x=2 b)x=2
_ _5
2a)x—0,x— 5
byx=2, x=-2
dax=3 x=-3
byx=2, x=-2
_ _1
4a)x—1,x— >
_ _ -4
b)x=1, x= 5
5a)x=6, y=-5; x=-5, y=6
b)x=4, y=3
3a)x<% b) x > 2
APLICA

1x=4m e y=50m

2 Se debe construir a 19 m de la esquina A.

3 Habra 18 rosales y 10 arboles.

Ficha de trabhajo B
PRACTICA
1 a)x = %; x=-b
b)x=0, x= %
c)x=4, x=3
dx=2,x=3, x=4
e)x=2
flx=5
2a)x,=-4,y,=5 x,=5; y,=-4
1< 1  _-1  _-1
b)Xl_ 31 yl_ 2; X2_ 2 ’ y2_ 3
-12 1
3xe [42. 5]
APLICA
1 a) El lado de la base mide 5 cm y la altura,
20 cm.
b) Cada envase tiene una superficie de 450 cm?Z.
2 a) El apotema de la base mide X ;@ cm. Asi, el
lado de la base mide 4,58 cm y la altura,

9,16 cm.
Necesitamos 360 cm?2.

b) El hexagonal, porque necesita menos car-
tén para el mismo volumen.

3 En el pack original habia 12 envases.
Cada tetrabrick cuesta 0,5 €.
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Funciones. Caracteristicas

Yecuerda lo fundamental

Nombre y apellidos: .......c.ceeieeieiiiie i na e na s raa s rasrasraasrmaErmaERmAERRSERREERREERREERRERRRERRRE

1T = o

ST o] 1 -

FORMAS DE DAR UNR FUNCION
Una funcioén puede darse por:

Una grafica representa una funcion si a cada
vValor de X 1€ wuviviiiiiiiii i

UM ittt een
. EJEMPLOS: Funcién No funcion
| CARACTERISTICAS DE UNA FUNCION
DOMINIO DE DEFINICION CRECIMIENTO, DECRECIMIENTO, MAXIMOS Y MiNIMOS
Es el conjunto de valores de X ....ccccvevevenennn. * f es creciente en un intervalo si ................
* f es decreciente en un intervalo si............

e f tiene un maximo relativo en un punto
{1V =Y o o [ T
¢ f tiene un minimo relativo en un punto
(o1 U= o o PPN

DISCONTINUIDADES

* Razones por las que una funcién puede ser discontinua en un punto:

a) Tiene ramas ................ B) e (o) A) e,
* Se dice que una funcCidn €S continua CUANTO .....iuuiiuirniieeeieee st e e e s e e s e e s e s e e e e e eananans

| UARIRCION DE UNA FUNCION
|
PENDIENTE DE UNA RECTA TASA DE VARIACION MEDIA EN (a, )

ES 1@ variaCion....c..ceuveeiiiiiiii e e Es la pendiente de ....ccevevveiiiiiiiiiiiiiiieeeen,
La pendiente de una recta se halla asi: | | o
¢ Si conocemos dos puntos: m = ........... TVM. [a,b] = ccevieieeeieeennn,

* Si conocemos la ecuacion de la recta, ......... * Mide el grado de: ...ooviiiiiiiiiiiiiieicee e




F i 1 i

Nombre y apellidos: .......c.ceeieeieiiiie i na e na s raa s rasrasraasrmaErmaERmAERRSERREERREERREERRERRRERRRE

L0 1 =T o T

ST o] 1 -

| PRACTICA

1 Halla el dominio de definicién de estas funciones:

a)

\

N\

[\ AP

2 Sefala los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los valores de x donde las
funciones presentan maximo o minimo relativos, en cada caso.

a)

Y

b) Y

UG

3 ¢Cudl de estas funciones crece mas “rapido” en el intervalo citado? Averigualo calcu-
lando la tasa de variacién media en dicho intervalo.

a)

c) Y
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Nombre y apellidos: .....c.iiiiiiiiiiii s s s e s s s s reRaEaE A EEERaESEERRSNSERSESERRRSRRSESERRESEREERREEE

APLICA. DiA DE SENDERISMO

El instituto ha llevado a hacer senderismo a los estudiantes de Bachillerato. Aprovechan-
do la circunstancia, el profesor de matematicas os encarga una investigacion sobre el dia
en el campo. La marcha empez6 a las 6:00 h y tuvieron que ascender por un monte si-
tuado a 12 km del albergue en el que estaban alojados. De las siguientes graficas, la pri-
mera muestra la relacion entre el espacio recorrido y el tiempo de caminata, y la segunda,
el perfil geoldgico de la marcha.

DISTANCIA (km) ALTURA (m)
b/

! (CIMA) 800 - - - - === === nommmm-

(CIMA) 12 }----=----- 4 ; ;

. P B |

61-- : : : : :

: : : ! (ALBERGUE) ; |

ALBERGUE : i i : i :
( ) 2 4 6 8 10 12 14 16 TIEMPO (h) 6 12 DISTANCIA

(km)
1 a) ¢Cual es el dominio de definicién de la funcion tiempo empleado-distancia recorrida?

b) ¢A qué hora terminé la excursion?

2 La funcién es, casi siempre, creciente (a mas tiempo empleado, mas kildmetros reco-
rridos). Sin embargo, se ve un periodo de tiempo donde la grafica es un trozo de recta
horizontal. ¢Cual es? ¢COmo interpretas esa situacion durante la excursion? ¢En qué
kildbmetro ocurre eso?

3 Al largo de las dos primeras horas del recorrido (intervalo [0, 2]), la grafica crece
mas rapido que en el intervalo [2, 6]. ¢Cual es la T.V.M. de la funcién en cada tramo?
Interprétalo observando la grafica del perfil.

A calcula la velocidad empleada en cada uno de los tramos de subida. ¢Cual es la velo-
cidad media empleada en la subida?



F i c i [

Nombre y apellidos: .......c.ceeieeieiiiie i na e na s raa s rasrasraasrmaErmaERmAERRSERREERREERREERRERRRERRRE

L0 1 =T o T ST o] 1 -

| PRACTICA

1 Halla el dominio de las siguientes funciones:
5x -2

? T = e a2

-3

2 Escribe los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones siguientes.
¢Cudles son sus maximos y minimos?

a)

3 Observa esta funcién. Calcula la tasa de variacion media (T.V.M.) en los intervalos

[0, 1], [0, %] [O% , 0,1 (Puedes ayudarte de la expresién analitica, y = x2 + 1,

de la funcion).
JPodrias estimar a qué valor tiende la TVM para un in-
tervalo [0, O + h] cada vez mas pequeno?
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Nombre y apellidos: .....cociiiiiiiiiiiir i s e s e s r e Ear e R Ee R EEERREEERSEEEARESESEESESRESESRRSEEERREEEE

APLICA. CIENCIA-FICCION

Trabajas en el Observatorio Astronédmico. A pesar de todas las probabilidades en contra, un
hecho fatidico se cierne sobre el planeta: un enorme asteroide va a chocar contra nosotros.
Tus companeros y tu habéis comprobado que cada 3 horas se acerca 4 000 kilémetros
mas. La unica solucién que se encuentra es disparar un proyectil con un explosivo de gran
potencia que sea capaz de disgregar el asteroide. La ecuacion que mide la altura alcanzada
por el proyectil, en miles de kildmetros, en funcién del tiempo es A = (—t2/16) + 2t. En el
momento del disparo, el asteroide estd a 32000 km de nuestro planeta. Son las 9:00 h.

1 Tujefa, con las prisas del momento, te pide que calcules la ecuacién que da la dis-
tancia que nos separa del asteroide en cada momento. “Y Sanchez”, te grita, “jno ol-
vides que, como viene hacia nosotros, la distancia decrece!”

2 Unavez que tienes la ecuacion, te pide que calcules la hora en la que se prevé que el
asteroide choque contra la Tierra.

3 Para poder dar el dato a los militares, con el fin de poder disparar el proyectil, tienes
que elaborar dos tablas:

a) Una que relacione la distancia a la que esta el asteroide segln transcurre el tiem-
po (hazlo cada 3 horas).

b) La otra, que relacione la altura del proyectil con el tiempo transcurrido (parte de Oy
haz los calculos cada 4 horas).

4 Para facilitar la labor a los militares, decides adjuntar, junto a las tablas, las gréficas
de las trayectorias del proyectil y del asteroide. Realiza las graficas en los mismos
ejes coordenados. Ademas, en tu informe di si impactara el proyectil en el asteroide,
a qué hora aproximada y a qué distancia de la Tierra, aproximadamente. Todo esto lo
puedes hacer mirando las graficas. jAdelante!



Ficha de trahajo A
PRACTICA
14a) [0, 6] b) IR — {2}
c)x=>1

2 2) Crece en (—1, %) U (4, 6) U (8, 9)

Decrece en % 4) v (6, 8) U (9, 10)

Maximo en x=%, en x=6 yen x=09.
Minimoen x=4 yen x=8.

b) Crece: (—oo, —2) U (4, +o0)
Decrece: (-2, 2) U (2, 4)
Maximo en x =-2 Minimo en x = 4.

-3-0_3
3 a) TVM.[1, 2] = 2-1 2| Crecen
_4-1 _ 3 igual a) y b)
b) TVM.[1, 2] = 575 =5 y mas rapido
que c).
c) TV.M.[1, 2] = % =1
APLICA

1a)0<t<14 Db)Alas20h

2 En 6<t<10. Periodo de descanso en la cima.

(&)

3 En[0,2]: TVM. = = =3 > v=3 km/h

=1,5—->v=15km/h

ENIOREN

En[2, 6]: TV.M. =

En [0, 2] el perfil es mas suave: avanzan mas
rapido.

12
4vm=€=2km/h

FICHA DE TRABAJO B
PRACTICA
1a)[-3,3)U(3,7] b)R-{1,2}
2 2) Crece en (-2, 3) U (5, +o0).
Decrece en (—eo, -2) U (3,5).
Maximoen x=3 y x=7.
Minimoen x=5 y x=-2.
b) Crece en (—eo, —4) U (2, +o)
Decrece en (-4,-2) U (-2, 2)
Maximo en x =-4. Minimo en x = 2.

1] 1] 1
Intervalos 0, — 0, — 0, —
valosflo. 4l [ 2| [ y [ 8 ]

1 1
TVM = - =
1 2 8

Podemos estimar que la TV.M. en un intervalo
[0, O + h) cada vez mas pequeno, tiende a ser 0.

APLICA
10=32 —gt. La distancia se da en miles de

kilémetros.

2 E| asteroide chocaré 24 h después, es decir, a
las 9:00 h del dia siguiente.

3 a) ASTEROIDE

t(h)j O 3 6 9 12|15 18 1 21| 24

d 32128} 24 20 16|12 8 4 0

b) PROYECTIL

t(h)j O 4 8 | 12 16|2O 24 § 28 || 32

A 0 7 |12 | 15 16|15 124 7 0

4 Ll * Impacto entre las 12 y
13 horas después del

*7 ASTEROIDE lanzamiento.
*1 * Se produciréd entre los
207 15000 y 16000 km
167 de altura.
12 +
s+ PROYECTIL

0 4 8 12 16 20 24 28 32
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i ecuerda lo fundamental

L0 10 =T 1o L= | [T
L0 ] =T o =Y o 1 -
OTRAS FUNGIONES
LINEALES CUADRATICAS A TROZ0S
* Expresion: ..................... * EXPresion: ......ceeveeeeeeeenns Su expresion analitica es ..

* Grafica: ..veeeeeneenenn, LI 1= i Tox= HP T K N R

*m=..... *Sia>0, i, EJEMPLO:
*nesla ... ©Sia<0, oooeeeeeereeeeennn {xz,x<1
e Vértice en x = ......... 1-xx21
FUNCION DE PROPORCIONALIDAD INVERSA FUNGIONES RADICALES
e Expresion analitica: .....cc.ccvvevviviiiiiiiiiiieceeeeeen, * Expresion analitica: .......cooeeveniiieenniennnnn.
Dominio de definicion: ..........cccoovviiiiiiiiiinnnn. « Dominio de definiCion: .o
e Su grafica se llama ......ccoeeeveiiiiiiiiiieec e,
P = ) SFi :
Gréafica: Grafica
* Las rectas a las que se aproximan las ramas
de la curva se llaman ......ccoeveieeiiiiiniiieieeeenn 1

FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGAR{TMICAS

FUNCIONES EXPONENCIALES FUNGCIONES LOGARITMICAS
e Ecuacion: ¥ = ...coceeevennennen. e Ecuacion: ¥ = ...cocceeeeennennen.
— La base tiene que SEer .....ovvveveriiierenenennnns — La base tiene que SEer .....ccvverveeiireieennenen.
— Es creciente si ........ y decreciente si ....... — Pasa por (4, ...) y por (..., ...)
— Pasa por (O, ...) ¥y (4, ...) * Dominio de definicion: ......cccceeeiieiiiiiiiinnenn..
e Dominio de definicion: .......ccccevveiveiiiininnnenn. ® SU INVEISA €5 ivvvniiiiiiieieiieee e e e e
* Gréfica: * Gréfica:
a>1 a<1 ‘
| |

Se llama logaritmo en base a de P, y se escribe .......... al exponente }Ioga P=x &.....




L0 10 =T 1o L= | [T

L0 1T = o =T 1 T 1

PRACTICA

1 Representa las funciones cuadraticas siguientes:

x2

a)y:T b) y = 2x2 + 6x c)y=-x2+6x-5

2 Representa las funciones de proporcionalidad inversa:

3 2 1
a = — b = - C =
)y " )y " )y + 0

3 Representa las funciones radicales:

a)y=Vx-1 b)y=Vx+1 c)y=V4-x
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Nombre y apellidos: .....c.iiiiiiiiiir i s s s e s e e r R R AR ERA R EARREAERSESERRESERSESERRESERREREREE

APLICA. NEGOCIOS

El hermano de Clara quiere abrir una tienda de fotocopias y le pide ayuda para que realice
unos calculos iniciales sobre la rentabilidad del negocio. Como Clara es amiga tuya, que-
dais un dia para hacer el trabajo. Clara te dice que el proveedor de su hermano asegura
que la fotocopiadora trabaja segun la siguiente tarifa por copia:
5x + 2

X

donde x es el nimero de copias e y es el precio expresado en céntimos.

1En primer lugar, necesitais saber cédmo varia el precio de cada copia segun el nimero
de copias. Para ello decidis hacer una tabla para los valores x =1, 5, 10, 100, ...,
1000, etc. Luego se os ocurre que, quiza, seria muy recomendable ver los datos refle-
jados en una grafica y os ponéis a ello. ¢En torno a qué valor se estabiliza el precio por
copia?

2 El hermano de Clara le dijo que los gastos que reporta la maquina por su manteni-
miento son 15 € por revisarla cada 10 000 copias y 50 € por reponer el téner de tinta
cada 5000 copias. Os pregunta cual es el gasto por copia.

3 Se os ocurre gue a su hermano le vendria muy bien conocer la funcién R(x) que da la
rentabilidad de la maquina en funcion del nimero de copias:

R(x) = [Tarifa segun el nimero de copias — gasto por copia] - x

Junto a su expresidn algebraica le dais una tabla de valores y su grafica aproximada.

4 siia maquina le ha costado 300 €, ¢con cudntas copias comenzara a amortizarla, es
decir, a partir de cudntas copias ganaréd mas de 300 €7



Nombre y @pellidos: ... r e na e na s raa s rasrasraaaraaEraArRmAERRRERRERREERREERRERRRERRRE

L0 1T = o =T 1 T 1

| PRACTICA

1 Resuelve, grafica y analiticamente, el sistema:

1
x-1

y=1-

y=——"—+2

2 Representa las funciones siguientes:

a) x+1 x<O0
y=1x2-2x+1 0<x<?2
x-2 2<x

JEs continua? ¢Por qué?

b)y=-3+ Vx-1

cy=27"+1
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Nombre y apellidos: .....c.iiiiiiiiiir i s s s e s e e r R R AR ERA R EARREAERSESERRESERSESERRESERREREREE

APLICA. INGENIERIA HIDRAULICA

Un vecino, que trabaja en la depuradora del ayuntamiento, te ensena el nuevo diseno que
van a empezar a construir. Pero antes necesitan tener ciertos datos para ver si de verdad
va a ser Util la nueva depuradora. El diseno es el siguiente:

El agua de los embalses llena

%ig’gggg el pilén A, cuya capacidad es
POTABLE de 90 m3. Cuando este esta
lleno, se abre el filtro 1 y co-

>I,Sm2 mienza a llenarse el pilén B.

1 Los ingenieros aseguran que el pilén A se vacia segln los datos de la siguiente ta-
bla:

t (h) 0 1 2

V, (M3) 90 89,6 88,4

Ademas, suponen que sigue una funcion decreciente cuadratica V, = at2 +c. Tu ve-
cino te pide que halles la ecuacion de dicha funcién y que construyas su gréfica.
¢Cuanto tarda el pilén A en vaciarse?

2 Ahora tu vecino te pregunta cual sera la funcién de llenado del pilén B y en qué mo-
mento ambas piletas tienen el mismo volumen de agua.

3 Unavezlleno B, se abre la vélvula del filtro 2 y pasa un cierto volumen de agua al tubo
depurador, cerrandose el filtro 2 una vez que el tubo esta lleno. El tubo es un cilindro
de seccién (area de la base) 1,5 m? y longitud, 10 m. Se estima que el tiempo de lle-
nado y desinfeccion del agua es de 1 hora. ¢Qué volumen de agua se desinfecta cada
hora?



Ficha de trahajo A Ficha de trahajo B
PRACTICA PRACTICA
2
1 a) \HHHH? b) c) 1 Soluciones de la ecuacién 1 — 1 _x + 2
ad Vol X = 2
> = son:
- \/ EEniEEREiEEE x=0, y=2 Y11,
2 a) b) c) \E x=2, y=0
= ] = — | ——— 5) = 3
& AnmZaE - X=-1, y= 2> == u
l. f \ 2 /i A Ei
3a) b) DISSSSe / dmmi
2 a) 7 B No es continua en x=2
(salto finito).
APLICA
b) I c) -\
17 I 1 5 I 10 | 100 I ... 11000 :
y | 7 | 54 | 52 || 502 | ... 15,002 gase
Y
N APLICA
1v,=-0,4t2+90 dol%
ol
B e D D — = Sevaciaen t =15 h. \
I
n
\
4
27 &
! ! LA A ! ! —_ 2
4 8 10 e " 100 w 1000 X 2 Vg = 0,4t

El volumen de ambos se iguala cuando

El precio se estabiliza en torno a 5 cent. por
0,4t2=-0,4t2+90 — t = 10,6 horas

copia.
3 15ms3

1>, %0 _ 1S 40115 €=

10000 5000 10000

= 1,15 cent.

3 R(x) = 3,85x + 2
X 10 100 ... 111000
R (cent.) 40,5 387 ... 113852
R (euros) 0,40 3,87 ... 138,52
R(x)

= i . . . . . . . . 160 e

4 A partir de 7 792 copias.
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Jecuerda lo fundamental

La semejanza y sus aplicaciones

Nombre y @pellidos: .....cccveeieiimiimirmirerre s r s rs s rna s ms s rassrmss s masrmasrmaERmsERnnERanEmnRnRRRnRRRRRRRRRE
L0 Fecha: ....cccciiiiiiirir s e e e
FAGURAS SEMEJANTES
Dos figuras son semejantes si sus angulos correspoNdientes SON .....vcuiveiiiiiiiiiiieiiei e eeeeeeanas
VA=Y U L= 0 1S3 = Lo = TS

N A
Por ejemplo, si las figuras F y F' son semejantes, entonces A=..., B=..., ...= ..., ... = ...

’ . Ademds, si AB=2 - AB', entonces
A _ _ _ _
ﬂ BC= oo D= DA= ... AC= oo
d , , y la razén de SEMEJanza €S ....cvvvvevieniiiiiiiieiiieieeens
D c
D c

TEOREMA DE TALES TRIANGULOS EN POSICION DE TALES

Dos rectas, r y s, cortadas 7 Los triangulos ABC y AB'C'

por segmentos paralelos 1 estadn en posicion de Tales

determinan segmentos ...... porque tienen un angulo

............. Es decir: i Y riiiiieeeeeenn Y los lados

........... T s T e OPUESTOS uuiiiriieiiieei e e et e e
Los triangulos en posicién de Tales son .........
y se verifica que ........... = ireeecenens T

CRITERIOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son semejantes si cumplen alguna de las siguientes condiciones:

* Tienen dos angulos ................. * Sus 1ados SON ...cvevnvenennns * Tienen un angulo igual y los
B 1= To [ 1< TP
B
C
C,
" a
A A 4
b
b
c
c
A A A a A b
A=..,B=..,C=.. PYRE A= D T

RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO RECTANGULO

Teorema de Pitagoras: a2 = b2 + ¢2

Teorema del cateto: c2=a-n; b2=a-m

S~
VLS
Y
~

B Teorema de la altura: h2=m - n




La semejanza y sus aplicaciones

Nombre y @pellidos: .....cccveeieiimiimirmirerre s r s rs s rna s ms s rassrmss s masrmasrmaERmsERnnERanEmnRnRRRnRRRRRRRRRE

L0 1 =T o T [ ST o] 1 -

|1. PRACTICA...

1 Calcula los datos que faltan, sabiendo que estos poligonos son semejantes:

X

>l

2 Aplica el teorema de Tales y calcula la longitud de los segmentos A'B' y BC.

3 Ramiro observa que la torre de la ermita (30 m) se refleja distorsionada sobre el agua
del estanque que la rodea. Situandose en la orilla opuesta y tomando las medidas
que se indican, ¢cual es la anchura maxima del estanque?
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Nombre y apellidos: ..o s s s s s s s s s re s raseasasassesesEaEeERSEeERESERSEEEEEEesEseEEEesE

APLICA. LA PLAZA DE TOROS

En una localidad han decidido reformar la plaza de toros. Para ello quieren alicatarla por
fuera con azulejos esmaltados, ademas de otras reformas. La profesora de matematicas
0S propone en clase que sigais los mismos pasos que han seguido los técnicos para rea-
lizar su tarea.

1 En primer lugar, se necesita saber la altura de la plaza, pero los planos con los que se
construyd se han perdido y hay que medir todo de nuevo. Deciden hacerlo ayudando-
se de la semejanza de tridngulos, tal como se indica en el dibujo. La profesora os in-
forma de que el operario media 1,70 m. ;Cual es la altura de la plaza?

2 Ahora necesitamos conocer el didmetro de la pla-
za. Para medirlo, se fija una tangente a la plaza,
A'B' vy, a continuacién, una cuerda entre dos esta-
cas, AB, paralela a la tangente, como puedes ver
en el dibujo. ¢Cual es el valor del didametro?

«—2lm—u

3 Con los datos de los dos problemas anteriores, calcula cual es la superficie que de-
ben alicatar los operarios.



La semejanza y sus aplicaciones
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| PRACTICA

1 calculala longitud de los datos que faltan en estas figuras.

a) by X
5 X
0 6
A ; A
5,4 f
B
s
2 Observa esta figura (ABC es triangulo rectangulo).
—_ —_ —_ —_

a) ¢Por qué son semejantes ABC y ABD? Y ABD y BDC?

b) Aplica el apartado anterior para calcular h, AD y DC.

3 Calcula el area del triangulo de la figura. ¢ Cual sera el area de un triangulo semejante
a él y de perimetro 58,4 m?
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APLICA. CONSTRUYENDO UN PUENTE

El gobierno autonémico va a construir un puente
sobre el rio a las afueras de tu localidad. Una
tarde te pasas por alli para ver como lo hacen.
Ves que los topdgrafos han tomado posiciones
delimitando un trapecio, desde cuyos vértices A
y B seve un punto P en la otra orilla del rio, tal
como aparece en el dibujo de la derecha:

1 A la vista del dibujo y de los datos que te aporta, ¢cual sera la longitud del puente
A'P?

2 Mientras ves c6mo empiezan a trabajar los topégrafos, te preguntas cémo se las apa-
naran para calcular la altura minima que debe tener el puente. Por suerte estas cerca
de un par de técnicos y les oyes decir que usando un bastén marcador de 1,5 my ale-
jandose 9 m de la orilla, pueden ver el fondo de la orilla opuesta (observa el dibujo).
¢Cual es la altura del talud?

Longitud del puente

3 Por ultimo, te enteras de que van a poner postes de acero verticales en los laterales
del puente, tal como ves en el dibujo. Has oido a uno de los técnicos que el mas alto
sera de 20 m, pero te preguntas cuanto mediran los otros.

D

-~

— T 1T o T
L T T T T T T T T T T 1T 1T 1T 1T 171
I O




Ficha de trahajo A
PRACTICA
1x=3, y=5, z=2,67
2x=1 y=3
3 x =50 m — La anchura es 53 m.
4 c=1100-64 = V36 =6
c2=a-n; 36=10-n; n=3,6

m=6,4 h=V6,4-3,6 =4,8

APLICA
1 La altura es de 38 m.

2 EI diametro es de 48 m.

3 La superficie lateral es de 5730,265 m?2.

Ficha de trahajo B
PRACTICA
1a)x=8,75; y=12,75
b)x=6,75; y=7,5

PNy Py
2 a) ABC ~ ABD por tener dos angulos iguales.
Py PNy

Analogamente, ABD ~ BDC (angulos respec-

tivamente iguales).
Py Py

b) Comparando ABC y ABD tenemos:

AC _AB . 10 _8 [x=64=AD
AB AD ' 8 X |pC=36
AC __AB . 10 _8 [h=48
BC BD ' 6 h

3 m2=82-62=28; m=5,3
h2=m-n; 36=53-n; n=26,8
a=m+n=12,1
c=\/m'—v9,1
Perimetro = 29,2. Area = 36,3 m?

Si el nuevo perimetro es 58,4 = 2 - 29,2, el
area sera 4 veces mayor: 145,2 mZ2,

APLICA
1La longitud del puente es de 180 m.

2 La altura es de 30 m.

3 Habra dos postes de 20 m, dos de 15 m, dos
de 10 my dos de 5 m.
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Geometria analitica

Nombre y @pellidos: .....cccveeieiimiimirmirerre s r s rs s rna s ms s rassrmss s masrmasrmaERmsERnnERanEmnRnRRRnRRRRRRRRRE
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GEOMETRIR ANALITICA

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO
Las coordenadas del punto medio M de un segmento de extremos A (v, 91)
Ay B son:
A(Xq, Y1) B(XosY5) = M. ) eeeeeennees ) w
Por ejemplo, si A(3,-6) y B(-1, 4), entonces las coordenadas O
del punto Medio SON: ....cceiiiiiiiiii e B (7))
................................................................ 1V
PUNTOS ALINEADOS

— —
Los puntos A(xy,y,), B(x,, ¥,) ¥ C(x3,y5) estan alineados si los vectores AB y BC son ..........

............. , €s decir, si sus coordenadas son ...........cceunens

Yo—=Yq
X2_X1 --------------------

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

%
La distancia entre los puntos A(x,y,) Yy B(x,,¥,) es d=|AB|=

Por ejemplo, si A(3,-7) y B(8,5), entonces d = .....coccevvviriiiiinniiiiniennennnn

PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD DE REGTAS
Las pendientes de las rectas r, y r, son, respectivamente, m; y m,.
—-Si r; y r, son paralelas, entonces m,=............
- Si ry Yy rp son perpendiculares, entonces m, =............
Por ejemplo, si la pendiente de una recta r es 2, la pendiente de cualquier paralela a ellaes ............

y la pendiente de cualqier recta perpendicular a ella es ............

EJEMPLO: ¥ =2X + 3 €S ..ueeeee.... ay=2X-=5 Y .eer... a y=%x—4.

Ax + By + C =0 es la ecuacion de una recta r:

- Si A=0, entonces r es paralela al gje ............ EJEMPLO: 3y —-5=0
- Si B=0, entonces r es paralela al gje ............ EJEMPLO: 3x-5=0

- Si B # 0, entonces la pendiente de r es ............
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| PRACTICA

1 Calcula las coordenadas del punto medio, M, del segmento AB en los casos si-
guientes. Comprueba que d(A, B) =2 - d(A, M).

a)A(-3,5), B(5,3) b) A(-4,-6), B(-2, 4)

2 Comprueba si estan alineados los puntos A, B, C, en los casos siguientes:
a) A(2’ 3)1 B(3! 5)1 C(_2! _5) b) A(21 3)! B(S! 7)1 C(_27 _3)

3 CcCalcula el perimetro del triangulo de vértices A(2, 3), B(8,0) y C(11, 8).

4 Enel ejercicio anterior, calcula la ecuacion de la recta AC y la ecuacién de la recta
perpendicular a ella que pasa por B. ¢En qué punto, D, ambas rectas se cortan?

9 Dadalarecta 3x — 2y + 5 =0, calcula su pendiente y halla:
a) Ecuacion de la recta r paralela a ella que pasa por A(1, -5).
b) Ecuacion de la recta s perpendicular a ella por B(-3, 4).
c) ¢Cémo son las rectas r y s, entre si? (Observa la pendiente de ambas).
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APLICA. INFRAESTRUCTURAS VIARIAS

En un estudio de ingenieria civil se van a proyectar unas autovias que sustituyan a una an-
tigua carretera en muy mal estado y con muchas curvas. La antigua carretera va desde A
hasta C, y ahora quieren construir dos ramales paralelos, uno que pase por A y otro que
pase por C. Para hacer el informe, se han colocado unos ejes coordenados con centro
en O (la gasolinera).

N 100 m
Y
T
SOk
7 YA
A/
G
; ~CJARRETERA
N4 ANTIGUA
0]
GASOLINERA C

1 ¢Cual es la ecuacidn de la recta que representa el ramal r?

2 ;Y cudl es la ecuacion del ramal s?

3 Desean disefar otro ramal que comunique A con A’, perpendicular a ambas auto-
vias. ¢Qué ecuacion tendra la recta AA'? ¢Cuales son las coordenadas de A'? ;Qué
longitud tendra el paso elevado?

q Quieren construir otra gasolinera, G, en la autovia s y que esté en la perpendicular
a r pasando por O. ¢Qué coordenadas tendra G? Es conveniente que calculéis
primero la ecuacion de la recta OG.
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PRACTICA

1 cCalcula las coordenadas del punto A', simétrico de A(-4, 5), respecto al punto
P(-6, -3).

2 Dado el triangulo de vértices A(-5, 1), B(-2,-4) y C(4, 5). Halla.

a) Su perimetro.

b) La ecuacioén de la recta r perpendicular a AB que pasa por C.

c) Punto D de corte de AB con r.

d) Distancia CD.

.

e) Area del tridngulo ABC.
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APLICA. CARRETERAS DE MONTANA

En una zona de montana, las autori-
dades quieren proyectar un nuevo

sistema de carreteras. Pretenden N
construir dos tramos paralelos de » N\ f
autovia por los valles de la zona. A B
Los topodgrafos han elaborado un /
mapa orografico sobre unos ejes co- \ \

ordenados para facilitar los calculos
de los ingenieros. Sofia esta en el
equipo de planificacién y os enseia
el mapa para que la ayudéis con los
calculos. EI centro del sistema de
coordenadas lo han puesto en una
localidad cercana. Este es el mapa:

0y
.
.
.
To
s
.
.
4/

1 “vamos a ver, chicos. Segun el plano, ¢cuéles son las coordenadas de O y de A?
Una vez que las hayais calculado, ¢cual es la ecuacién de la carretera r?”

2 “Supongo que ahora os resultara mas facil decirme cual es la ecuacion de la autovia
S que pasa por B”.

3 “Acaban de decirme que quieren construir un nuevo ramal entre O y B con una ga-
solinera, G, en su punto medio. Tenemos que calcular la ecuacidén de este nuevo ra-
mal, las coordenadas de G Yy la distancia de la gasolinera hasta B (mirad, en el pla-
no, a qué distancia equivale una unidad)”.

4 «los ingenieros quieren construir un tdnel que una las autovias r y s, y que sea per-
pendicular a ambas. Una de las entradas debe estar en 0. ¢Qué ecuacion tendra?
¢ Qué coordenadas tendra la otra salida del tinel, C?”



Ficha de trahajo A Ficha de trahajo B
PRACTICA PRACTICA
1a)M(@,4) d(AB)=2V17 d(A M)= V17 14(-8,-11)
b) M(=3,-1) d(A, B)=2V26 d(A M)=1\26 2 2)26,41u
3
2 2) Si estan alineados. b)y-5= 5 (x—4)
b) No estan alineados.
o p (7149 -1
3 P=dA B +d(BC)+dAC)= 34 ' 34
=45 + V73 + V106 = 25,54 d)d(C,D)=9,78u
— _d(AB)-d(C D) _
4 Recta AC: y= S A e)A= 5 = 28,09 u?
9 9
* Recta perpendiculara AC por B: APLICA
__ %, T2
y=- 5 5 1 Las coordenadas de O son (0, 0); las de A,
e Punto D de corte: (-5, 7). La ecuacién es y = —%x.

Bx 17 __ 9, 72

° ° > > 2 La ecuacion es y = —%x + %

_ (563 513
D=1106" 106 7
3 La ecuacion del nuevo ramal es y= Zx.
3
9 m= ) Las coordenadas de G son (2, %)
3

a)y+s5= > (x-1) La distancia de la gasolineraa O es 4,03 km.

byy-4= _% (x +3) 4 La ecuacion del tinel es y = %

c) Perpendiculares. 441 2205

L denadas de C —, | =
as coordenadas de son (74 518 )
APLICA = (5,96; 4,26).

1y=-x
2y=—x+7
3 Larecta AA' tiene como ecuacion y=x+8.

Las coordenadas de A’ son (—% %)

El paso elevado tendra, aproximadamente,

495 m.

4 La ecuacion de 0G es y = x.

Las coordenadas de G son (% %)
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Trigonometria

L0711 07 =T 16 L= | L L=

1] = o - [ Y o] 1 -

TRIGONOMETRIR
B RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO
SEN 0L = civvierienienniennns
y a COS 0L = .iviruinrenrnienennns
o tE Ol = iriieeciiee e
A b C
RELACIONES FUNDAMENTALES RAZONES TRIGONOMETRICAS DE
SON: 1) eeiiie ALGUNOS ANGULOS
L) e 30° 45° 60°
Sirven para obteNner ....veviviiiiii e S @
......................................................................... 05 0
tg o
RESOLUCION DE TRIANGULOS
Resolver un tHANGUIO €S Nallar.........cu i e e e r e e e e e eneas
e Triangulos rectangulos: para resolverlos Se ULIliZa ........coeuiiiiiiiiiici e
* Triangulos oblicudngulos: para resolverlos €s Necesario trazar ......o..covveiiiiiiiiie e

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS ENTRE 0° Y 360°
Representacion de angulos
* Se utiliza una circunferencia de radio ........... y centro en ......coveevenenns que se llama ..................
* Para representar un angulo en la circunferencia se procede asi:

s 10 I V=1 € o] =Y =Y o TN

Seno, coseno y tangente o
Si 0° = o = 360°: X




Trigonometria
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L1 T = o T =Y 1 T T

| PRACTICA

1 Halla las razones trigonométricas del angulo o en cada caso:

a) b)

1,4 cm 15 cm
m\ 12 em

4,2 cm

. 2 . .
2 Si sena = 5 calcula cos a0 y tg o utilizando las relaciones fundamentales

(0 <o <90°).

3 Ssabiendo que tg o = 2, calcula, en forma de radical, el valor de sen 00 y cos O
(o0 < 90°).

A Resuelve (halla los lados y angulos desconocidos) el siguiente triangulo:

C
a
6 cm
4 10 cm B

9 Calcula el drea de este triangulo (calcula primero la altura sobre la base).

50 m
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APLICA. LA BUHARDILLA

Unos tios tuyos quieren construir
una buhardilla sobre su casa del
pueblo y te piden ayuda para ha-
cer los calculos. Observa el pla-
no que te da tu tia y a ver si pue-
des contestar a sus preguntas.

1 “¢A qué distancia de A y de B habra que poner la viga de maxima altura?”, te pre-
gunta tu tia. ¢Qué le contestas?

2 “Oye, me vendria bien que me dijeras cual va a ser la altura de las puertas de los ar-
marios, h y h', para comprar la madera”. Halla el dato que te pide tu tio.

3 Una vez hechos los armarios, tus tios quieren forrar de madera toda la superficie de
los techos y te preguntan cual es esa superficie. (Son rectangulos de longitud 13 m'y
anchura DC y CE respectivamente).

q Ademas, quieren poner radiadores para calentar la buhardilla. Te dicen que cada uno
calienta unos 30 m3. ;Cuantos radiadores necesitaran para toda la buhardilla? (De-
bes calcular el volumen Util de la buhardilla, esto es, descontando el volumen de los
armarios).



Trigonometria

Nombre y apellidos: .......ccoiiiiiiiinrcr e

L1 T = o T

=Y o] 1 -

| PRACTICA

1 Dibuja dos angulos en la circunferencia goniométrica cuyo seno sea

COSeno y su tangente.

2 Sabiendo que tg o =-3 yque 0< o <180°,

angulo o?

3 Sabiendo que sen 40° = 0,64, calcula:
a) cos 40° b) tg 130°

4 Enel tridngulo de la figura, calcula:

A a) Altura h
| c) Longitud PC
e) Area

3
—, y halla su
4 y

halla, sen 0 y cos 0. ¢Cual es el

c) sen 220° d) cos 320°

b) Longitud BP
d) Longitud BC = a
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APLICA. LA GRAN PRESA

Paula suele veranear todos los anos en un pueblo, cerca del cual van a construir una pre-
sa. Curiosamente, una amiga de su madre esta en el equipo de trabajo y un dia la lleva a
ver las obras. Paula aprovecha para hacerle muchas preguntas sobre como se disefa y
se construye una presa de este tipo.

1 En primer lugar, Paula quiere saber como calculan la anchura de la presa. Su amiga le
ensena los dibujos preliminares y le dice. “Bueno, con estos datos, hasta tu puedes
calcular la anchura, CD, de la presa”. ¢Cual es esa anchura?

2 Después, Paula le pregunta por la construccion de la presa. Observa el dibujo que vio
Paula y calcula la altura, x, de los cimientos. Aprovecha, también, para calcular la lon-
gitud d de la rampa de caida.

[}
o
]
LN

-~ 40 m—

3 Paula se ha enterado de que la presa va a dar servicio eléctrico a los pueblos A y B,
tendiendo cables de alta tensién entre la presa y cada uno de los pueblos, y entre los
propios pueblos. Esta vez no hace falta que pregunte nada, porque su amiga le ase-
gura que, desde la presa, los pueblos se ven bajo un angulo de 43°. ;Cual es la dis-
tancia entre los dos pueblos? (Calcula primero AA').




Ficha de trahajo A
PRACTICA
1a)tga=0,33
sen o = 0,32
b)sen o= 0,8
tgo=1,3

20050(=\/1—%=0,92 tg o= 0,43

1
31+t20= 1 V5
c

: COS O = =
0s2 O V1 + 22 5

J{_ 5 _4/20_2V5

sena =\1- 5z 25 5
4:=-11,66

B =30°57'50"

9h=766—>A=191,5m?

cos o = 0,95

cos o= 0,6

AN
C=59°2"10"

APLICA
1A2,61mde A ya5,39 mde B.

2h=1,73m
h'=0,84m

3 La parte izquierda del techo es un rectangulo
de 13 m de ancho y 3,22 de alto. Su superfi-
cie es de 41,86 m=2.

La parte derecha tiene 13 m de anchoy 5,74 m
de alto. Su superficie es de 74,62 m2.

4 La altura de la viga mas alta es de 4,52 m.

El volumen de la buhardilla es 235,04 m3.

El volumen de los armarios es 11,245 m3 y
5,46 m3, respectivamente.

Por tanto, el volumen que se debe calentar es
de 218,335 m3.

Asi, se necesitan 218,335 : 30 = 7,28 = 8 ra-
diadores.

Ficha de trahajo B

PRACTICA
1

cos o. = 0,66
cos § =-0,66
tgo=1,13
ts p=-1,13

2 cos 0.=-0,31
sen o= 0,9
o =108° 26’

3 a) cos 40° = 0,77

c) sen 220° = sen (180° + 40°) = —sen 40° =
=-0,64

d) cos 320° = cos (360° — 40°) = cos 40° =
=0,77

b) tg 130° =-1,19

Bh=12 sen50°=9,19m
BP=12-cos 50° = 7,71 m
PC=1102-h2 =394 m
BC=11,65m
Area = 53,53 m?

APLICA
1 La anchura de la presa es 1,67 km.

2 Los cimientos mediran 9,28 m de altura.
La rampa mide 80 m.

3 La distancia entre los pueblos es de 20,55 km.
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Estadistica
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URRIABLES ESTADISTICAS
Variables cuantitativas SON [8S QUE ....c.iuieiiii e
Pueden ser de uno de estos dos tipos:
e cUANTItativas dISCIETAS Si........ccciiiiiiiii e
e cuantitativas CONINUAS Si .......c.ieiiiiiii e e e e e e e e e e r e e e aenean
Variables cualitativas SON 18S QUE .. ..cu it r e e e e a e e a e a e
EJEMPLOS: “la ProfeSion del PAArE” ©S ....iuuiiuiiuiiii e eie e e e et e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e eans
LI =TT o T =T PP
“el nimero de coches que hay en cada familia” €S .....cccvviiiiiiiiiiiici e
PARAMETROS ESTADISTICOS
MEDIA: X = ieuieuieneenseenenseneenseusesnnsessnenaeneennes VARIANZA: V@I = iiiiiiiiii it e e
DESVIACION TIPICA: G = .iviiuinienenenieenenreennennenens COEFICIENTE DE VARIACION: C.V. = ..iiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeans

EJEMPLO: Calcular X, Var, ¢ y C.V. para los valores siguientes: 3,4,6,6,7,7,7,8,8,9

MEDIDAS DE POSICION

Cada una de las medidas de posicién es un parametro que divide a la poblacién en
dos trozos de tamanos previstos.

e La mediana, Me, parte a la poblacién en dos trozos ........cccceveiieieiiiciiiineennnn.
Es decir, el ...... % de la poblacion mide menos que Me y el ...... % mide mas.

* El cuartil inferior, Q,, deja por debajo al ...... % y por encima al ...... %.

* El cuartil superior, Q5, deja por debajo al ...... % y por encima al ...... %.

EJEMPLO: Di cudles son la mediana y los cuartiles de la siguiente distribucion:
2,3,4,4,6,6,7,7,8,8,9,10
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PRACTICA

1 Dada la distribucion siguiente:

Completa la tabla siguiente:

x
-
=3
h
X
N
K

ojfojo| s~ w

2 cCon ayuda de la tabla, calcula los pardmetros X, ¢ y C.V.

3 Completa ahora esta otra tabla:

<
-
ul

i en %

olfojolbd]|w

8 con los datos de Ia segunda tabla, calcula Q;, Me y Q.
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Nombre y apellidos: ..o s s s s s s se s s s resessasassesesEaEeEREeERSSERSEEERSEEeEsessses

APLICA. CONTROL DE LIMITACION DE VELOCIDAD ‘

En un punto conflictivo de una carretera existe un limitador de velocidad a 90 km/h. Se ha
hecho un estudio estadistico, midiendo por radar la velocidad de los vehiculos que han pasa-
do por alli durante una hora. El resultado, correspondiente a 30 coches, ha sido el siguiente:

100 110 120 120 130 110 90 95

95 80 85 70 65 75 85 105
100 110 80 90 90 95 130 140
140 140 60 60 60 70

1 & departamento de estudios estadisticos necesita agrupar los datos en una tabla para
poder empezar con los calculos. ¢Puedes ayudarles completando la siguiente tabla?

INTERVALO | MARCAS X; f; F; % x; f; x’.2fi

(58, 72)
[72, 86)
[86, 100)
[100, 114)
[114, 128)
[128, 142)

2 Necesitan que calcules los parametros X, Var, ¢ y C.V.

3 Para poder elaborar un informe preci- 3
so, tienen que construir el poligono de
frecuencias acumuladas. Haz este
trabajo por ellos. 254

301

201

151

10+

s8 72 8 100 114 128 142

4 JHasta qué velocidad transitan el 25% de los vehiculos muestreados?

9 ¢De qué velocidad no exceden el 50% de los vehiculos?



Nombre y apellidos:

L0 1 =T o T

PRACTICA

En la tabla siguiente se muestran los datos de un estudio hecho sobre las calificaciones
obtenidas por un grupo de 30 alumnos en una prueba de Matematicas.

1 Completa la siguiente tabla:

2 cCalcula X y ©.

3 Ccalcula Q;, Q, y Q. Utiliza un procedimiento geométrico como hacemos aqui con

Qq:

%

40
Q=25

CALIFICACIONES f;
[0, 5) 12
[5,7)
[7,9)
[9, 10) 4
f X T X.2f, F.

en %

CALIE

PR N

[NV} I

Por semejanza:

40 _25
5 x
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APLICA. NIVEL ECONOMICO DE UNA REGION

El profesor de Geografia de una de tus amigas les ha pedido que hagan un trabajo sobre
el nivel econdmico de vuestra region. A tu amiga le hacen falta unas cuantas herramien-
tas matematicas que tu conoces, por lo que le ayudas a hacer su trabajo.

El diagrama de barras que te muestra indica el

FAMILIAS
nivel de ingresos anuales de 1 000 familias en- T
cuestadas. Los niveles A, B, C y D corresponden
a los intervalos de ingresos (en miles de euros) 4004 420
[0, 9), [9, 12), [12, 15) y [15, 21), respectiva- 1 300
mente. S0 180
100

A B C D

1 Lo primero que necesita tu amiga es 1604
un histograma, teniendo en cuenta 1
que los intervalos no tienen todos el |, |
mismo ancho. Constriyeselo. |

80+

40+

9 12 15 21

2 Realiza ahora un estudio estadistico completando una tabla de datos y los parametros
X, Var, 0 y C.W.

INTERVALO X; f. F. % X2 X, | x2f

[0,9)
[9, 12)
[12, 15)
[15, 21)

3 ¢Cuéntas familias estan por debajo de la media de ingresos anuales?

4 1 amiga necesita tu ayuda para calcular los niveles de ingresos correspondientes a
Q,, Q, ¥ Q5. Necesita, ademas, interpretar los resultados. Ayddala.



Ficha de trahajo A
PRACTICA
1 X; f; X; f; x,2f,
3 3 9 27
4 2 32
5 2 10 50
6 2 12 72
8 3 24 192
2x=525 6=1,88 C.\.=2,79
3 X; f; F; en %
3 3 3 25
4 2 5 41,67
5 2 7 58,33
6 2 9 75
8 3 12 100
4 0,=35 Me=5; Q;=6,5
APLICA
1 X fi F; % X f; X2,
65 6 6 20 390 25350
79 5 11 36,7 || 395 31205
93 6 17 56,7 || 558 51894
107 6 23 76,7 || 642 68 694
121 2 25 83,3 || 242 29282
135 5 30 100 675 91125

2x = 96,73 km/h; Var = 561,61; © = 23,7;
C.V.=0,25=25%

 E1 25% circulan a 76,19 km/h o menos.
9 No exceden de 95,31 km/h.

Ficha de trahajo B
PRACTICA
1 Xi fi | x| o ]en%
2,5 12 30 75 12 40
6 8 48 288 20 66,67
8 6 48 384 26 | 86,67
9,5 4 38 361 30 100
30 164 | 1108
_ 164 . __1/1108 5
2x= 30 =547 0=\ "35 -547?=265

3 0, =3,125; Q,=Me=5,75; Q,=7,83

APLICA
1 60t

120+

80

401

20 x| ] RO % | x| %
4,5 180 180 18 810 3645
10,5 300 480 48 3150 || 33075
13,5 | 420 900 90 5670 | 76545
18 100 1000 100 1800 [ 32400
Y x.f x*f.
Xx="211=11,43; Var= L -x2=15,025
N N
c=3,88 C.V. = % =0,34 ~ 34%

3 Por debajo de la media de ingresos estan el
47,43% de las familias.

i} Q, = 9,7: El 25% de las familias estan por de-
bajo de 9 700 € anuales.

Q, =12,143: EI 50% de las familias estan por
debajo de 12143 € anuales.

Q3 =13,929: El 75% de las familias estan
por debajo de 13928 € anua-
les.
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| \ecuerda lo fundamental
Galculo de prohahilidades

Nombre y @pellidos: .......cuieeieeieiiiieiierre s ra e na e aa s rma s rasrasraasrmaErmaERmSERRuERREERREERREERRERRRERRRE

1T =T o =1 o] 1 -

CALCULO DE PROBABILIDADES

PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL AZAR. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

* Repetimos un experimento un nimero N de veces, todo lo grande que deseemos. Anotamos
el n.° de veces que sale un suceso S determinado. A ese nimero le llamamos frecuencia
absoluta f(s) de S. s)

* A medida que N crece, el cociente N (frecuencia relativa de S) se estabiliza en torno a un valor.

* Consecuencias: Al hacer una experiencia aleatoria con un instrumento irregular, estimamos la

f
probabilidad de un suceso S asignandole el valor p = % (p es una medida de la presencia

del suceso en el experimento).

LEY DE LAPLACE

* Si realizamos una experiencia aleatoria con un instrumento regular (dado no trucado, moneda, etc.),
numero de casos favorables a S

nuimeros de casos posibles

la probabilidad de un suceso S es el cociente p =

EJEMPLO: Probabilidad de sacar n.° primo al tirar un dado: S = {2, 3, 5}

EXPERIENCIAS COMPUESTAS

El calculo de probabilidades en una experiencia compuesta se simplifica si se descom-
pone en experiencias simples. Estas pueden ser independientes o dependientes.

Experiencias independientes. Dos experiencias son independientes cuando ..............ccoevviiiiennn.

EJEMPLOS:
¢ Las experiencias “lanzar un dado” y “lanzar una moneda” SON ......cccveieieiiieiiieen e eeaeneaeeeanas

Por tanto, P[3 en el dado ¥ CARA €N 12 MONEAA] = ..oviiiieiiii e e e e e eeans

¢ Si tenemos una bolsa con 3 bolas blancas y 2 negras y realizamos dos extracciones,
las experiencias “color de la 1.2 bola” y “color de la 2.2 bola” SON ....ccviviiiiiiiiiiiiicr e

Por tanto, P[blanca la 1.2 y blanCa 1a 2.8] = ..o
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| PRACTICA

1 Silanzas una moneda 3 veces:
a) ¢ Cuantos resultados posibles obtienes?
b) ¢Qué probabilidad tienes de sacar solo dos caras?
¢) ¢Y de no sacar mas de una cruz?

2 Extraemos una carta de una baraja de 40. Calcula:
a) Probabilidad de que sea As.
b) Probabilidad de que sea AS O FIGURA.
c) Probabilidad de sacar AS 0 COPAS.

3 De una urna con 5 bolas rojas, 3 negras y 2 blancas extraemos una bola, la repone-
mos a la urna y luego hacemos una 2.2 extraccion.

a) ¢Qué probabilidad hay de que no salga blanca en ambas?
b) ¢Y si después de la 1.2 extraccion no reponemos la bola?

4 Enun juego, el jugador gana si, al lanzar una moneda 3 veces y extraer una carta de
una baraja, el resultado sea: “No sacar mas de una cruz” y “No salgan espadas”. En
caso contrario pierde. ¢Qué probabilidad tiene el jugador de ganar?
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APLICA. FIESTAS EN EL BARRIO

Durante las fiestas del barrio, vas con tus amigas y amigos a la feria. Alli os parais ante
una caseta donde el feriante os propone la siguiente apuesta:

“jApueste y gane! Tiraré una moneda cuatro veces y luego sacaré una carta de la baraja.
— Si sale cara 2 6 3 veces y la carta es de Bastos o Espadas, me llevo su apuesta.

— Si sale cara 0, 1 6 4 veces y la carta es de Oros o Copas, entonces le daré a us-
ted un 50% mas de lo que aposto.

— Si sale otro resultado, jseguimos jugando!”

El juego parece muy beneficioso para el apostador, pero hay algo que os preocupa y deci-
dis hacer unos cuantos calculos.

1 En primer lugar, os preguntéis cudl sera la probabilidad de sacar cara 0, 1 6 4 veces.

2 Luego, queréis calcular la probabilidad de sacar 2 6 3 caras.

3 Pasiis a las cartas. Os ponéis a calcular la probabilidad de sacar Oros o Copas al ex-
traer una carta de la baraja.

q ¢ Qué probabilidad tenéis de ganar la apuesta? ¢Y de perderla? Y de seguir jugando
sin ganar ni perder?

9 . Qué se espera que ocurra si el apostador pone x euros en el platillo? Os dais cuen-
ta de que tenéis que analizar la funcién de ganancia o pérdida E(x) = 1,5xp — xq,
donde p es la probabilidad de ganary q es la probabilidad de perder.

6 ¢Cual sera el resultado mas probable si apostais 100 euros entre todos? ¢Y si pudie-
rais jugar 1 000 euros?
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| PRACTICA

1 Tengo 6 tarjetas A, B,C, D, E, F
a) ¢De cuantas formas distintas puedo escoger dos de ellas?
b) ¢ Cuantas de esas formas tienen solo una vocal?
¢) ¢Cual es la probabilidad de extraer dos consonantes?

2 En una serie semifinal de 100 m lisos de atletismo, se clasifican los dos primeros pa-
ra la final. Participan 6 atletas.
a) ¢De cuantas formas distintas pueden clasificarse?

b) De los 6 atletas, tres son del mismo equipo. ¢Cual es la probabilidad de que los
dos clasificados sean del mismo equipo?

3 Parauna oposicion, el temario consta de 25 temas y, para aprobarla, hay que contes-
tar bien a dos temas extraidos al azar. Luis ha preparado 15 temas.

a) ¢De cuantas formas distintas le pueden salir dos temas estudiados?
b) ¢ Qué probabilidad tiene de aprobar?

¢) ¢Es mas probable que apruebe Begona que, en su oposicion de 30 temas, ha pre-
parado 177
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APLICA. FIESTAS EN EL BARRIO

Durante las fiestas del barrio, vas con tus amigas y amigos a la feria. Alli os parais ante
una caseta donde el feriante os propone la siguiente apuesta:

“iApueste y gane! Tiraré una moneda cuatro veces y luego sacaré dos cartas de la baraja.
— Si sale cara 2 6 3 veces y las cartas son de Bastos o Espadas, me llevo su apuesta.

— Si sale cara 0, 1 6 4 veces y las cartas son de Oros o Copas, entonces le daré a
usted un 30% mas de lo que aposto.

— Si sale otro resultado, jseguimos jugando!”

El juego parece muy beneficioso para el apostador, pero hay algo que os preocupa y deci-
dis hacer unos cuantos calculos.

1 ¢Cual es la probabilidad de sacar cara O veces? 4Y la de sacarla una vez? ;Y dos ve-
ces? Y tres veces? ¢Y cuatro veces?

2 ¢De cuantas formas distintas pueden extraerse dos cartas cualesquiera de una baraja?

3 ¢De cuantas formas pueden salir Oros o Copas?
[Analiza el ndmero de veces que puede salir (O, 0), (C, O) o (C, C)].

q JCual es la probabilidad de que gane la apuesta el participante? ¢Y de que pierda?

9 Si apostais 1 euro, ¢qué se espera que ocurra? Tenéis que analizar la expresion
E(x)=1,3xp—-xq para x=1,donde p es la probabilidad de ganary q la de perder.

6 &Y qué ocurrira si apostais 1000 euros?



Ficha de trahajo A

PRACTICA
1 a) 23 = 8 resultados

b) {CC+, C+C, +CC} — p = %

c¢) {CCC, CC+, C+C, +CC} — p = %

28)p 4 1

_4 12 _ 16
PYP =126 " 20 = 20

c) P[A o C] = P[A] + P[C] — P[As de Copas] =

5 _8 .8 _ 64
3a)P[ByB]‘1o 10 100
5 _8 . 1 _56
P)PIB1YBol= 15" 9= 50

4 pP[No sacar mas de una cruz] = %

P[No espadas] = % = %

0o |w

P[Ganar] = % . % =

APLICA

1p0,1641=2 =32
[0,164]=7-=73

2pP263=29-5
[2o3l=75=%

3 P[Oros o Copas] = %

_6_3
q P[ganar] = 3216

10 _ 5
P[perder] = V) = 16

P[seguir jugando] = ;—g =

N~

9 se espera que el resultado sea:
_ 6 _10x _ =x
B =15 5553 =3

El apostador perdera 1/32 de lo que apueste.

6 £(100)=-3,13 €
E(1000) = -31,25 €

Ficha de trahajo B
PRACTICA
1ac. .= 6-5 _ 15
D257

b) Con una vocal (A o E) hay 4 formas distin-
tas. Luego hay 8 formas distintas con una
vocal cualquiera.

c) Dos consonantes se extraen de C, , = 6
formas.

6 _2
Luego p = 1—5= g

23a)c, ,=15

b)Tres de ellos se clasifican de C5, = 3 for-
mas.

3 1

L == ==

uego p 15-5
APLICA

1 P[sacar cara 0 veces] = %

4
P[sacar cara 1 vez] = —
[ ] 16

6
P[sacar cara 2 veces] =
P[sacar cara 3 veces] =

16
4
16
P[sacar cara 4 veces] = 1
16

2 Ch0.20= 780 formas distintas.

3 oros y Copas salen de Clo, 1" ClO, , =100
maneras.

Copas y Copas salen de ClO, , =45 formas.
Oros y Oros salen de ClO, » =45 formas.

Por tanto, Oros o Copas saldran de 190 formas.

4.5 probabilidad de ganar, p, es de % = 0,09.
. 95
La probabilidad de perder, g, es de 504 =0,15.

9 E(1) = -0,033, es decir, se perdera 3 cent.

6 Enese caso, se perderan 30 euros.
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CUISO: cuierierecnrererere s s ns s s raressnnm s e narannnsmnnnnnns =Y 1 T T

COMBINATORIA

UARIACIONES CON REPETICION

Son las agrupaciones ordenadas de n elementos que se pueden formar a partir de m
elementos distintos. Pueden repetirse e influye el orden.

El nimero de variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n es:

EJEMPLO: ¢Cuantos resultados pueden salir al tirar una moneda dos veces? VR, , = ....cccceeeeeee.

Y tres veces? ....ovevennnnn.

Son las agrupaciones ordenadas de n elementos no repetidos que se pueden formar
a partir de m elementos distintos.

El nimero de variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n es:

PERMUTACIONES
Son las distintas formas en que se pueden ordenar los m elementos de un conjunto.
El nimero de permutaciones de m elementos es:

COMBINRCIONES

Son los distintos subconjuntos de n elementos que se pueden obtener con un con-
junto de m elementos. No influye el orden. No se pueden repetir.

El nimero de combinaciones de m elementos tomados de n en n es:
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L1 T = o T =Y 1 T T

| PRACTICA

1 Cuatro equipos de futbol-sala A, B, C, D se enfrentan entre si, todos contra todos,
en un torneo. ¢De cuantas formas diferentes pueden quedar al final el 1.° y el 2.°?
Utiliza un diagrama de arbol.

2 Enuna liga de 10 equipos de balonmano, ¢de cuantas formas pueden quedar clasifi-
cados los tres primeros? ¢En cuantas de ellas A es campedn?

3 Lanzo un tetraedro (4 caras) numerado. ¢Cuantos resultados pueden salir? Y si lo
lanzo dos veces? &Y si lo lanzo tres veces?

4 con dos colores: A (azul) y R (rojo), ¢cuantas banderas de dos franjas verticales
puedes formar? ¢Y con tres colores para tres franjas?

9 Queremos que tres pueblos A, B, C tengan todos entre si linea telefénica. ¢Cuantas
lineas tenemos que instalar? ¢Y si fueran cuatro pueblos? ¢Y si fueran diez pueblos?
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APLICA. FABRICACION DE YOGURES

En una fabrica de yogures tienen el siguiente sistema para codificar los distintos productos
que elaboran. Hay tres sabores: Natural (N), Fresa (F) y Platano (P). Por cada sabor produ-
cen dos tipos de yogures: Entero (cédigo O) y Desnatado (cédigo 1). De cada tipo fabrican
dos modalidades: con cereales (cédigo O) y sin cereales (c6digo 1). A su vez, pretenden uti-
lizar dos tipos de envases: de un cuarto de litro (cddigo 0) y de un litro (cédigo 1).

1 Un dia encontraron unas etiquetas que decian “P101”. ¢A qué producto pertenecen?

2 E departamento de compras quiere saber cuantas etiquetas distintas deben elaborar
para todos los productos. ¢Puedes decirselo?

3 Han decidido fabricar otros dos sabores: Kiwi (K) y Melocoton (M). ¢Cuantos tipos de
productos lanzara ahora al mercado la empresa?

A En el 1aboratorio han observado que los yogures obtenidos al mezclar dos sabores en-
tre los cinco elaborados dan un resultado excelente. ¢Cuantas mezclas pueden obte-
ner?
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L1 T = o T =Y 1 T T

| PRACTICA

1 Cinco atletas A, B, C, D, E participan en la final de los 100 m. ¢De cuantas formas di-
ferentes pueden llegar a meta? ¢En cuantas de ellas seria A el 3.°?

2 Enun juego de cartas, de una baraja de 40, cada jugador recibe en cada mano 5 car-
tas. ¢ Cuantas manos diferentes puede recibir un jugador al empezar?

3 Un entrenador de baloncesto dispone de 2 jugadores para el puesto de base, 4 para
los dos puestos de aleros y 3 para los dos puestos de pivot. ¢ Cuantos equipos dis-
tintos podra formar?

m
4 sabiendo que C, = ( , ¢podrias encontrar, por tanteo, la solucién de la igualdad

O3
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APLICA. RESOLVER UN ENIGMA ES ENCONTRAR UNTESORO

Vincent MacArrow dedica toda su vida a buscar un tesoro oculto. Sus pesquisas le llevan
a una cripta que se abre con una cerradura formada por cinco cilindros giratorios, cada
uno de ellos con los digitos del 0 al 9 en su superficie. Solo una de las combinaciones nu-
méricas abrira la puerta. Seria imposible probar todas las combinaciones, pero MacArrow
ha ido recorriendo medio mundo para recoger cinco pistas que, al resolverlas, le daran las
cinco cifras clave para abrir la cripta.

PRIMER ACERTLO (CIFRA DE LAS DECENAS DE MILLAR)
“Con las letras de TESORO,
tantas palabras que terminan en O menos las que empiezan en consonante,
resta las cifras de la cantidad resultante”.

SEGUNDO ACERTIJO (CIFRA DE LAS UNIDADES DE MILLAR)
“Juega con dos dados y con tres ducados.

¢Cuantos resultados tendras?
iSu 48.2 parte calcularas!”

TERCER ACERTIJO (CIFRA DE LAS CENTENAS)
“iOh, dodecaedro hermoso
20 vértices estamos
ni yo, ni mis 9 vecinos nos hablamos
calcula 1/20 de los caminos (diagonales) que contamos!”

CUARTO ACERTLIO (CIFRA DE LAS DECENAS)

“Acuérdate de Tartaglia.
Sin desarrollar combinatoria, (9) _ ( 9 )
halla x y sigue hacia la gloria” x+1

QUINTO ACERTIJO (CIFRA DE LAS UNIDADES) / \

“Desde A hasta el tesoro iras.

Nunca subir podras.

¢De cuantos caminos

dispondras?”

“¢Ya tienes el nimero magico?

La cerradura abriras
si con sus cifras 52 sumaras”. ;



Ficha de trahajo A
PRACTICA
1 De 12 formas (V4’2).

2 V,,,=10-9-8=720.Fijando A enel1.°,
quedan 9 equipos para quedar 2.°y 3.°,y esto
ocurrira de Vg, o =9 -8 =72 formas.

3 1 vez — 4 resultados
2 veces — 42 =16
3 veces — 43 =64

4 AR, RA — 2 banderas
ABC, ACB, BAC, BCA.... P; =3! =6

9A<—>8B AB‘BC}CM:3

P

C

Para 4 pueblos: C, , = % = 6 lineas
Para 10 pueblos: C, , = 102' 2 _ 45 Iineas

APLICA

1 Esun yogur de platano, desnatado, con cerea-

les y de un litro.

2 Para cada sabor, el total de etiquetas es
— 93 _
VRZ3 =2°=8.
Como hay 3 sabores, habra, en total,
8 - 3 = 24 etiquetas.
3 Anhora tenemos 5 sabores. Habra, en total,
5 - 23 = 40 tipos de productos distintos.

A Al mezclar dos sabores, tenemos:
Cs, » =10 mezclas.

Ficha de trabajo B
PRACTICA
1p,=5-4.3.2-1=120
A seria3.°enloscasos(__ _ A__ _ )

P, = 24 casos.

_40-39-38-37-36 _
z\/40,5_ 5.4.3.2.1 = 658008
4-3 3:2 .

8 Cy17CypCyp=2-"5 - =5= =36 equipos

4 VR, 3 =23 =8 mensajes
5 5
dk=2,pues |5 ]=1|3]

APLICA

1 PRIMER ACERTIJO: Fijada una O como Ultima le-
tra, hay Py =120 palabras que terminan en O.
De estas ultimas, las que empiezan por una
consonante fijada son P, = 24. Como hay
3 consonantes, hay 24 - 3 = 72 palabras que
empiezan por consonante.

Restando: 120 - 72 =48
Restando cifras: 8 — 4 = 4.

El primer nimero es el 4.

SEGUNDO ACERTIJO: Con dos dados hay 36 re-
sultados. Con 3 ducados hay VRZ3 = 8 resul-
tados. Con los dos dados y los tres ducados
hay 36 - 8 = 288 resultados. Por tanto, el se-
gundo nuimero es 288 : 48 = 6.

TERCER ACERTIO: De cada vértice salen 10 dia-
gonales. Por tanto, en total habra 200 diagona-
les. Como asi contamos dos veces cada diago-
nal, tendremos 100 diagonales. Por tanto, el
tercer nimero es 100/20 = 5.

CUARTO ACERTLJO:

9! _ 9l N
x! (9 —x)! X+ OQ-x-1)
S>X+FNO-x-N=xIQ-x)!—>x+1=9-x

Por tanto, x = 4.
QUINTO ACERTIO: Hay 6 caminos hasta el tesoro.

Uniendo todas las soluciones, nos queda el
nuimero 4 6 5 4 6, que abre la cripta. Si suma-
mos sus cifras, nos da 25 = 52,
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