CAPETULO 3: EXPRESIONES ALGEBRATEASOMIOS

1. INTRODUCCIIN. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1.1. Introducci—n
No hace falta imaginar situaciones rebyszad@®, a la hora de realizar un razonamiento, nos topemos con a
las cuatro operaciones matemiticas bisicas: suma, resta, multiplicaci—n o divisi—n.
Ejempla:
+ Tres amigdsan realizadm viaje de vacacion&da vuelthan sumado losstes efeciados y Zstos asciender

a 414 euros. El gasto realizado por cada uno hé‘—ésﬂdmxdesesdecir, 138 euros.

4 Sivamos a comprar mandarinas a una fruter'a en la que el precio de un kilogramo es de 1025 euro
que, segoen vamos introduciendo la fruta en una bolsa, vayamos tanteando &lainapeltte piotE@mos
colocar varias veces la bolseestna balanyatras observar el peso, realizamos la-epE28loi dondex es
la cantidad de kilogramos que nos ha indicado la Desgnzs de cada pesadaresultado de a&s
multiplicaci+efleja el importe de las mandarieasrgase momento, contiene la bolsa.

+ Supongamos que tenemaos un contrato con una compa-'a de telefon’a m—vil por el que pagamos 5
por minut@as’ como 12 cZntimos por establecimiento de Camadatarifa, una llamada de 3 mimo®s
costard: (005!3)+012=015+012=027 euros

Pero Acutl es el precio de una llamada cualquieraiesconocemos su duraci—n, nos encontramos con una C:
determinada, o indeterminaatdp que en cualquier respuesta que demos a la preguataagriart la ausencia di
ese dato concreto. Podemos decir que el coste de una llamada c@8&jwjere1es 005!x+012 eurosdondex

se-ala su duraci—n, en minutos.

1. Afinales de cada mes la empresa de tetafewihos proporciona la factura mensual. Epakaenucha
informaein en particular, lencemero total de llamadas realizadas ¢binola cantidad total denutos de
conversaci—n @On los datos @eiterior ejemplosiifica que el importe de las llamadas efectuadas durante ¢
es (005'M)+(012'N)=005!M+(012!N euros

Ejemplo:

4 Es bien conocidd+armutiel frea de un tritngulo de bbasdtura asociaUabLzh

En todos estos ejdos han surgidgpresiones algebraicas
1.2. Expresiones algebraicas
Llamamosexpresi—n algebra@aualquier expresi—n matemitica que se construya con ncemeros reales y la:
matemZticas bfsicas: suma, resta, multiplicatitsi—E una expresi—n algebraiedephaber datos no concretadc
segcen el contexto, recibirtn el nomarmalble indeterminadgarfmetrperire otros.
Si en una expresi—n algeb@itaywariablesdichaxpresi-mo es mts que un ncemero real:
37y, 121 i 121, 121M5 1315 1315 2 1313

+1= +1= +1=—+1= +1= +1= +==
4,2 4"3  2"5 12,10 2 2 2 2 2 2
53 5"3° 3"5 15" 15 15
Al fiarun valor concrgiam cadaindeterminadieuna expresi—n algebegiageceinncemero realvalor numZricde
esa expresi—n algebraica para tales valores de las indeterminadas.
Ejemplo:

4 El volumen de un cilindro \dade por la expresi—n algelraitah en la quees el radio del c'rculo base y

es su altura. De este modo, el volumen de un cilindro cuya base tiene un radio de 10 cm y de altura :

n-107-15=1500 cnt

+ La expresi—n algebraica que representa el producto de los cuadrados de dos ncemer®y seales
simboliza pa@ 1y?.

Ejemplo:

4 Sienla expe—+ X1 x-y3 _5 particularizamtzs tres variables con los vatoreby=-1, z= 1 surge el
= 2 y z P 2

ncemero reah 2 +41 381 & =7421 4112217
2 V2

En una expresi—n algebraica puede no tener sentido otorgar algcen valor a cierta indeterminada. En efecto,
no es posible haeger 0.
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Actividaderopuesta

2. Recuerdia expresi—n algebraica que nos proporciona la longitud de una circunferencia.

3. Escribe en lenguaje algebraico los siguientes enunciados, referidos a dos ncemereg:cualesquiera
a) La mitad del opuesto de su surbaLa suma deis cubos c¢) El cubo de su suma
d) El inverso de su suma e) La suma de sus inversos

4. Una tienda de ropa anuncia en sus escaparates que est} de rebajas y que todos sus art'culos est¥in re
sobre el precio impreso en cada etigs&ibdo que pagaremos por una prenda entiuheilo que apaestsu
etiqueta.

5. El anterior comercio, en los celtimos gfesadietie rebajas, desea deshacerse ddexmienciag para ello ha
decidido aumentar el descuento. Mantierd @a?d la comgpde una cenica prenda y, a partir de la segun
descuento total aumenta W por cadaueva pieza de ropa, hasta un miximo de 10 @tialiras.cuinto
pagaremos al realizar una compra en funci—n de la suma total de las cantidadésscpietigtaary elel noemel
de art’culos que se adquieran.

6. Calcula el valor numZrico de las siguientes expresiones algebraicas para el valor o valores que se indica

a)X+ &-12 parx=0. b) @ +b)? - (a° + 1) paraa=-3 yb= 4. c)a®-5a+ 2 para=-1.
7. Indica, en cada caso, el valor numZrico de la siguiente expr@§~+3210
a)x=1ly=2z=1 b)x=2y=0z=5 c)x=0y=1z=0.

2.POLINOMIOSUMA Y PRODUCTO
2.1. Monomios. Polinomios
Unas expresiones algeglasade gran utilidad sompédmomios cuya versi—n mis simple y, a la vez, generadqra d
son losnonomios
Unmonomioviene dado por el producto de noemeros reales e indetdamiaeslassoeficientede un monomio al
ncemero real que multiplica aetarmdhada, o indeterminadas; la indeterminada, o indeterminadas, part®rm:
literaldel monomio.
Ejempla:

+ La expresi—n que nos proporciona el doaleafeidad,x, es un monondevaridle, Xy decoeficient2

4 El volumen de un cilindro? th, es un monomio con dos indetermiiffagta? , y coeficige /. Su parte literal

esr?1h. Otros monomisen §!x2!y3, 5121x1y2 17

4 La expresi—Zy2+3xy! 2x estf formada por tres tZrminos, tres monomios. Cada uno tiene un coefici
p Xy y
parte literaEn el primerdxyz, el coeficiente @y la parte litera)?. El segund@xy, tiene por coeficieBig

parte literaly. Y en el tercerb?X, el coeficiente é2 y la parte liteval
Atendiendo al exponente de la variable, o variables, adjudigeadngsada monomio con arreglo al siguiente crit
e Cuanddnayauna cenica indetermiygldgrado del monomio sert el exponente de su indeterminada
* Siaparecen varias indeterminablgeado del monomio sert la suma de los exponentes de esas indetern
Ejempla:
4 2xes un monomio de grado 1 en la variable
4 "1r21h es un monomio de grado 3 en las indeterrhinabas

+ i;!ley3 es un monomio de grado.begn

4 51J21x1y%1z es un monomio de grados ey z.

Un nocemero rpa¢de seconsideido como un monomio de grado O.

Unpolinomioes una expresi—n construida a partir de la suma de Bigremoiae un polinomiendrt dado por el
mayor grado de sus monomios.

Ejemplcs:

+ %yxz " 71x3 + 2 es un polinomio de grada & variable

= 3!y4 +8Ix% +2Ix es un polinomio de grada s indeterminadasy.

+ 4% !y3 T+ 3!y2 es un plinomio de grado Sxemy.
+ x 2!y +6!z es urpolinomio de gradenx, y y z.
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Tanto en &8 secci—n como en la siguienmitm®modisicamentecansiderar polinomios con unavanatdeEs
habitual escribir los diferentes monomios de un polinomio de forma que sus grados vayan en descenso pare
apreciar en su primer monomio cufl es el grado del polinomio.

El aspecto gendrite un polinomio en la variae a x" +a, x™ 1+......+a2x2 +aX+ay donde los coeficiengs

son neemeros redlEcimosgue un polinomiores—-nicouando el coeficiente de su tZrmino de mayor grado es igu:
Ejemplcs:

+ _34, éxz +2 es un polinomio de grado 4 en la variable

+ 4y3 +3y! 7 es un polinomio de grada & indetermingda

+ 7z2_37+12esun polinomio de grado2 &demis, es un polinomio m—nico.

4 3x+9 es un polinomio de gradox en
Como ocurre con cualquier e*pnejsligebraica, si fijamos, o escogemos, un valor concreto para la variable de
aparece un ncemero edahlor numZricdel polinomio para gator determinado de la variablemos llamada un
polinomia laevaluai—n geen, por ejempke,nceme ! 3 la denotamos p@(! 3), y leemo®mle menos trés Oen

menos tr&€3Con este criteriopses un polinomio cuya indeterminada es la warjddlemos referirnos a ZI gomo
p(x) indistintamente.

De esta forma apreciamos que un popoedgoser entendido como una manera concreta de asignar a cada nc
otro nocemero real.
Ejemplcs:

+ Si evaluamos el polinoptia 3x4+éx2 +2 enx = 5nos encontrasoon el ncemero:

p(5)=! 354 +%‘"52 +2=13"625+5+2=11875-7=1186¢

+ El valor del polinomio  q(y)=4y®+3y! 7 para L=11 es
q! D=4"(1 3 +3'(1 ! 7=4"( ! 31 7=141 10=!14
+ Al particularizar el polinamiz? | 3z+12en z=0 resulta el noeme(o) =12.

2.2. Suma de polinomios

Como un polinomio es una suma de monomios, la suma de dos polinomios es otro polinomio. Adlas hot
polinomiggrocederemassumar los monomios de putd literal

Ejemplcs:

4 La suma de los polinonnies4+%x2+2y! x* +4x%1 5x! 6 es el polinomio
4,12 4 2 4y 4y, 1.2 2
(' 3x +§X +2)+(!x +4x<1 Bx! 6)=('3x"! x )+(§X + 4x )! bx+(2! 6)=
*
=(13! 1)"x4+(é+4)"x2! 5x + (2! 6):!4x4+2€1x2! 5x! 4

o (521 X+ (X2 +4AX! 7)=(5x% +x2)+(1 3x+4x)+ (1 7)=6x% +x! 6*
o (23+D+(Ix* +4x) =1 X+ +4x+1*
o (C+9+(1x3+2)=11*
o O"AVI*NAM*OP*@ A * 3
En el siguiente ejemplo sumaremos dos polinomios dispaciZtusdasnente, uno sobre
A%+ 2x% + x3-5x% + x +4

Ejemplo: +  -7x° +4x3 +5x% -3 - 6

_aC et —2x-2
Propiedades de suma de polinomios
Propiedad conmutativ8@ipy qson dos polinomios,importa el orden en elageloquemasla hora de sumarlos:

p+g=q+p
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Ejemplo:(dx?! 2+ 7)+(1x3 +x21 3x+1) =1 x3+(dx? +x%)+(1 2! 3x)+(7+1) =1 x> +5x? | 5x+8
(13 +X%1 X+ +(4X2 1 x+7) =1 X3 +(X2 +4x2)+(1 3x! 2)+(1+7)=1 x3 +5¢° | 5x+8
Propiedad asociativBlos se—ala c—mo se pueden sumar trgwbnorhsoBasta hacerlo agrupfrsddéodos en dos:
(p+q)+r! p+(q+r)
Ejemp|o.(4x2! X+T7)+(1xC+x2 1 X+ +(x! 6)=(4x%1 2x+ 71 xZ+x%1 X +1)+(x! 6)=
=(1x3 +5x% 1 5x+8)+(x! 6)=! x> +5x% 1 4x+2
TambiZn:
(Ax% = 2x+ T)+ (=2 + X2 =3X+1) + (X=6) = (4X% =2+ T) + (=X° + X? = 3X+1+ X —6) =

=(@x®? —2x+ T)+ (=x° + x® —2x=5) = —x° +5x% —4x + 2

Actividades propuest

8. Realiza las siguientes sumas de polinomios
a) (x21 x)+(1 2% 3 +Y+(231 2% +x1 2)
gy | X HOCH X 3)+ (13! Bx+4)+(2X° ! x+5)

Elemento neutrdday un polinomio con una propiedad particular: el resultado de sumarlo con cualquier otro s
celtimo. Se trata del polinomio dadooporesbrO, Edlinomio cero

Ejemplo:0+(1 7 +3x+7) = (1 C + 3+ 7)+0=1 X3 +3x+7
Elemento opuest@€ada polinomio tiene aslooé&o, al que llamaremopainomio opuestal que la suma de ambos
es igual al polinomio cé&doanzamos el polinomio opuesto de uno dado, simplemente, cambiando el sig
monomio.
Ejemplo:
4 EI polinomio opuesto @& !2*+x3+2x! 7 es 2x*1 x31 2x+7, al que denotaremos cofh".
Ratifiguemos que su suma es el polinomio cero:
(=2 433+ 2%=T) 4+ (2 =X =2+ 7) = (=2 + 2+ (3 =X+ (X - 2X) +(=7+7) =0

Actividades propuest

9. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:

a) x*+5x3+x%+4x1 1 b)7x c) | x* +3x?

10. Considera los polinonpds! x° 1 B5x+2, q! 3% +3x+1, as’ como el polinomio sem@+(q. Halla los valores que
adopta cada uno de ellos para2, es decicalculap(-2), q(! 2) y s(! 2). Estudia si existe alguna relaci—n e
esos tres valores.

11. ObtZn el valor del polingaiex® -5x+2 enx = 3 AQuZ valor toma el polinomio opepstaxi= 3

2.3. Producto de polinomios

Otra operaci—n que podemos realizar con polinomios es la multiplicaci—n.

El resultado del producto de polinomios siempre sert otroApolquaTeo. un polinomio tenemos una indeteaming
variable, como ella toma valores en los ncemer@saréalesde multiplicar polinomios utilizaremos las propiedad
suma y el producto de los ncemeros reales, en particular la propiedas pisuliettveespecto de la suma; as’, t

gueda en funci—n del producto de monoestis—n que resolvemos con faaitHek™ = abxX™™
Ejemplcs:

+ (152Xt =(15)"2"x* =1 10

5¢3(1 4)=5"(1 4)"x® =1 20

(3 4x+6) = (3 "2x)! (3x"4x)+(3x%"6) = b6x* | 126 +18*

(13 +3x!D)"(1 20 = (1 x3)"(1 20)+(3%)"(! 20)+(! D1 2¢) =241 6x% +2x*

(3x1 2)"(x2 1 4x) 5)=(3)"(x?! 4x1 5)+(12)"(x?1 4x! 5)=(3x>1 1% 1 15)+(! 2> +8x+10) =*
=33 +(112¢ 1 2¢%)+(1 15¢+8x)+10=3x | 14x? | 7x+10*

£ (x16)"(x31 2)=(x! 6)"x3+(x! 6)"(12x)=(x*1 6x3)+(1 22 +12) =x* 1 631 22 +1x*
TambiZn podemos materializar el producto de polinomios tal y como multiplicamos ncemeros enteros:

-+ + &
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23 +x+4
x21 3x+1

12x3 +x+4
6x*  13x%11X

1 2x° +x3+4x2

Ejemplo:

P2 +6x 1 x3+x%1 1x+4
Recordemos que el polinomiestale otro se obtiene simplemente cambiando el signo de roaulsEmogaci—n se
corresponde con multiplicar por el ndeb@erpdlinomio origir@é esta forméa@olinomio opuestopdes
"pH#(CDp
En este momento aparece de manera nafpeeahda—n diferenc@esta depolinomios. La definimos con la ayuda
polinomio opuesto de uno dado:

p" g#p+("a)#p+("D!q
(15x%1 3x+2)! (1 X +x3+3x% +6) = (1 5x? ! x+2)+(X*1 x3 ! 3x° 1 6)=
=2 +H(15x3 1 3x%)1 3x+(2! 6)=2x*1 x31 8x° ! 3! 4

Actividades propuest

12. Efectcea los siguientes productos de polinomios:

Ejemplo:

a) (1 4x3 +2¢)"(1 3x?) b) (2x* +X)-(=3-4)  ¢) (2> +x*=x)-(3x* - x) d) (=1)-(7x° - 4x* =3x+1)

13. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:

a) (—4x® +2x)-(-3x%) b) (2x* +x)-(-3x-4) c) (3x2 =X) - (2x° + X2 -x)

14. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un ncemero de tal forma que surjan polinomios m—iI
4x3 - 3x% + 2x —x%ex-1 X2 4x-7

15. Calcula y simplifica los siguientes productos:

a) 3x-(2x> +4x-6) b) (3x—4)-(4x+86) c) (2a° -5b)-(4b-3a>) d) (3a-6)-(8—2a)-(9a-2)

Propiedades deroducto de polinomios
Propiedad conmutativ&i p y q son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a e
multiplicarlop-q =q-p
Ejemplo:(2=7)-(-x3+x2) =20 (-x3+x%) =T (-3 +x%) = =2 + 23 + T3 - 1% = 24+ 3 - 72
(X34 x2)-(2%=T) = =x® (2 =T)+ x> (2 =T) = =2x* +Tx® +2x° = 7x% = =2¢* +9x® - 7x?
Propiedad asociativhlos se—ala c—mo se pueden multiplicar tres o mfs polinomios. Basta hacerlo agrupfnd
dos:(p-q)-r=p-(q-r)
(4x2 = 2) (=3x + 1)) (~x® 4 x) = (~12x® + 4x2 4 6x~2) - (~x® + x) =
=12x% —12x* —4x® + 4x® —6x* +6x2 + 2x% —2x=12x® —4x® —18x* + 6x° +6x2 - 2x
2 o 3 a2 _9).(ayh _ 2,2 3 _

TambizrX2 -2) ((=3x + 1) (=x® + x))= (4x2 =2)-(3x* ~3x% = x® 4 x)

—12x% —12x* —4x® + 4x® —6x* +6x2 + 2% —2x=12x® —4x® —18x* + 6x° + 6x2 - 2«

Actividades propuest

16. Realiza los siguientes proddetg®linomios:

a) x2-(-2x% =3x +1)-2x° b) (2x-3)-(-3x% =5x +4)-(x)
Elemento neutrdHay un polinomio con una propiedad particular: al multiplicarlo por cualquier otro siempre
celtimo. Se trata del polinomio dado por el nogrokmorhjcetidad

Ejemplo-(=5x® —2x +3) = (=5x° = 2x +3)-1= -5x° - 2x + 3

Propiedad distributiva de la multiplicaci-speo de la sum&uando en una multiplicaci—n de polinomios uno
factores viene dado como la suma de dos polinomios como, ptﬂx?e}@r}"r@&x+7)+(x3—4x)) tenemos dos
opciones para conocer el resultado:

Ejemplo:

i} 2 M I I _
a) realizar la suma y, despuitsiplicaf > ~*/ (( 2+ 1)+ (x 4X)) (3 -x) (X 6X+7)
=3x° —18x3 + 21x% - x* +6x% —7x =3x° - x* —18x3 + 27x% ~ 7x
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b) distribuir, aplicar, la multiplicaci—n a cada uno de los sumaAspsunéespu
(32— x)- (=20 + 7)+ (x® = 20))= (32— x)- (<20 + ) + (3% — x) (x® — 4x) =

=(—6x3 +21x2 +2x2—7x)+(3x5—12x3 - x4 +4x2)=3x5—x4—18x3+27x2 -7x
Comprobaos que obtenemos el mismo resultado
En general, faopiedad distributivde la multiplicaci—n respecto de la suma nos dice que
p!(a+r)" (p'a)+(p!r)
Conviene comentar que la anterior propiedad distributiva le’da en sentido contrario, de derecha a izqu
comeenmerge denomirsacar factor comaen

Ejemplo:6x®" 4x* " 183 +2x% = (33" 2" 9x+1)12x°

Actividades propuest

17. De cada uno de los siguientes pobBmrounge algcen factor que sea comaen a sus:monomios
a) ! 15x° 1 20x? +10x; b) 24x* —30x?
3. DIVISIIN DE POLINOMIOS

3.1. Introducci—ies fraccionepolin—mica
Hasta este momento heestsdido varias operaciones con polinomios: suma, resta yEpredatijoiera de los caso:

el resultadsiempre es otro polinomio. Cuando establecdnazgitna polin—micanopor ejemp,lo3;3—_x.
2X“+x-3

lo que tenams es una expresi—n algebraideacoia—n algebrajda cualen general, no es un polinomipa®ce un

polinomio en el muy particular caso en el que el demsumademero real diferente de cero, esto es, un polinc

gradd.

Es sencillo constatar que la expresi—n anterior no es un polinomio: cualquier polinomio puede ser eval

ncemero real. Sin embargo esa expresi—n no puede ser evakibdgapque nos quedar’a el ncemero 0 el

derominador.

Podr'amos creer dasiguient&racci—n polin—sliea un polinomio:

20+ 3 12 5x® 13X .20 g
X X X X
La expresi—n de la derecha s’ es un polinomio, pues se trata de una suma de monomios, pero la de la izc

que no puede ser evaluadaxen(. No obstante, es$acci—n algebrajcal polinomio, cuando son evaluados
cuafiuier no,emero diferente de cero, ofrecen el miSooexgmsiones equivalental’ donde ambas tienen sentido
3.2. Divisi—n de polinomios

Aunque, como hemos vist@l epartadanterior, un&acci—n polin—neitageneral, no es un polinowaros a
adentrarnos en la divisi—n de polinomios pues es una cuesti—n importante y cetil.

Analicemos con detenimiento la divisi—n de dos ncemeros ent&oarmuiusitivadimos dos nceniz{dssidendo)
entred (divisardistinto dg,0surgen otros descociente)y el restg)( Ellos se encuentran ligados por la |[amnalola

de la divisi=th=d-c+r. Alternativamem%:= c+ 5

Ademis,atimos que la divisi—n es exacta caéndo

El conocidalgoritmo de la divisi—n persigue encontrar un ncenre¢rooergete tal queel resta sea un ncemero

menor que el divisbry mayor o igual que cEn@monos en quen esta exigencia para el regodemos escoger

arbitrariamente un vaérafel cocienteel cual nos suministra su valor asociado comdtrestecto, si tenemos com

dividend® =673 y como divisibr 12, Osi queremosO que el cocientd8ea resto asociado es
r=D-d-c=673-12-48 =673 -576 = 97

y la conexi—n entre estao ncemeros®8 =12-48 + 97

Esta celtima OlecturaO de la divisi—n de nocemeros enteros va a guiarnos a la hora de dividir dos polinomios.

Dados dos polinomip$x) y ¢(x), la divisi—n g¢gx), polinomio dividen@mtre g(x), polinomio divisoms

proporcionarf otros dos polinomios, el polinomio cocjentel polinomio restgx). TambiZn aqu’ pesarf une

exigencia sobre el polinomio resto: sugbadisermenor que el grado del polinomio digiselaci—n entre los cuat

sert, naturalmenpgx) = q(x)-c(x) +r(x)

TambiZn escribiren%j% = C(X)+% aunque, en tal caseremos conscientes de las cautelas se—ag¢hdparéado

anterior en cuanto a las eqmivi entre polinomios y otras expresiones algebraicas.
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Al igual que ocurre con el algoritmo de la divisi—n entera, el algoritmo de la diviseemste g Maoiasostapas, di
cartcter repetitivo, en cada una de las cuales aparecen unos polinomios cociente y resto OprovisionalesO di
de esos polinomios resto va descendiendo hasta que nos topamos con uno cuyo gradalesdeif@adnamngre
divisor, lo que indica que hemos concluido. Veamos este procedimiento con un ejemplo concreto.

Ejemplo:

4 Vamos a dividir el polinopfio) =6x* +5x% +x?+3x! 2 entre el polinomig(x)=2x>! x+3. Como el
polinomio divisag(x), es de grado 2, debemos encontrar dos polinomios, un polinony(x)cogiemte
polinomio restax) de grado 1 o O, tales gu®)=q(x)!c(x)+r(x) 0, como igualdad entre expresion
algebraica PX) - g(x)+ FX)

a(x) a(x)
A la vista de los polinorpi@sy q(x), y de lo dicho sohi(&), es evidente que el grado dielgmoicocientec(X), ha
de ser igual a Yamos abtenerlo monomio a monomio

I Primera aproximaci—n a los polinomios cociente y resto:

Para poder lograr la iguallad!c+r, como el grado dg«)sert 1 o 0, el tZrmino de mayor grase) d&*, surgirt

del productg(x)!c(x). As’ obtenemos la primera aproximaai{x) ,deu monomio de mayor grap{(a):3x2 y, de
manera automztica, tambiZn un primey(sesto

R(x)=p(x)! q(x)"cy(x)=(6x* +5x3 +x% +3x! 2)1 (2?1 x+3)"3x% =

=(6x% +5x3 +x2 +3x! 2)1 (6x*! 3xZ+9x?)=8x31 8x? +3x! 2
Como este polinommj(x) es de grado 3, mayor que 2, el grado del polinomigJivesse polinomio resto no es ¢

definitivo; debemos continuar.
I Segunda aproximaci—n a los polinomios cociente y resto:
. . . . . X) . r(x
Si particatizamos la igualdad entre expresiones alg%&a@(ﬂﬁ a lo que tenemos hasta ahora resulta
6x? +5x3 + x2 + 3« 2_3X2+8x3! 8x2 +3x! 2
2321 x+3 221 x+3

Esta segunda etapa consiste en dividir el poﬂ(mmﬂmg’! 8% +3x! 2, surgido como resto de la etapa anterior, en

polinomia1(x):2x2! x+3, el divisor inicial. Es decir, repetimos lo hecho antes pero considerando un nue\
dividendo: el polinomio resto del paso anterior.
El nuevo objetivo es alcaieagualdady " §!C, +I'. Al igual que antes, el grade(dglebera ser 1 o 0. Como e
tZrmino de mayor graday(ie), &3, sale del produatfx)!c,(x), €s necesario que el polinomio codgettaga el
monomioc,(x)=4x Ellonos lleva a un segundo rgg):

r(X) =1 (X)! g(x)"co(x) = (8x31 8x2 +3x! 2)1 (2?1 x+3)"4x =

=831 82 +3x! 2)! (8x3! 4x% +12x)=14x21! 9x! 2
Como este polinonmy¢x) es de grado 2, igual que el grado del polinomigy(sivisEsepolinomio resto no es el

definitivo; debemos continuar.
I Tercera aproximaci—n a los polinomios cociente y resto:
Lo realizaxlen la etapa segunda nos permite avanzar en la adecuada descomgogicsin algelaraicque nos

4 3442 I 31 8x2 I I 4x2 1 9x1
6x~ +5x° +x“ + 3x! 2=3X2+8x I 8x“ +3x! 2=3x2+4x+' 4x“ 1 9! 2
221 x+3 221 x+3 221 x+3
Esta terceratapa consiste en dividir el poling(ric-! 4x21 9! 2, elresto de la etapa anterior, entre el polinc

ocupa:

q(x):2x2! x+3, el divisor iniciBle nueveepetimosl algoritmpero cowtropolinomio dividendo: el polinomio resto
paso anterioPerseguimos qug" g!C;+r. Como en cada pasbgrado de(x) deber'a ser 1 of.tZrmino de mayor
grado de,(x), ! 4x?, surgedel producte(x)!c3(X), por lo que;(x)=!2y el terceestory(x) es

r3(X) = ra(X)! q(x)"ca(x) = (! 4x%1 9x1 2)1 (21 x+3)"(12) =

=(14x%1 9x! 2)! (14x%+2x! 6)=!1+4
Comoeste polinomi(X) es de gradd, menomue?2, grado del polinomio diviggx), ese polimio resto €s el

definitivoHemos concluido:
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4 3 2 3 2 2
6X +5x2+x + 3X 2=3X2+8x Sx + 3X 2=3x2+4x+ 4x2 9x 2=3x2+4x—2+ 211x+4
2X° —x+3 2X° - x+3 2X° —=x+3 2X° —=x+3
Si lo expresamos mediante polinomios:

Bx* +5x + X2 +3x-2=(2x% = x+3)-(3x? +4x=2) + (-11x +4)

Conclusi—n: al dividir el polinrjie6x* +5x° +x +3x-2 entre el polinomigx)=2x*>-x+3 obtenemos como

polinomio cociert) = 3x* +4x -2 y como polinomio resbg = ~11x +4-.

Seguidamente vamos a agilizar la divisi—n de polinomios

Actividades propuest

18. Comprueba que los ctlculos que tienes a continuaci—n reflgidnzio gueslsejemplo anterior para dividi
polinomig(x) =6x* +5x> +x? +3x -2 entre el polinomij(x) = 2x* —x +3.

! Primera etapa: 6x* +5x° + x> +3x-2 | 2x° -x+3
—6x" +3x° - 9x’ 3x
! 8x’ —8x* +3x-2
I Primeray segunda etapas: 6x* +5x3 +x2 +3x-2 | 2x% —x+3
—6x* +3x% —9x? 3x? +4x

8x3 —8x% +3x -2

—8x3 +4x% _12x

| —4x? _9x -2
I Las tres etapas: 6x* +5x3 +x% +3x -2 | 2x° -x+3
—6x* +3x3 —9x? 3x2 4 4x -2

8x° —8x2 +3x -2

—8x° +4x% —12x
—4x% —9x -2
4x* —2x+6

| ~11x+4

2

19. Divide los siguientes polinomios: a) 2x* -x® —x+7 entrex? -2x+4;

3 5.2 3.2
b) = 10x” =2x" +3x +4 entredx” - X" -x+3 c) 4x* —6x3 +6x> —3x -7 entre-2x% + x + 3
d) = 8x° = 2x* +10x° +2x% +3x +5 entredx’ +x* +x-1  €) _6x5 + x2 +1 entrex? +1

20. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos q(we)re:«@a-x—3 como polinomio cocientgxy= “3x% +1

como resto.
3.3. Operaciones con fraccionggehlaicas
Puesto que tanto los polinomios corfiackisneslgebraicasbtenidas a partir de dos polososon, en potencia,
ncemerosales, operaremos ¢ales expresiongiguiendo las propiedatfos neemeros reales.
" Suma o restdRara sumar o restar ftascionepolin—micdsberemos conseguir que tengan igual denomir
Una manera segura de lograrlo, aunque puede no ser la mts adecuada, es Zsta:

b1 P2 _P1792 P27G1 _P1792+P2" G4

9 92 941°G2 G2°Q4 91°92

" - - P1 P2 _ P17P2
ProductoBasta multiplicar los numeradores y denommieanlerg-— - —= = ——=
91 G2 41792

Pt
" Divisi—rSigue la conocida regla de la divisi—n de frrzmmu:it?irieasZ—1 < Pi%
P2 41°p2

92
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Actividades propuest
+ | [
2x+1 3 b) 1 2 g !'x .1y x'2 x!2

21. Efectcea los siguientes cilamlgf:—+_ I

x2+1 X x!'2 x+1 " y243x x!'1 " x243¢ Xx+3
22. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cadeoapaeadoii@o de los denominadoyesu respectivo
x> 4x-1 3x-2 xX-2 4
numeradoa) + b) -
X x? x2+3x x+3
23. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresi—n del lado izquierdo de cada igualdad:
. 8a*p? _1a2p 4x3y? — 3xy? =2X2y_§y 3x? -ox _x® -3 6a2b? +4a’b—4ab 3ab+2a-2
2a2h 2xy 2 6x +12 X+4 2ab2 +16a2h  b+8a
24. Calcula los siguientes cocientes:
a) (XR-9-6x): X b) (&8-702-21):7 c) (2% -10d) : 5% d) (322 - 8xyP) :xXy?
2 3 2
25. Simplifica las siguientes fracciones algeb)atéas®  p) @ —%"
9x2 +15 7a% + 4a? 24 2
2 2
0% y+3xy d)2a2b2+3ab 04 12
4xy a’b-ab O
4. DESCOMPOSICIFACTORIAL DE UN POLINOMIO —

4.1 Factorizaci—n de un polinomio
Tal y como ocurre con la divisi—n entera, la divisi—n de polinomios tarekétngpesedeserel resto puede ser
polinomio cero.

Ejemplo: 3x5 _3x* —4x® +18x% - 16x + 8 | -3x?+3x-2 En este caso esanbs
3x® —3x* —4x3 +18x%2 —16x + 8
—axd w3t —2x® —x3+2x-4 2 =—x>+2x-4
- 3x° +3x-2
—6x3 +18x2 —16x +8
6x3 - 6x% + 4x y diremos que(x)=-3x%+3x-2 divide a
12x2 —12x + 8 p(x)=3x° = 3x* —4x® +18x? ~16x +8.
—12x2 +12x -8
0

Si optamos por una igualdad polin3xicx* —4x> +18x? —16x +8 = (=3x2 +3x =2)- (x> +2x-4)

Observamos qed haber obtenido como resto el polinomio 0 nos permite expresar el polinonyig ,cocadendc
producto de otros dos polinomios, los polinomios divisor, y(&paipnteHemos alcanzado daatorizaci—del
polinomig(x), o unalescomposici—n en factodes(x).

En general, un polinomio concreto puede ser factorizado, o descompuesto, por medio de diferentes grupc
continuamos con el polingmii) anterior, una manera de obtener una descomposici—n alternativa consiste €

alcanzar una factorizaci—n de alguno de losspg(inpmic(x) .

Constatemos que el polinomio _,3 +ox—4 | -x?+2x-2 En efecto, la divisi—n es exacta y ¢
—x2+2x-2 divide a , ) — lleva a la siguiente igualdad:
()= - +2x -4 R X+ X3 42X =4 = (6% +20-2)-(x+2)
_2x% +4x -4
22 —4x +4
0

Si la trasladamos a la descomposici—rfenees eep(x):
3x% = 3x* —4x3 +18x% —16x +8=(=3x% +3x-2)- (~x*> +2x -2)- (x +2)
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Actividades propuest

26. Completa, cuando sea posible, las siguientes factorizaciones:

a) -2x +2x = -2x+( ) b) -6x% +5x+6=(2x-3)-( )

c) —6x* +3x> —3x+6 = (2% =x+1)-( ) d)—6x* +3x° =3x+6=(2° =x+2)-( )

27. Determina un polinomio de gfadae admita una descomposici—n factorial en la que participe el
6x° —x% +3x-1.

Decimogjue un polinomio resluciblesi admite una factorizaci—n mediante polinomios de grado inferior al suy
contrario el polinomio seetucble.
Es claro que Ig®linom®de grado 1 no pueder descompuesttomo producto de otros dos polinonmosnde
gradoSon polinomios irreducildesl siguientapartadeonstataremos que haynpmios de grad@e tambiZn son
irreducibles.
Delas diferentes factorizaesaque puede admitirpolinomilaque mis informaci—n nos proporciona es aquella er
todos los factores que interviengroboomiosreducibles, puegjueno es mejorabléonvienadvertir que, en general
no es ftcdlcanzar ese tipo de descomposictamrsdament@amos a ahondar en esta cuesti—n.
4.2.Ra’ces de un polinomio
Dado un polinonygx) diremos que un noemero real cancestona ra’zoun cerg del polinomip, s al evaluap
en x = a obtenemos el neemero 0, estopgs) si0
Ejemplo:

4 Consideremos el polinoship= 2% +2x% -8x-8.
El ncemero 2 es una ra'g(aty, puesto qug(2)=2-2° +2:2* ~8-2-8=2-8+2-4-16-8=16+8-16-8 =0
Otra ra’z de(x) es el ncemerd: s(-1)=2+(-1)> +2-(~1)* =8-(-1)-8=2+(-1) +2-(+1) +8-8 =-2+2+8-8 =0
En cambio, el ncemeroes una ra'z de(x): s(1) =21 +2-12 —8-1-8=2+2-8-8=4-16=-12=0

Tampoco es ra’z g el noemero §0) =2-0° +2-02 -8:0-8=0+0-0-8=-8 =0

Actividades propuest

28. Estudia si los siguientes noemeros son o no ra’z de los polinomios indicados:
o x=3dex3-3x%+1 Xx=-2dex3+3x%+3x+2 x=1dex3! 3x%+x+1
« x=0dex3! 3x%+1 x=11dex31 3x?1 x+3
En el siguiente ejerci@mos a recoger algupanexigsentre las ra’ces de un polinomio y las operaciones de ¢
producto de polinomios.
Actividades propuest
29. Supongamos que tenemos dos polinpif¥py Po(X), y un neemero real
+ Si! esunaraz dg(x), AtambiZn es ra’z del polinomio g(X)ap,(X)?
+ Si/ esunaraz d@(X), AtambiZn es ra’z del polinomio prigi®,(X)?

+ AHay alguna relaci—n entre las ra’ces del gp{¥joyrias del polinonfip,(X)?

El que un neemero real sea ra’z de un polinomio estt fuertemente conectado con la factwlzewiion de dicho
Si un neemero real conerets una ra’z del polinomic), entoncesl polinomix" ! divide ap(x). Dcho de otro

modo, gbolinomig(x) admite undescomposici—n factorial de la siguientp(fQeafa#" )!c(x) para cierto polinomio
c(X), el cual puede ser conaaidividi p(x) entrex™ / .

Vamos aamostirla anterior aseveraci—n. Si divid{mjpsntrex" ! , obtendrempg(x) = (x#" )!c(x)+r(x)

Como el polinomio divigor! , es de grado 1, y el polinomio resto ha de ser de infededggeados que el resto
anterior es un noemera re@scribamogx)" ! : p(x)=(x$#)"c(x) +!

El polinomio de itmuierdap(x), es idZntico al de la dere¢h@#)"c(x)+! . Por esa raz-ah evaluarlos en cierto
noemero real obtendremos el mismo valor. Procedamos a particularizarlosl sami ra’'z dep(x), p(! )=0. Esto
nos lleva 8=p(a)=(o-a)-c(a)+B=0-c(a) +B=0+B =P y, as’ el resto es O’pyx) =(x-a)-c(x)

Es naturalug nos preguntemos si es cierto el rec’proco del resultado anterior. La respuesta es afirmativa:
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Si un polinompgx) admite una descomposici—n factorial de paxjesiixa- o) -¢(x) para cierto polinongja) y cierto
noemero real, entonces el noemeres una ra’'z del polinopfi), esto esp(a) =0.
Su demostraci—n es sencilla. Basta que epa&nen®s : p(a)=(o-a)-c(a)=0-¢c(a) =0

Si fundimos estos dos celtimos resultados en uno solo nos encontramos antéeeleerzodahtadoor
Teorema del facton ncemero real conereés ra’z de un polinomio) si y solo si el polinomiea divide ap(x),

es decir, siy solo si el polingifip admite una descomposici—n factorial de ggxjerfixa- o) -¢(x)
Ejemplo:
4 Volvamos con el polinoshig= 2x3 +2x -8x 8.

Sabemos que el ncemero 2 e 9,3 042 _gy_3 | x-2 Podemos descomponsgyx) de la
ra’z de s(x). Ratifiguemos q| ~—_,_ siguiente forma:
- —2x3 1 4x? 2x% +6x
-2 divide as(x): — 3 1 ox? _8x—8=(x-2)(2x2
X ) 2X° +2x° -8x-8=(x-2)-(2x° +6x +4)
6x° - 8x -8
—6x2 +12x
4x -8
-4x+8
0

Vimos quet ra’z des(x) es el ncemee-1. Si observamos la precedente factorizagie), @s evidente que este
ncemere’ noes ra’z del factmr2, por lo que necesariamente debe serlo deloowfx fadx? +6x+4:
o(=1) =2+(-1)> +6:(=1) +4 =2-(+1) =6 +4 =0

Al haber constatado qué es raz de  2x* +6x+4 | x+1  Luego2x?+6x+4=(x+1)-(2x+4)
polinomio  ¢(x), deducimos . a 52 5, Ix + 4
X—(-1)=x+1 nlos va a ayudar ) Ax + 4
descomponeyx): _4x—4
0

Si reunimos lo hecho en los apartados precedentejateptste
S(x)=2x3 +2x% —8x -8 =(x—=2)-(2x> +6x+4) = (x=2)- (X +1)-(2x +4) =
=(X=2)(x+1)-2-(x+2)=2-(x=2)-(x+1)-(x+2)
Se ha descompuesfa) como producto de tres polinomios irreducibles deAdeadista. de ellos conocemos todas
ra'ces des(x), los ncemergs -1y -2,
Los resultados te—ricos que hemos establecido nos conducen a este otro:
Todopolinomio de gradotiene a lo suma races reales, alguna de las cuales puede aparecer repetstasren
mits den ncemeros reales.
Hay polinomios que no admiten ra’ces, es decir, que no se anulan nunca:
Ejemplcs:
+ El polinomi¢(x) = x% +1 no tiene ra'ces puesto que al evaluarlo en cualprereak siempre nos da un valol
positivo y, por lo tanto, distintotde)e:oc2 +1>0

Ademis, este polinomio de gradot(dQ)s,xZ +1, es un polinomio irreducible porque, al carecer de ra’c
podemos expresamono producto gelinomios de nwergrado.
4 Otro polinomio sin ra’ce13u(§>s)=(x2 +1)2 =(x2 +1)-(x2 +1)=x4 +2x% +1. Sin embang u(x) = x*+2x% +1es un
polinomio reducible puesto que, obviamente, puede ser expresado como producto de dos polinomios de i
Aungque no sgmsibledemostrari@or su dificultad, s’ se puede anunciar que todo polinomio de grado impal
menos, una ra’z real.
30. Construye un polinomio de grado 3 tal que posea tres ra’ces distintas.
31. Deteminaun polinomio de gr&dalquetenga, al menos, una ra’'z repetida.
32. Construye un polinomio de grado 3 de forma que tenga una cenica ra'z.
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33. Conjetura, y Iluego demuestra, una ley que nos permita saber cufndo un polinomio
a,x" +a, X" +....+a,x+a, admite al ncemero 0 como ra’

34. Demuestra una norqueese—alecutndo un polinomio cualqlai,{aa’h+an_1x”‘1 +....+8X+a, admite al noemero 1

como ra’z.
35. ObtZn todas las ra’'ces de cada uno de los siguientes polinomios:
o X+T -X+5 2x-3 -4x -9 -2x
o x2-3x 4x% -x-3 X3 —x X3 +x

4.3. Regla de Ruffini
Enel apartadanterior se prob— la equivalencia entre que un neersesoreealde un polinopix) y el hecho de que
el polinomio m—nico de grade-wnalivida ap(x), esto es, que exista @olinomia(x) tal que sea posibleau
factorizaci—n gle) deltipo

p(x)=(x-a)-c(x)
Debido a la importancia que tiene la divisi—n de polinomios cuando el polinomio divisor s aetavemente
agilizar tales divisiones.

Ejemplo:
+  Consideremos el polino  3x® —4x? +x+3 | x+2 Puesto que el resto no es celo,
p(x)=3x* -4x* +x+3. Vamos ¢ 53 42 sy oy sp 1O ESUNATAZ ).
dividirlo entre+2. Si el resto es ) Veamos c—mo han surgido ta
, -10x% + x +3 polinomio cociente como el res
el ncemere2 sert una ra’z dex) 10x2 + 20x que el grado del dividendo sea i
resto, entonces? no sert ra’z d 21“:’2 impone que el cociente tenga ¢
—-21x -

p(x): dos y que el resto sea un ncemer

-39
El cociente consta de los mondxfgs-10x y 21, los cuales coinciden con los monomios de mayor grado de ¢
de los dividendos despuZs de disminuir sus grados en u:Bw?Lmeirzaeﬁe dex® —4x? + x+3 (el dividendo inicial),
-10x viene de-10x?> + x +3 y, por celtimd] de 21x+3. Este hecho, coincidencia en el coeficiente y disminuc

grado en una unidad, se debe a que el xivisa@s m—nico y de grado uno.

Seguidamenteamos a tener en cuenta cenicamente los coeficientes del dividendo, por orded,deygBadm 3
cuanto al divisor, como es m—nico y de grado uno, basta considerar su tZmténe geperchieno el resultado
multiplicar los monomios que van conformando el cociente por el divisor hemes cdelaestirsiddos dividendo:
atendiendo a este cambio de signo, en lugar del tZrmino independiente, +2, operarerps2;orosmepugse, a le
vez, es la ra’z del divise2 y sobre el que pesa la pregunta de si es o ng(a de

4 Primer paso de la divisi—n:

3x° —4x? +x+3 | Xx+2 3 -4 1 3 Aparece en el cociente el morgwfi¢coeficientd
33 gy 342 P | s ), el cual provoca la Odesaparici-3r® ate el
) dividendo y la aparici—n del manexdi(coeficients

—10x"+ x +3 3 -10 | "6=("2)!3). DespuZs de operar (sumar)
encontramos con ! 10x? (coeficient

110=(14)+(!6)) y, en el cocientel X.
+ Segundo paso. Elidiandpasa a ser 10¢* + x +3.

331 4x2+x+3 | x+2 3 !4 1 3 La irrupci—n en el cociente del mohb@ic
ficiente10) provoca la C rici—-ng
331 6x2 221 10k ! 2| e 20 (coe ce_ 'Fé ) provoca la Ogle_sapa Ci—+Qxde
- en el dividendo y la aparici—n del ma@Qon
10T+ X +3 3 110 21| (coeficient0 = (! 2)"(! 10)). DespuZs de ope
10¢* +20 (sumar) nos encontramos &k (coeficients
2 +3 21=1+20) y, en el cocient&].
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4 Tercer paso. El demd@asa a sepix +3.
33 _ax? 4 x 43 | x+2 3 -4 1 3 Tenemos en el cociente el tZr
independient&!. fste provoca

—_3X3 -6¢” 3% ~10x+ 21 ~2 | -6 0 -4 eliminaci—n @& en el dividendo
—10x2 4+ x +3 s _10 21]_30 la aparici—n del tZrmige (-2)-21
10x? + 20x — DespuZs de operar (sumar)
21x+3 encontramos con el resib=3-42
-21x =42
-39

En cada uno de los pasos figaréa parteentrgllo mismo que se ha realizado en la divisi—n convencional, pe
ventaja de que todo es mis *fgil debidocanmaenense manejan ncemeros reales: los coeficientes de los ¢
polinomios intervinientes.

Estamos ante la llameslgla de Ruffinun algoritmo que nos proporciona tanto el cociente como el resto que r
dividir un polinomio cualquiera entde daréorma-o. .

Ejemplo:

4 Dividamos el polinomyi) = -x* +2x* ~5x +4 entrex-3: -12 0 5 4

3 -3 -3 -9 -12

3

El cociente esx® - x? —3x-4 y el reste-8.. ~1 -1 -3 -4]|-8

Como el resto no es 0 deducimos que el ncemero 3 no [#s) ez ‘de2x® -5x+4. La relaci—n entre dividend
divisor, cociente y resto es, como sigfwpeesx* +2x° ~5x+4 = (x=3)-(-x* =x* =3x-4) +(-8)
Si evaluamaggx) en x =3 no puede dar cero, pero AquZ valor resulta?

p(3)=(3-3)-(-3% =32 -3-3-4) +(-8) =0+(-8) = -8

Naturalmente hemos obtenido el resto d&stribecho viene recogido en el denominado teorema del resto.
Teorema dekesta El valor numZrico que adopta un polpgnaibparticularizarlo er o coincide con el resto que

aparece al divigyi) entrex —o..

Actividades propuest

36. Usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios:

a) -2x2 +x+1 entrex +1 b) x* +2x% —2x +1 entrex+2 0 4x% -3x? —1 entrex -1 d) x® —9x+1 entrex -3

37. Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes neemeros son o no ra'ces de los polinomios ¢
a)a=3dex3-4x%+5 b)p=-2de-x*-2x*+x+2 «¢) y=1 de —2x* +x+1 d)o=-1de2x3 +2x?
38. Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del pafir@sfie x+2 en x=3.

39. Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de algaadfatividix® + 3x> + 3x + 2 entre2x +6.

Para facilitar la comprensi—n de los conceptos y resultados de este tema la mayor’a de los ncemeros que |
ahora, coeficientes, ra’ces, eém sido ncemeros enteros. Por supuesto que podemos encontrarnos con po
coeficientes racionales, o irracionates, polinomios con ra’ces dadas pivacoia-n o un noeriteacional. TambiZn
existen polinomipgecarecen dex’ces.

Ejenpos:

+ Comprobemos, mediante la regla de Ruffini;éues ra’z del polinon 213 1
w21 3y +1: 1/2| 111
2120

4 Para conocer las ra'ces del polindmig debemos estudiar si hay algoen nceméerdatagie lo anule, es
decir, para el que se tanga2=0" 1 2=2" | =+/2.As, el polinomio de gradoxdds2 tiene dos ra’ces
distintas, las cuales son ncemeros irracionales.

4 Ya sabemos que hay polinaqniesarecen de ra’ces, como por ejefio
Apreciamos que la regla de Ruffini nos informa sobre si un ncemero concreto es 0 no ra'z de un polinon
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cuando estamos ante un polinomio, y nos interesa conocer sussrpasblenefectuar una prueba con cada nce
real para determinar cutles son ra’z del polinomio. En el pr—ximo apartado destacaremos ciertos Oncemel
ra’z de un polinomio.

4.4, Ctlculo de las ra’ces de un polinomio

A la hora de busasrh’ces enteras de un polinordisponemos del siguiente resultado:

. . . | . .
Dado un polinomio cualquigpe” +a, x" 1 +.....+a,x?* +ax+a,cuyos coeficientes son todos ncemeros entero:

ra’ces enterassi las tuviera, se encuentran necesariamente entre los divisores enteros de su tZrmifig.indepen

Procedamos a su demostraci—n. Supongamos que cierto neénesaeatez desepolinomio. Tal ncenuetoe

anularlo:

n'1 n'1

n 2 — () n 2 —n
a,! “tap! T TFda) Tt+a! tay =04, " +a! T T tr.da)! T+a! =g

En la celtima igualdad, el ncemero del lado izquierdo es entero, porque estf expresado como una sum

noemeros enteros. Por ello, el neemero del Iade%r&ahrbiin es entero. Al ser tambiZn enterbggaotoo/ ,

alcanzamos gu es un divisor d&.
Ejemplcs:
+ Determinemos, con arreglo al anterior resultado, quZzmeroesEn candidadoser ra’ces dpblinomio
3 2 _ - .. .
2" +3“! 1! 6, Tales ncemeros enteros candidatos deben ser divigores @emino independiente di
polinomio. Por ello, los cenicos ncemeros enteros que puedenespolinnte sesl +2, +3, +6. Puede
comprobarse que los noemeros ehierds son ra’cesos demis no lo son.
4 Las cenicas posilieses enteratel polinio 2x° + x2 +12x+6 tambiZn SoR1, +2, 3, +6
En este caso ninguno de esos ncemeros es ra’z del polinomio.
Actividades propuest
40. Para cada uno de los siguientes polinomiosesepataer lugajuZ ncemeros enteros son candidatos a ser |
suyas y, despuZs, determina daiena) x® - x? +2x-2; b) x* +4x% +4x? +4x +3.

0) 2x3 +x% ~18x - 9; d)x4 +2x3 +3x2 4 6x
Algo mg general podemos afirmar stdse de noemergsa’ces de un polinomio:
Dado un polinomio cualquéesd +a,,_1x”‘1 o +a2x2+a1x+aocuyos coeficientes son todos ncemeros entero:
ra’ces racionalessi las tuviera, necesariamente tienen por numerador algeen divisor del tZrminazjndgpendie

denominador algeen divisor del coeficiente del tZrminaatiopgyor g
Ejemplcs:

. : : . 3 2 _ :
4 Volviendo a uno de los polinomios del ejemplontedér,~ 11X -6, los ncemeros racionales candidatos ¢
ra’ces suyas tienen por numerador a un divioy ger denominadoun divisor d&. Por Idantg los cenicos
=1 2 +3 +6

ncemereacionalegue pueden ser ra’z de ese polinomig1sen; + 3, =6, 55" =1 2 5 = =3

Ademis dé y -3, ambiZn es ral_zﬁ; los dem#s no lo son.

Las cenicas posibles ra’ces racionales del pb&ﬂﬁomﬁ)—xz—3x—3 son: =1, £3, =1 =3

4— 2’ 2 En este caso

ninguno de esos ncemeros es ra’z del polinomio.
Actividades propuest
41. Completa el ejemplo precedem@robandpe, en efecto_,zl esrazdel polinomizx® + x? -18x - 9.

42. Para cada uno de los siguientes polinomios indica quZ ncemeros racionales son candidatos a ser ra’ces

determina cutles lo son: 3x% +4x +1 2x3 - 9x? +12x - 4
En ekap’tulpr—ximo, dedicado a las ecuaciones, seremos capaces de obtener las ra’'ces de todo polinomio
las tuviere.
I"H$Y&H (") +,*- *$*/012*3" 4546 TBY;4<$) 8=$)*"7>$?<" (") 2D87'=8%'8) AG#8<116"<.8*36(B'778*C?&DSE
* F$G)8<:*H"G'$<*F8.&'>8
12"46=#3$)%"<$"G$<.$28<>23) C76)#<"('8=3$):*-"=(8*$*C%&>$=9)*.$*EIK/L




4.5. Factorizaci—n de polingrgifracciones algebraicas
La factorizaci—npdéinomios puede ser utilizada para simjgificas @xpresiones las que intervierfesicciones
algebraicad/etmoslo a travZs deamdesjempls
Ejemplo:
x*18x?1 9
x°1 6x31 6x21 7x! 6
denominador admiten factorizaciones en las que algcen gotireseideesh bas.
x4 ex2" 9 (XPHDI(x+3)(x"3) _ x+3
xSt a2 X" 6 (X2 +DI(x+2) I (x+D!(x" 3) (X+2!(x+1)
Como ya hemos apuntado en otras ocasiones, las expresiones final e inicial no son sifntcasvakentes
todosaquellosalores parad@ue ambas tienen sentido, esto es, para aquellos en los que no se anula el denorr
Ejemplo:

4 Ura fracci—n algebraicmo puede ser simplifiaagtacias a que eumerador y el

4 En una suma flmccionepolin—micesmo Zstn3x 2, 4

X<+ X x2! x! 2
en |afraccionea patir de la descomposici—n de cada denominador
Xtz 4 _ X2 4 (3x'2)(x'2) 4" _
X2 +X% x2| x! 2 X'(x+D (x+1D"(x! 2) xX"(x+1)"(x! 2) (x+D"(x! 2)"x
C(3x! 2)"(X! 2)+4x _ 3?1 4x+4
TOX"(x+D"(x! 2)  x"(x+1)"(x! 2)
Conviene destacar que en el resultado final se ha optado por dejar el denominador factorizado. De esa f

cuestiones, se aprecia ripidamente para quZ valmesteerimadesa fracci—n algebraica no admite ser evaluad:
Actividades propuest

2 2
43. Simplifigasi es posiblias siguientes expresioaps: X2adx b X1 g xttd
x3+3x21 6x! 8 x3+3x21 6x1 8 x3+x21 6x
44. Realiza las siguientes opersi@mmiendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores:
% I +" I "I
a) !

RN b)!#!#u!'!#!!
46. Productos notables de polinomios
En est apartadoamos a destacar una serie de productos concretos de polinomios que surgen frecuenteme
exponerlos de muy diversas formas. Tallg bamemosparecert mis de una indeterminada; hemos de ser cap:
apreciar que si, en un algoen caset@oalguna indeterminada pasa a ser un ncemero aoneretoieata mis que
particulazaruna situaci-wfs general.
Potencias de un binomibas siguientes igualdades se obtienen, simplementetutradsefe
ab oportunos c¥lculos:

Log g =t !

podemos aazar un comoen denominad

2

—e O

4 El cuadrado de usiamees igual al cuadrado del primesel doble producto del primero por
segundanis el cuadrado del segundo.
-b——a— Comprueba la igualdad a patbsaeiadradgsrectingulake la ilusci—n

bogrigd =t ! —— a —

El cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del p ’E
menos el doble producto del primero por el ,segisdn

®
' . cuadrado del segundo.

Observa lagura yor/ctalacon la igualdad. |
I N L I T J
Ratifica la igualdad con los cubos y plestadgjura.
Logrgd =t "
Podemos observar que, en cada uno de los desarrollos, el exponente del binomio
el grado de cada uno de los monomios.

a b
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Ejemplcs:
+ (a+3’=a’+2lal3+3F =a’+6a+9 (x! 42 =x?1 2"X"4+4? =x? | 8+16
£ (3+5)% =(3)? +213I5+(5)? =K*+3+25  (x! By)> =x21 2"X "By +(6y)* =x*! 12y+36/>
£ (X! 5°=(2)°! 3'(2x)*"5+3"(X)"521 5° =8¢ | 60X +15(! 12F

45. Realizdosctlculosa) (1+3a)%; b) (-x+3)%; ¢) (1 3x! 2)% d) (x?! 1%; e) (4x+2)*

46. ObtZn las f—rmulas de los cuadrados de los siguientes) 8no#ids: : b)(a +b-c)?
47. Desarrolla las siguientes poteagig®+ 3/)% b) (X +y/3¥; ¢) (%X -5K)2 d) (- 5y e) & - b?)2 1) (3/y - 2k)?
48. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:

a)a’+ @+ 9 b¥4-4x +1 ¢&f-1+ 25 d)4°+ 13+ 9 & -2a+1 P+ 6°+9
Suma por diferenciBe nuevo la siguiente igualdad se obtiene tras efectuar el producie-sk}-gdady:= a% -b?
Suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados. i? P
Observa las figuras y conZctalas con la igualdad. ﬂ ..............
Ejemplcs: i a

2 22 i 2

+ a)(a+7)(a-7)=a"-7"=a" -49 (a+b)(a'b) j— a

£ D) (x+1)(x-1)=x*-1% =x*-1

& C)(2x+3)(2x-3)=(2x)* -3 = 4x% -9 h—ua a

4 d)(-3x-5):(-3x+5)=(-1)(3x+5)-(-3x+5) =(-1)-(5+3x)-(5-3x)

=(=1)+(5% =(3x)?) = =25 + 9x*
49. Efectcea estos produela@x +3y)-(4x —3y); b) (2x% +4)"(2x* ! 4); c) (" x? +3x)!(x? +3X)
De vuelta a los polinomiasndevariable, podemos decir queecapsstadbemos expandigotencias de un polingmio

0 productos de un polinomio por s’ mismo, as’ como productossienia pomthferencizonviene darse cuenta di
que sus f—rmulas, le’'das al revZs, constitufgetorizaci—n de un polinomio.

Ejemplcs:
gl =t et g
£ roprt vgeg =t gt ety y!
A N I TN N
N AR N R B R N

Actividades propuest

50. De acuerdo con lo expydatdorizios siguientes polinomads? ! 2x +1; b) 3x? +18 +27; ¢) 4x° | 16x°
51. Calcula los siguientes produtd&+ 1) (3x— 1), b) (- 3b) - (2a+ J); c) - 5)- (¢ + 5)d) (22 + 5) (32 -5)
52. Expresa como suma por diferencia las siguientes expyésierizs b) &' - 81%; c) 49- 25x% d) 100G - 64
2x? +12x+18. 6! 3a

x>19 a4

2
53. Simplifica las siguientes fracciones algeb)%fca{s%; b)
X +

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. En este ejercicio se va a presentanaamedante el cual vamos a adivinaceeherque resulta trasanipular
repetidamente un nocemero desconocido. Convierte en una expresi—n algebraica las sucesivas altera
desconocido y justifica lo que ocurre.
i. Dile aun compa—ero qgaeiba en un papel un exematural y que no lo muestre
ii.  Que lo multiplique por 10
iii.  Que al resultado anterior le sume 100
iv.  Que multiplique por 1000 lo obtenido
v.  Que divida entre 10000 la celtima cantidad
vi. Que al resultado precedente le reste el naerascoilg—
vii.  Independientemente del noemero desconocido wfigioshap ha surgido?
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2. En este otro ejercicio vamadi@dnados ncemeros que ha pensado un compa—ero. Construye una expresi—
gue recoja todos los pasos y, finalmente, descubre el truco.
i.  Solicita a un compa—ero que escriba en un papel, y no muestre, dos ncemeros naturales: uno de una
y otro de dos cifras (entre 10 y 99).
ii.  Que multiplique por 4 el noemero escogido de una cifra.
iii.  Que al resultado anterior le sume 3.
iv.  Que multiplique por 5 lo obtenido.
v. Que a la celtima cantidad le reste 15.
vi.  Que multiplique el resultado precedente por 5.
vii.  Quele sume a lo anterior el noemero de dos cifras que eligi—.
viii.  Dile al compa—ero que desvele cuil es el resultado de todos esos cambios.
ix. AQuZ debemos hacer para descubrir los dos ncemeros que escogi— el compa—ero?
3. Estudia si hay ncemeros reales en lossiguedates expresiones no pueden ser evaluadas:

3
a) 3! 6 b I'x 0) 3x°! x d) 5x! y+1
(x+2)"(2x! 14) X2 1 4x+4 I 2x*1 321 4 x2 +y2
4. Unapesoratiere ahorrados 1000 euros y decide depositarlos en un productonbartgamie interZanuabel 3
%. Si decide recuperar sus ahorros al cabo de, dasi@l-®srf la cantidad total de la que dispondr$?

5. Generalicemos el ejercicio anterior: Si ingré§agumesen un dep—sito bancario cuyo tipo de inter<Yes d
anualAcutl sert la cantidae recuperaremos al cabo deo®

6. Construye un polinomio de gragg) 2tal quep(3)=! 7.

7. Conideremos logolinom®m p(x) =15 +x2 ! 3! 2, q(x)=3x* +23 1 x> +2X+7 y r(x)=4x*>+5x! 1. Realiza
las siguientes operacioapp+q+r; b)p! g; c)p!r; d)#™ ! !

8. Calcula Iqsroductosi)%' b—zyﬁg%’# b) (0.8D0,%/ + 0,%) & (OXi+ 0,9D0,%) c) kD1) kDa) xBb)

0
9. Efectcea las divisiones de polinap@x$: 3x°! 8x? +9x! 1 entre2x? +3x! 3;
b) 4x>1 5x* +6x° + 2x* 1 1! 6 entrex®+2x+3

10. Calcula los cocient@s(x%): () b) (322 : ((1/X2) C) K*+ 28y +y?) : C+y)
11. Realiza las operaciones éraiceiones algebraicas
| |
;(!1+22x b) X.l! 2X c) ;(!1,,22x d) x.l: 2X
x21 3x  x21 6x+9 x213x x216x+9  x213x x%1 6x+9 x213x %21 6x+9

12. Construye un polinomio de greed@@el noemerdod sea ra’z suya.
13. Determinan polinomio de grado 3 tal que sus ra’cés $&an 0.
14. Congruye un polinomio de gratabdudenga oenicamente dos ra'ces.reales

15. Encuentra un polinomi®) tal que al divioti(x):x4+x3+x2+x+1 entreq(x) se obtenga como polinomio res

r(x)=5x> +5x+1.

16. Halldas a’ces enterate los siguientes polinomios:

a) +a S+ by rit +g #4111 c)# P+ 1S4 dy#' +1%1111

17. ObtZn lasatces racionalés los polinomios del ejercicio anterior.

18. Descomp-os siguientes polinomios quoauctdepolinomios irreducibles

a)t! +mm® e b) ¥+ 184111 c)w' +1Frmrn d)s#rt w1

19. Calcula las potencisk D2y +z)? b) (3xDyP c) (1/D+1?? d) EDby??

20. Analiza si los siguierpenommhan surgiddel desarrollo getenciase binomios, o tmmos, o de un producto
suma por diferendtan caso afirmatespresau procedencia.

a) X? +6x+9 b) x*18x*+16 c) x2 ++/20xy+5y? d) x* + 2 +x% +2x+1
e)x*1 23 +x2 +2x+1 f) X1 36 g) 5 +1 hySE!1 11 )21 32
21. Descomp—n en factajed: 1 b)x2- y? C)X%y? bz? d)x* B2y +y?

22. Con este ejercicio se pretende mlast@mveniencia a la hora de no operar una expresi—n polin—mica q
factorizada total o parcialmeni&) Comprueba la igualdg/fi $ = LI L b) Determina todas las
ra’ces dgolinomia®1 " 1% +1 .
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9 4 022 4
23. : Factoriza numerador y denominador y sim)pfiﬁc‘zix_” b) % c) X4‘X
x< -1 X" +y x" -1
24. Efectcea las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
2 3 oy XY Xy o) 2+
x(5-x) 2(5-x) X+y x2-y? 4x? _1
25. Efectcea las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
4 2 -
a)X —1:X +1 b) 2X+3Y_3X+4y C)_4x+(‘|_x4) X_+1_1_X
X7 X8 a-b 2a-2b 1—X 1+X
26. Efectcea las siguientes operaciones y simpliigesitdle:
a) x4 1 . X2+1 b) x* =3ax? +3a’x-a* . x-a 0) a+b_a—b . ab
x* X X+a xX+a a-b a+b) a+b
27. Efectcea las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
LI N 3,221
a X+y X a+y 13 2\ (1 3 2 X y x y
a) : b)(1——+—+— l=——-—-—= C) :
LI S x x2 33 ) x 2 i3 1.33,5
a X+y x a+y Xy xy
AUTOEVALUACIIN
1. Se-ala los coeficientes que aparecen en las siguientes expresiones algebraicas:
a) =T 53 8 b)-2x" +x* =X +5x—-1 ¢)5:-v2-x-y?z
2-3y? z
2. Elvalor numZrico de la expreﬁﬁz_ v _8enx=2y--1z=--1es:
2-3y z
a) 17 b) 15 c) -3 d) -5

3. Completa adecuadamente las siguientes frases:
a) La suma de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado EEE.
b) La suma de tres polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado EEE.
c) El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado EEE.
d) La difereria de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado EEE.

4. Al dividir el polinompie) = 0 x4 x4+ entreq(x) = x* + x +1 el polinomio resto resultante:
a)debe ser de grado ) puede ser de gradoc2 debe ser de gradenor que.d) ninguna de las opcione!
precedentes.
5. Considera el polinomig' — 7x*> + 5x*> —7x +3. ACutles de los siguientes ncemeros enteemrsaes
candidatggara ser una ra’z suya?
a)3 b)2 c)-5 d) -7
6. Considera el polinonﬁbé +7x% +x% —7x-3. ACutles de los siguientes ncemeros racionedesnsdes
candidatggara ser una de sus ra’ces?

1 1 3
a)-3 b) 2 y— c)-3y—- d)-3y-—
) )2y > )-3Y3 )-3y;
7. Todo polinomio con coeficientes enteros de grado tres
a) tiene tres ra'ces reales. b) tiene, a lo sumo, tres ra’ces realest) tiene, al menos, tres ra’ces.

8. AEs posible que un polinomio, con coeficientes enteros, de grado cuatro tenga exactamente tres |
diferentes o con alguna mceltiple?
9. Justifica la veracidad o falsedad de cada una de las siguientes frases:
a) Laregla de Ruffini sirve parardig®ipolinomios cualesquiera.
b) La regla de Ruffini permite dictaminar si un noemero es ra’z o no de un polinomio.
c) Laregla de Ruffini solo es vilida para polinomios con coeficientes enteros.
d) La regla de Ruffini es un algoritmo que nos propdasidag a’ces de un polinomio.
10. Analiza si puede haber algcen polinomio de grado ocho que no tenga ninguna ra’z.
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RESUMEN

Expresi—n algebraic

Expresi—n matemitica que se construye con noemeros
operaciones matemiticas bisicas dersatagmultiplicaci—
divisi—n

"3
2><+y3

"x!y2!z

Variable,
indeterminada

Lo no concretado en una expresi—n algebraica

Las variables, o indeterminadas, del ejem
anterior soqy, z.

Valor numZrico de ur
expresi—n algebraic

Al fijar un valor concreto para cada indeterminada, o varig
expresi—n algebraica aparece un ncemek@lrahuehZricae
esa expresi—n algebraica para tales valores de las indeter

Si, en la expresi—n precedente, hac@ywo
2,z=1/2 obtenemos
13"3

1 13
——=2 13123 =="2
2"3+(12)°3 (2 2 2

Monomio

Expresi—n dada por el producto de ncemeros reales e ind¢

"BIxly3122, 71x2

Coeficiente de un
monomio

El ncemero real que multiplica a la indeterminada, o inde
del monomio

Los coeficientes de los anteriores monor
respectivamenigy 7

Parte literal de un
monomio

La indeterminada, o producto de indeterminadas, que n
coeficiente del monomio

3

172 esxly®1 22

La parte literal deb! x!y

Grado de un monom

Cuando hay una ocenica indeterminada es el exponent
indeterminada. Si aparecen varias, el grado del monon
suma de los exponentes de esas indeterminadas

Los grados de los monomios precederi@e
y 2, respectivamente

Polinomio

Expresi—n construida a partir de la suma de monomios

I x3+4x%2+8x+6

Grado de un polinom

El mayor grado de sus monomios

El anterior polinomio es de grado 3

Suma, resta y
producto de
polinomios

El resultadsiempre es otro polinomio

p=D3+ 6,0=x+ 4.
p+q=x23x+ 10;pbg=DED3X+ 2;
pag=EBc+ 6@ D1+ 24.

Divisi—n de dos
polinomios

Se obtienen otros dos polinomios, los polinomios c@piey
resto(x)), ligados a Ipslinomios iniciales, los polinomios di

(p(x)) y divison))

p(x) = a(x)!e(x) +r(x)

Factorizaci—n de un
polinomio

Consiste en expresarlo como producto de otros polinomio
grado

21 331 x2+3=(x313)"(x31 )

Polinomidrreducible

Es aquel que no puede ser expresado como productg
polinomios de grado inferior

13X+6  x2+4

Ra’z de un polinomio

Un ncemero real condregsuna ra’zoun cerg delpolinomid,

si al evaluaP en x=!
#'11=1

obtenemos el ncemero 0, es d¢

2esra’zdé 3x+6
1y ! 3 sonra'ces da?+2x! 3

Ra’ces y factorizaci—

El que un ncemero real coricre¢@ una ra’z del polinopiig es
equivalente a que el polinop) admita una descompos
factorial de la forma{x)=(x#")!c(x) para cierto polinot

c(x)

I 2 esunaraz de® +2x21 x! 2
X3+ X! 2=(x+2)"(x? 1 1)

Ncemero de ra’ces y
grado

Todo polinomio de gradaiene a lo summ ra’ces reales, algl
de las cuales puede aparecer repetida entre esos nonn
ncemeros reales

x? +2x! 3 tiene dos ra'cesy ! 3

3x2 +7 no tiene ra’ces

Regla de Ruffini

Nos puede ayudar a la hora de factorizar un polinomio y ¢
ra’ces

I"HS&H (") +,*- *$*/012*3"A5HE TBY,4<$)'8=$)*"7>$?<" (") ZD87'=8%'8)

*

1112"46=#%$)%"<$"G$<.$28<>23)

AB#8<t%6"<.8*36(B'778*C?&DSE
F$G')8<:*H"G'$<*F8.&'>8
C76)#<"('8=$):*-"=(8*$*C%&>$=3)* $*CIK/L



