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PROBLEMA 1

Dado el sistema de ecuaciones

x+y+(a+1)z=2
x+(a-1y+2z=1
2x+ay+z=-1
a) Estudiadlo en funcion de los valores del parametro real a.

El estudio del sistema lo realizaremos mediante el Teorema de Rouché-Frobenius.
Definimos la matriz de coeficientes, y la matriz ampliada.

1 1 a+1
A=|1 a-1 2

2 a 1

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes mediante el calculo de su determinante.

1 1 a+1
|Al={1 a-1 2 |=a-1+a*+a+4—-(2a*-2+4+2a+1)=4-a*=0-a
2 a 1
=42

Caso 1l:Sia+# +2 ->rg(A) =rg(A*) =3 = namero de incégnitas — SCD
Caso 2:Sia=2
1 3| _

1 1 3
A=<1 1 2>—>rg(A)=2puestoque|1 2 =—1+0

11 3 2
A*=<1 1 2 1>—>rg(A*)=2
2 2 1

puesto que ninguno de los determinantes 3x3 son diferentes de cero

Sia=2-rg(A) =rg(4*) = 2 < numero de incognitas — SCI
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Caso 3: Sia=-2

1 1 -1 1 1
A=<1 -3 2>—>rg(A)=2puestoque|1 _3|=—4¢0

2 -2 1
11 -1 2 1 1 2
A= ( 1 -3 2 1 ) - rg(A*) =3 puestoque |1 -3 1|=16+%0
2 -2 1 -1 2 -2 -1

Sia=-2-rg(A)=2+rg(A")=3 - SI
b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible.
Caso1l:Sia+# t2 »rg(4A) =rg(A*) = 3 = nimero de incégnitas — SCD

Resolvemos por Cramer

2 1 a+1
1 a-1
= a 1 _(2a+3)(a—2)_—2a—3
. 4] " 2-a2+a) 2+a
1 2 a+1
1 1 2
V| 1 | 6 —3a _ 3(2—-a) _ 3
Y= |A] T 2-a)22+a) 2-a)2+a) 2+a
1 1 2
1 a-1 1
12 a -1l _ 8 —4a _ 4-(2—61) _ 4
z= 4] " Z-a2+a) 2-a)2+a) 2+a
\3
"./'/r' : \\;
¥ .

e
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Sia=2-rg(A) =rg(4*) =2 < nimero de incognitas — SCI

x+y+2z=1

{ XxX+y+3z=2
2z+2y+z=-1

{x+y+32=2

x+y+2z=1 aeR

siy=a—>{

x+3z=2-o (F=71-@
- y
x+2z=1—«a 2

=a
=1

Solucidn con GeoGebra

https://www.geogebra.org/calculator/jepjwxk5

https://www.geogebra.org/calculator/ma7k26y;j
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PROBLEMA 2

Sedanlosplanosmy:x+y+z=a—-1,nm,;:2x+y+az=ayny:x+ay+z=1
a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcion del parametro a.

Se trata de estudiar el sistema de ecuaciones, en funcién de un parametro a, formado
por los tres planos.

2x+yt+taz=a

{x+y+z=a—1
xtay+z=1

Definimos la matriz de coeficientes, y la matriz ampliada.

1 1 1
A=<2 1 a)
1 a 1

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes mediante el célculo de su determinante.

1 1 1
2 1 a
1 a 1

a, =

14| = =1+2a+a-(1+a*+2)=-a*-3a-2=0- ' _,
, =

Casol:Sia#1ya+2-rg(A) =rg(4A*) =3 = nimero de incégnitas — SCD

En este caso los tres planos son secantes. Se cortan en un punto.
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https://www.geogebra.org/calculator/zwm4gkrk

b) Para a=1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos m; y 73

x+y+z=0 _
%x+y+z=1—%iiyiz:2
x+y+z=1 yrz=

1 1 1
Y por tanto observamos que los planos son paralelos, ya que 1=1°17%

=o
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Soluciéon con fx-CG50

Menu K (3D Graph) + TYPE (F3) + Plane

El MAIN MENU El
ook A PESn, © 3D Graph
+c=0  WETETT | 1: [—]
ConicGraphs Equation  Program IR [ —1]
FN
o |
E-CON4 Link Hemory

Python  Geometry PicturePlot  3DGraphi v || [SELECTDANAI3 NETRP L)

El El
Select Template

aX+b¥+cZ+d=0 @
=

a b c

d
C 1 1 1 I

Line

Plane

Sphere : 0
[Templatel[ Z=_J[Paraml[ieD [EXPRESS)[VECTOR][POINTS ) EDIT ]

Introducimos los planos. Y pulsamos en DRAW (F6)

B EEEEM%!HEEE B FetHRadForml [d7c]Redl
3D Grap 3

1HP lane [—1]
1 X+ 1 ¥

RINT8H [ DELETE] TYPE J3D-GMEM,

Pulsando en los cursores del Joystick, se puede girar la representacion grafica. Los
planos son paralelos.

También podemos estudiar los rangos de las siguientes matrices.
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rg(M) = 1 (ya que no hay ninguna matriz 2x2 cuyo determinante es # 0

. 1 0
rg(M)=2(yaque|1 1|=1;t0)

y como rg(M)=1 # rg(M*) = 2 entonces los planos son paralelos.

c) Para a=2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos m, y m,

2x+y+2z=2 —>{

{ x+y+z=1

x+2y+z=1

xt+y+z=1
2x+y+2z=2

1 1 1 1
Y por tanto observamos que los planos son secantes, ya que SFIFI*;

Solucién con fx-CG50

Menu K (3D Graph) + TYPE (F3) + Plane

B MAIN MENU

Conic Graphs Equation ] Program

ELH E=H R

E-CON4 Memory System

Geometry PicturePlot [ 3DIGkaph

a8 TUA 4
c=( -
+L=U | b

Financial

Link

o
e

Python

A

El

3D Graph
2. [—]
[Bald8i[DELETE] TYPE J3D-GMEM] [DRAW]

El
Select Template

Line

Plane

Sphere
[Template][ 7= |[Param|(Rises

B
aX+b¥+cZ+d=0

= J

a b c d
C 1 1 1
0
EXPRESS|VECTORJ[POINTS |{ EDIT

Introducimos los planos. Y pulsamos en DRAW (F6)
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B [HathRadorml (d7c)Real
3D Graph

1BP lane
1 X+

B HathRadForn] [dic]Real

NENZ8H[DELETE] TYPE J3D-GMEM]

Pulsando en los cursores del Joystick, se puede girar la representacion gréafica. Los
planos son secantes y se cortan en una recta.

Si pulsamos en F5 (G-solv) + INTSECT (F2), obtenemos la recta.

El

1: Plane
2: Plane

INTSECT

n-i !
e}

1 1
rg(M) = 2 (ya que |2 1 =—1+#0)

. 1 1
rg(M*) =2 (ya que |2 1|=—1q&0))

y como rg(M)=2 = rg(M*) = 2 los planos son secantes, y la interseccién entre ellos es una

recta.

Para hallar la recta, procedemos de la siguiente forma
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I =

=1 =
{x+y+z x+z=1 @ €R

2x+y+2z=2 SIy:O_){Zx+Zz=2_)

N < |

R o |
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PROBLEMA 3

Consideremos la funcion f(x) =

a) El dominio y las asintotas de la funcién.

Puesto que la funcion es racional, los valores donde no existe la funcion son los que
anulan el dominador.

Asi pues, Dom f(x) = R — {0,—2}.

Asintotas Verticales

x—1 -1 lirgl'%:;__l:-l_oo
) = I e+ -0 7 Zimﬂ—_l—
x—>0+x(x+2)_F__
1 s [dm =
llmf(x)—ll_)om T=i°°_’ _ x—1 _—3__|_Oo

1 R —
sl x(x+2) 0-
Hay dos asintotas verticales en x= 0 y x=-2

Asintotas Horizontales

Y1 O 27y
_ = -1 =
llmf(x) = llmx(x+2) o n ,lrl_,r?ox(x+2)

Hay una asintota horizontal en y= 0

Puesto que se trata de una funcion racional y tiene una asintota horizontal, no hay
asintotas horizontales.
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MENU PR
2 4
(A
Estadistica eActivity HojaCal.

xXY1¥2 7

an= B
An+B

134
258

Tabla

Din

Recursion

q ax <P LsIg]
=l e =T
Conicas Ecuacion  Programa Finanzas

Grafico

B [MathRad(Nornd Real
Func. gfaf. Y=

x_
¥l x(x—2)
Y2: [—]
Y3: [—]
Y4: [—]
Yh: [—1
Y | r [ Xt ]| VYt ]| X |

Introducimos la funcién. Pulsamos sobre E e introducimos la funcioén.

Ademas introducimos las asintotas horizontales y las verticales.

4

E| [Math][Rad][Norm1)
! 4. 1E¥
=i —Ip 70 - R I
E 4.7

Autor: José Aurelio Pina Romero
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b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)

La monotonia de la funcién se estudia en f(x), y los puntos donde la funcién no existe.

x—1 x—1

f(x)zx(x+2)=x2+2x

Asi pues;

1P +20) - (- 1DQ2x+2) x*+2x—-2x>-2x+2x—-2 —x*+2x—-2

F (x% + 2x)? (x% + 2x)2 (x2 + 2x)2
—x2+2x—2=0—>{"1:1+‘/§
xz = 1 - \/§
2 1-V3 1+V3
f’(x) <0 <0 0 >0 >0 0 <0
f (x) | Decrece Decrece | Minimo | Crece Crece | Maximo | Decrece

]-00,—2[ =3 f'(-3) < 0
|-21-V3[-1.5f(-1.5) <0
]J1-+3,0[-0.5f(0.5) >0
]0,1++V3[1.5f(0.5) >0

Por tanto, la funcion crece en |1 —+v3,0[ U 0,1 + V3]
y decrece en ]—o, —2[ U |-2,1 — V3]

Una vez que has representado la funcién, pulsa en F5 (G-Solve) + Max/Min/Y-ICEPT

El

g

y

| |-

o
8
Q

(ROOT](MAX )(MIN ) V=ICEPT) (NTSECTI &> ]
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El [EXE]: Mostrar coordenadas Bl [EXE]: Mostrar c

oordenadas

Yl=(x—1)4(:g(®y Y1=(x—1)4(9i({:u)j

¥

=3

S P ——
o

i
L oL
-P..—IOF 2 WUz 4

MAX dY/dX=0

d¥/dX¥=0 E
1062 -4.7¥=0.1339745062 X=-0.7320508503~

X=2,73208

(fT 2 & 4
Mi

f=1.866025404

N

£

Y si introducimos en Y5 la derivada de la funcién en x= x, entonces obtenemos la gréafica

de la primera derivada.

El [MathRad[Hornd Redl

E
S
E
e
£
=
E
5
&
E
E
E
1
£
-
=
=
'3
E
5
£
£
|

o
X

-4.7

c) Laintegral de [ f(x)dx

x—1 d
fx(x+2) x

Se trata de una integral de una funcion racional con raices simples.

x—1 A B A(x+2) Bx

x(x+2) x x+2 x(x+2) x(x+2)

Multiplicando todos los términos por x(x + 2) nos queda
x—1=A(x+2)+Bx

Six=0

~1=A40+2)+B-0>-1=24>A=—

Autor: José Aurelio Pina Romero
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Six=-2
3
—3=A(-2+2)+B:(-2)>-3=-2B->A=3
Entonces
f -1 , —f_l/z+ 3/2_ 4e=-1 x|+ SInjx+2]+C
x(x+2) = x (x+2) r= Xl T g mix
Soluciones GeoGebra
6
5
4
Mir}ino
1
A Maximo
f —10 =9 =8 T 6 -5 -4 -3 2 -1 1] 1 2 3 4 5 6 7 8

-1

—2

-3

L]

https://www.geogebra.org/calculator/jcpdt4z3
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PROBLEMA 4

-1 2 m
Dada la matriz 4 = ( 0 m 0 ) , Se pide:
2 1 m?*+1

a) Obtened el rango de la matriz en funcion del parametro m.

En primer lugar, hallamos el determinante de la matriz A

4| = =—-m3-m-2m?=m(-m?*-2m-1) =

2
{ m=20
-m*-2m-1=0-m=-1

Caso l:cuandom =0y m # —1rg(A) =3

Caso2:sim=0
_ -1 2|_ _
y entonces el rg(A) = 2 ya que | s 117 -1-4=-5

Solucién con fx-CG50

Menu 1 > MATH (pulsamos F4) > MAT/VCT (pulsamos F3)

El MENU PR B
x | I:I

' HojaCal.

EeczHai®¥ Estadistica eActivity

Grafico Dinamico Tabla Recursion
Conicas Ec;;;:‘i-én ] Prt;;rama' Finanzas v JUMP JDELETE PMATVCT] MATH

B RadFormi) [d/c]Real B Radformi) [d7c)Real
Matriz T

XY1¥Y2 7

[28:]

Mat A :None

Mat B :None

Mat C :None

Mat D :None

Mat E :None .

Mat F :None Mat F :None

DELETEJDEL-ALL] DIM J CSV TEXANN DELETE/DEL-ALL] DIM /| CSV J MeV

Ahora definimos la dimension de la matriz A pulsando en F3.

15
Autor: José Aurelio Pina Romero WWw.pinae.es


http://www.pinae.es/

@pina_agost

Introducimos la dimension, y pulsamos en EXE. A continuacion, introducimos los
valores de la matriz 2x2.

B B
A 1 2 A 1 2
(-] AR—
2 0 0 2 2
0 1
ROW-OP] ROW JCOLUMN/Ian]hi ROW-0P] ROW JCOLUMNMSINN

Nos salimos del menu, y pulsamos en OPTN y a continuacién en MAT/VXT (F2)

E B

Det (Mat A) . Det (Mat A) .

[] Det (Mat A) .
]

| Mat [Mat>Lst{ Det | Trn [Augment( =N | Mat [Hat->Lst{ Det | Trn {Augment(I=E

Pulsamos F3 (Det), después abrimos paréntesis y pulsamos en MAT (F1), y para
terminar pulsamos en ALPHA para introducir la letra A. Cerrar el paréntesis y
pulsar en EXE.

Caso 3: sim=-1

-1 2 -1 1 2

A=< 0o -1 0 ) y entonces el rg(A) = 2 ya que | 2 117 -1-4=-5
2 1 2

b) Explicad cuando la matriz A es invertible.

La matriz es Invertible cuando m # 0 y m # 1 ya que el det(A) es diferente de 0, y por
tanto el rg(A) = 3. Recordad que sus filas (0 columnas son linealmente independientes.

c) Resuelve la ecuacion XA =1 donde | es la matriz identidad en el caso m=1

Puesto que estamos en el caso que m = 1, entonces el rg(A) es diferente de cero y la
ecuacion tiene solucion. Asi pues:

16
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X-A-A1=1-4"1

X= 41
-1 2 m
[Al=|0 m 0 |=—m3-m-2m?=m(-m?>-2m-1)
2 1 m*+1
Ya que |[A] = —m3 — m — 2m? entonces para m=1 |A| = —4

1 1
X= A‘l——-(Ade)tz—-(

-1

2

= 0
] —4'| ]

2

|

-h|mv-\-l>|w
= N
_/

-1 2 1
SiendoA=(0 1 0)

2 1 2

Solucién con fx-CG50

Menu 1 - MATH (pulsamos F4) 2 MAT/VCT (pulsamos F3)

El MENU PR B
[ K []

Ejec—Ha Estédistica eActivity 'HojaCal.

~F| 5 Em L:} ANy2 7 an= B
126 ] ane

Grafico Dinamico Tabla Recursion

+c=0 | Ll | = :

Conicas  Ecuacion Programa' Finanzas v JUMP JDELETEMATYCT] MATH

B RadFormd) [d/c]Real B RadFormi) [d7c)Real
Matriz e

Mat A : 2X

ERE] : 3X 3

Mat C :None

Mat D :None

Mat E :None .

Mat F :None Mat F :None

DELETEJDEL-ALL] DIM J CSV | TEXAMNDELETE[DEL-ALL] DIM /| CSV J

MeV

Introducimos la dimension, y pulsamos en EXE. A continuacion, introducimos los

valores de la matriz 3x3.

Autor: José Aurelio Pina Romero WWw.pinae.es
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Mat F :None
DELETEJDEL-ALL] DIM ] CSV | Mey

El Bad(Morn] [d7c)Real

B 1 2 3
1 -1 2 1
2 0 1 0
3 2 1
2
ROW-OPl ROW [COLUMNINZVINN

Nos salimos del menu, y pulsamos en OPTN y a continuacién en MAT/VXT (F2)

Pulsamos F3 (Det), después abrimos paréntesis y pulsamos en MAT (F1), y para
terminar pulsamos en ALPHA para introducir la letra B. Cerrar el paréntesis y
pulsar en EXE.

El [HathRad{Morni) (dic)Real

Det (Mat A) .
Det (Mat A) .
Det (Mat B)

. -4
[ LIST IMAT/VCTICONPLEX] CALC | STAT /IS
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Ahora solo nos queda hallar el valor de la Inversa de la matriz B. Pulsamos en
OPTN + MAT/VCT (F2) + Mat (F1) + ALPHA + LOG (B) + ™ + -1

Bl [MathRadMorml [d/c)(Real

1 3 1
2 4 4
0 1 0O
1l 5 1
2 4 4

Mat B!
| Mat [Mat>Lst{ Det | Trn |Augment( =

B [MathRadMorml [d7c)Real

1 3 1
2 4 4

0 1 0O
1l _5 1
2 "7 4_“

- !
| Mat [Hat>Lstl Det { Trn lAugnent({Il=3N

Soluciones con GeoGebra

https://www.geogebra.org/calculator/k8t34fqz
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PROBLEMA 5

Dados el punto P=(1,2,3) y el plano planos Tt =3x+2y+z+4 =0, se pide:
a) Calculad la distancia del "‘punto P al plano &
|Apy + Bp, + Cps + D|

3-1+2-2+1-3+4 14

d(P,m) =

d(P,m) = =+14u
V32 412 422 V14
b) Calcula el punto P’ simétrico a P respecto del plano
Hallamos una recta perpendicular al plano y que pase por P
P = (1'2’3) x=1+43a
y=2+2a,a €R

- N d
dr =7, =B21D (,_344
Ahora hallamos el punto de corte de la recta r, con el plano m. Por lo que sustituimos los
valores de x, y, z en el plano.

3(14+30)+2Q2+20)+B+a)+4=0->a=-1

Y por tanto, el punto de interseccion entre larectary el plano es M = (-2,0,2), que representa
el punto medio entre PP’

Asi pues,
1+x'
= —)x’=—4—1=—5

2+y'

0= y—>y’=0—2=—2
3427

2= 5 »z'=4-3=1

Y el punto simétrico P’ = (-5,-2,1)
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Solucién con fx-CG50

Menu K (3D Graph) + TYPE (F3) + Plane

El MAIN MENU El
SOPRLY | SEERY D Graph
ConicGraphs Equation  Program  Financial 2: [ —]
™A B BT
=5 =B
E-CON4 Link Hemory

EEEE

Python  Geometry PicturePlot  3D6raph |v || [SELECTNENAPNETEE 3D-GMEM,
B El
Select Template

aX+b¥+cZ+d=0 @
=4

a b c

d
C 3 2 1 I

Line

Plane
Sphere 4
Temolated_ Z=_JParam(lnes [EXPRESS) [VECTORJ[POINTS)[EDIT ]

A continuacion, introducimos la recta r. Pulsamos en VECTOR (F2)

E MathRadMorm] [dic)Real B [MatHRadMornmi [d7c]Red
X-Xo_Y-Yo_Z-Zo X
a b ¢ ]
¥o Yo Zo
‘EEEE o o
a b c
C 0 0 07

0
EXPRESSVECTOR][ P&V 1[POINTS I EDIT I SET ] || [SELECT) DANAIP MRTF )

Y ahora pulsamos en DRAW (F6) + G-Solv (F5) + INTSECT

B [HathRadforni] [dic]Real [E MathRad{orn) (d7c)Red]

(MO |INTSECT RELATIN ’
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B [MathlRadMornl [d7c)Real
1: Plane
2: Line E\\,

X
¥=-2
Y=0 INTSECT
Z=92

¢) Calcula la ecuacion del plano i’ que pasa por P’y es paraleloa

El plano solicitado tiene como ecuacion ' = 3x + 2y + z+ D = 0, y como pasa por
P’(-5,-2,1). Sustituimos el punto en la ecuacién del plano y hallamos el valor de D.

m=3-(-5)+2-(-2)+1+D=0->D=18

Y el plano solicitadoes ' =3x+2y+z+18=10

Bl [MathRadMorml [d/c)(Real
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Soluciones con Geogebra

https://www.geogebra.org/calculator/s5hddbrg
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PROBLEMA 6

Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina siguiendo
una linea recta. El trozo desprendido tiene forma de triangulo rectangulo de catetos
32cm y 40 cm respectivamente. En el espejo roto recortamos una pieza rectangular
R, cuyos vértices es el punto (x,y)

a) Hallad el area de la pieza rectangular obtenida como funcién de x, cuando
0<x<32

El area del rectangulo R es
A(x.y) = (80-x) (80-y)

Ahora hallamos una relacién entre las variables x e y. Para ello utilizamos el triangulo
desprendido

40 40(32—x 5(32-x 5
—_— = Y - = ( )= ( )=40——x'osxs
32 32—x 32 4 4

40
32

32-X
32

Asi pues, el area del rectdngulo R, en funcién de x es:

A(x) = (80 — x) (80—40—§x) = —sz +60x 4+ 3200, 0<x <32

b) Calculad las dimensiones que tendra R para que su area sea maxima.

5
A’(x)=—§x+60=0—>x=24cm

[0 24 32]
f’(x) >0 <0
f(x) Crece | Maximo | Decrece

[12; f/(12) =30 > 0
126; f/(26) =-5<0
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El valor R que maximiza el &rea del rectangulo es 24. Y las dimensiones son:

Base =80 —-24 =56 cm

Altura=40+5/4*24=40+30 =

c) Calculad el valor de su area.

70 cm

Y el valor de su area es A(24) = (-5/4) * 24? + 60*24 + 3200 = 3920 cm?

Solucién con fx-CG50

Menti 1 + OPTN + CALC (F4) + SolveN (F5) + d/dx (F2)

MENU PR

| Estadistica eActivity

Ejec-Mat
5 B xYiyz 7
iz
Grafico Dinamico Tabla
_Z8 5

=¥ e h Y |
| THA |
1 |

o

. HojacCal.

an= B
An+B
Recursion

1 —E

Ecuacion

Conicas

Programa Finanzas v

B _HetiRadfoa]

21 3 1
2 4 4
0 1 0
1l 5 1
2 "4 4

O
MAT/VCT logabl Abs |d/dx [d2/doc2 /I

Introducimos el valor de la funcion que representa el area, introducimos en x = x, y

después pulsamos SHIFT +

, cerramos el paréntesis y después en EXIT.

(Hath)Rad Born] [d/c]Real

=0 lvelN

SolveN

L=

T

X“+60x+Z

L dx
(d

. 4
{24}

( E2
OX” | 60x+5

L dx

(]
Solveld/dx[d%/dx2 J dx [SolveNIN=E

. 4

{24}

|

Hemos averiguado el valor que anula la primera derivada. Ahora debemos de evaluar la

primera derivada en en cada uno de los intervalos a estudio.
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Menu 1 + MATH (F4) + d/dx (F4)

B [MathRadMorml [d7c)Real

dxx VX2 g
] 6
4| =5x +60x+3200]|x=1r:§
30
[

MAT/VCT logab [ Abs |d/dx 1d2/d c2{ =N

Bl [MathRadMorml [d/c)[Real

=xe+2x)|
2 6
4| =5x +60x+3200]|x=2%
-5

[]
MAT/VCT logab[ Abs |d/dx|d2/dx 2=

Soluciones con Geogebra

MAX

-2000

A
https://www.geogebra.org/calculator/ugtcxgxh
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