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A Mauricio Contreras,
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sobre calculadoras de la FESPM - CASIO.



Es un motivo de satisfaccion para la Division Educativa CASIO, presentar la edicion
de este libro, que recoge los contenidos sobre aritmética, algebra y estadistica del
curriculum de matematicas para la ESO, un libro orientado a aquellos profesores que
deseen trabajar los mismos con la calculadora como recurso didactico.

Aungue desde hace arios se produce un debate sobre el uso de la calculadora en los
distintos niveles educativos, la realidad es que su uso se esta generalizando, sobre
todo en el caso de calculadoras cientificas y también, aunque en menor medida, de
las gréficas y de las que ofrecen CAS, como es evidente, cada una en el nivel educativo
adecuado.

La Federacion Espariola de Sociedades de Profesores de Matematicas lleva arios
apostando por su uso en el aula y en cualquier prueba de evaluacion tanto interna
como externa. Prueba de ello es el grupo de trabajo que desde hace algunos cursos
esta realizando propuestas para facilitar su uso y sobre todo elaborando materiales que
ayuden al profesorado a descubrir las posibilidades que este recurso les ofrece para la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Para todas estas acciones, la FESPM cuenta con el apoyo de la Division educativa de
CASIO que colabora en las distintas acciones realizadas por sus sociedades, como son
los cursos de formacion, congresos y también en las olimpiadas matematicas. Fruto de
esta colaboracion, no podia faltar la difusion de estos materiales.

Los materiales desarrollados en este libro muestran el gran abanico de posibilidades que
una calculadora cientifica ofrece para abordar el extenso curriculum de matematicas la
ESO, siendo una herramienta fundamental y actual en la enseflanza y aprendizaje de las
matematicas.

Esperamos que los lectores aprovechen las actividades que proponemos y sobre todo,
que este libro les resulte de utilidad para su trabajo en el aula.

Queremos agradecer especialmente a los autores el esfuerzo y trabajo desinteresado en
la realizacion de este libro, fruto de su contrastada experiencia en el aula.

También queremos agradecer la colaboracion de la FESPM sin la cual la realizacion de
este libro no hubiera sido posible, y remarcar el esfuerzo que desde hace muchos afios
realiza para fomentar el uso didactico de la calculadora, siguiendo las tendencias de
otros paises europeos destacados en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Daniel Vila Martinez
Coordinador Divisién Educativa CASIO ESPANA




Con esta coleccion de actividades iniciamos una serie de publicaciones que tienen
por objeto dotar al profesorado de herramientas para desarrollar en las aulas, con las
mejores garantias, la implementacion del curriculo de Matematicas.

Esta serie es heredera de la que durante varios afios ha publicado la Sociedad Andaluza
de Educacion Matematica (SAEM) Thales con la colaboracion de CASIO Division
Educativa.

Convencidos de las posibilidades que ofrecen las calculadoras como recurso didactico
para el area de matematicas en sus distintos niveles, la FESPM ya elabord, en octubre
de 2008, un manifiesto para impulsar su incorporacion en la aulas de todos los niveles
educativos.

Aungue la investigacion en Didactica de las Matematicas ha mostrado que el uso de
tecnologia, en particular las calculadoras, favorece el aprendizaje de ciertos procesos
y conceptos y ayuda a superar algunos obstaculos, estas innovaciones no se ven
reflejadas en el dia a dia de la mayoria de aulas y no tienen presencia en los libros de
texto habituales. Conscientes de este hecho, se constituyo el Grupo de Trabajo sobre
diserio e implementacion de experiencias diddcticas con calculadora. Este grupo es el
que ha disefiado y seleccionado las actividades que aqui se presentan.

Cualquier cambio metodologico, y mas cuando se incorpora el uso de recursos
como es el caso de la calculadora, supone un esfuerzo por parte del profesorado. Esta
publicacion pretende, en la medida de lo posible, aligerar esa carga proporcionando
una serie de propuestas, con problemas en contexto, preparadas para ser llevados
directamente a clase, pues ya han sido implementadas por las profesoras y profesores
del grupo. Ademas de las propuestas para el alumnado, se incluyen sugerencias
didacticas para el profesorado.

Esta publicacion no seria posible sin la inestimable colaboracion de CASIO Division
Educativa, que apoya las actividades que le propone FESPM.

Como cualquier propuesta didactica, esta no tiene sentido si no es asumida por el
profesorado y llevada al aula, asi que animamos al profesorado de Matematicas a que
pruebe alguna de las actividades que contiene este libro y descubra el abanico de
posibilidades que proporciona un recurso de su uso cotidiano como la calculadora.

Onofre Monzé del Olmo
Presidente de FESPM
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Asi es este libro
|

Este libro estd compuesto por numerosas actividades concebidas para llevar al aula de manera que el
alumnado trabaje y explore de forma practica y autobnoma multiples conceptos matematicos haciendo uso
de la calculadora cientifica. Las actividades se desarrollan a partir de problemas contextualizados basados en
supuestos reales y han sido probadas en el aula por sus respectivos autores.

La primera pagina de cada actividad se dirige al alumno; en ella se expone el problema y se plantea una serie
de cuestiones. Las siguientes paginas se dirigen al profesorado y contienen orientaciones didacticas y técnicas,
asi como un ejemplo de solucion. Se incluyen también propuestas de problemas de resolucion rapida y otras
actividades sugeridas.

A continuacion se muestran los elementos que componen cada actividad.

Titulo y clasificacion
de la actividad

11 | Estadistica descriptiva
Bloque curricular Nos compramos un Crossover

En este libro se plantean
actividades en las que
se trabajan tres grandes
bloques curriculares:
Aritmética, Algebra y
Estadistica.

ESTADISTICA

Crossover s un tirmine de marketing gue se ulikza en el dmbito automovilistico para dofinir b garma de

aulomdvies lodotemencs COmEactos qua Incorporan las prestacionas ¥ comodidades de los utilitarios.

Enunciado del problema Homos decidido comprar un coche de estas camcterishicas. no sin antes reatizar un estudio del mercado,
Pam eflo. hamos comparado los procios de varkos modelos con 1as mismas carctertsticas. y wiilizarnsoe

Propuesta distirias was: iritornel, Tamadag Welefdnicas, viaitas o concesionanas, e

contextualizada basada

en supuestos cotidianos.

Tmmhwﬂumnﬁ:mmmmu il ki que muesin los precios de
diferentes modelos en distintos concesionarios:

2T 4B 00 € 18 B52.00 € 21 45000 € 28 T0.00 € 2335000 € 20 500,00 €
24 84L00 € 2022300 € 2500000 € 27 50000 € 3175000 € 2105300 €
25 BATOD € 2083200 € ZIE2A00 € 2T 2s00h € 30 0000 21 50000 €
2932500 € 21 23900 € 24 400,00 € 26 35000 € 2385000 € 21 500.00 €
2932500 € 2310000 € 25 100,00 £ 27 70000 € 27 750.00 € 2180000 €
26 40007 £ 2310000 € 26 E00.00 € 26 500,00 € 22 00000 €
26 400,00 € 23 52700 € 26 500,00 € 1923000 € 22 300,00 €
25 900,00 € 23 70000 € 27 500,00 € 26 500.00 € 22 500,00 €
26 500.00 € 23 75000 € 27 60000 € 27 TOO.00 € 2257500 €
28 530,00 4 23 75000 4 27 500,00 € 24 45000 4 22 800.00 €
23 95000 ¢ 27 90000 € 23 000,00 €
24 000,00 €
28 26200
Cuestiones
Cuestiones relacionadas con )
B cocus o procio madio do cada madeio

el enunciado del problema.
Los calculos que permiten dar
respuestas a estas cuestiones
requieren, en ocasiones, hacer B calcula s variacson idesviacidn npicn y rangel pans cada maodedo

uso de una hoja aparte.

B Represorita graficamente kot datos, utdzondo duagramas de caja v DIgodes. y propara un sformm con tus
CHOSTVRCIONEE

n Calculn e precio medio de esta gama de Crossovers

(154 CASIO

Pagina dirigida al alumnado
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Asi es este libro

Materiales

Se especifican los
materiales que son
necesarios para realizar la
actividad. En concreto, se
especifica el modelo de
calculadora cuyo uso se
recomienda. Siempre que
sea posible se hara uso de
los modelos fx-82/85/350
SP X I, entendiéndose
que todas las actividades
pueden realizarse con los
modelos fx-570/991 SP X II.

Nivel educativo

Propuesta del nivel
educativo al que va
dirigida la actividad.
Se trata de una simple
sugerencia que el
docente puede tomar
en consideracién o
no, en funcion de las
caracteristicas de su

DESCARGATE EL LIBRO EN:

www.edu-casio.es

www.fespm.es

Orientaciones didacticas y técnicas

EJEMPLO O SOLUCION

®

alumnado.

NIVEL EDURCATIVO
I de E50

ORIENTACIONES DIDACTICAS ¥ TECNICAS

= Con eita actividsd &) alumneds podr eabhajar an grspo cads rsdals de cozhe

s Bp propone Gue pucdan sef &los misres o que comsigan b frecos, fara ques

reahoen of trabajo de campo de recogida de dafos reales

« Puede 50T LA experiencia My ennquccedora o b blisqueda de datos se reaiza

o partir e deverzas (uennes (ntemed via telefdmen, comaulla § Concesiomanisd

acompafiados por adultes )

o

desactivar medanie

(5 =

1:Entrada/Sal ida
Unidad angular
Formato nimero

&= @

= =

Dresde el rrerii Exladisticn se selecciona la opoidn 1-Vanehie Sequidamente, se introducen los datos

Para esta scirddad comens gue b colurmna de fFrecuencias no esté visible. En cono de gue lo estuven, 1o pude

Ui wez s tlenen ios datos de una de b clvet. 5o pulsa [ poaes ver & reailtads de bs estadistica unidemensonal

Se incluyen algunas orientaciones
didacticas y técnicas que se

ha creido conveniente para el
desarrollo de la actividad.

Ejemplo de solucién

La solucion propuesta responde

a una posible respuesta que

pueda ofrecer un alumno del

nivel educativo al que se dirige

la actividad. Existen, obviamente,
diferentes métodos de resolucion
posibles, algunos de los cuales
requieren un conocimiento
avanzado de la calculadora. En este

1:5eleccion tipo
ftor

le 1=variable

Pricin fénlmg = 2T 46200 €
Procio mdntms = 25 32500 €

Precia

medin

libro se ha optado por escoger las
soluciones que se han considerado

El precs madhe desd REat Mok és = 26 55300 €
Tt rrsdidag da b ditperssn (vanabiicdag g iog prkssdl of cakiula o] 1angs v 10 dBeasssn Upsh

Ruings = 5 863,00 €
Dasiacion tipkca = ] MG €

Cada grupo reatiza sus calculcs con log que o propam o siguienie tabla resumen

Pre i

mas didacticas, mostrando el
maximo numero de funcionalidades
de la calculadora.

ACTIVIDADES PARA EL ALILA,

25 55300 23 452 00 |

TR 18B5200 | 2595000 so9800 | 168LER
2‘_5 ?1!‘:5 21 450,00 | _"_."NE-"_‘-"' & 48000 ! 2 Ee.‘ﬂ
2739500 245000 | 2925000 4 BO0L0 126800
7 260 DY &3 35000 [ 3175000 B 40000 3326564
22 %62 90000 | S426R00 5 345200 | 28K £8

Pagina dirigida al profesorado
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O 1 | Aproximaciones y errores
Errores absolutos y errores relativos

”

Siempre que se realiza una medicion o la estimacion de una magnitud, se comete un error. Se distinguen
dos tipos de errores:

El error absoluto, &, se define como la diferencia positiva entre el valor real, x, de una determinada
magnitud y el valor estimado, x;.

<
S
=
(48]
>3
E
(2 4
=

8=|97—x,~|

En ocasiones el error absoluto aparece detras del valor estimado y precedido por el signo %, indicando el
margen en el que se encuentra el valor real.

El error relativo, &,, se define como el cociente del error absoluto y el valor real, ¥, de la magnitud. Se
puede expresar en % o en tanto por 1.
% — x|

Er = =
X

Ejemplo: se ha estimado que en un monedero hay 160 monedas, pero al contarlas una a una se ha
constatado que realmente hay 156.

Error absoluto: € = [156 — 160| = 4 monedas

. _ °
Error relativo: &, = 156 - 0,026 =2,6 %

Calcula el error absoluto que se comete al estimar en 15 minutos un intervalo de tiempo que dura realmente
16 minutos y medio.

B Se estima que en un hormiguero hay 2 000 hormigas, con un error del 15 %. (Cual es el numero maximo de
hormigas que se espera que haya en el hormiguero? ¢Y el minimo?

B Se ha calculado la distancia de la Tierra a la Luna y se ha obtenido un resultado de 385 000 km. Sin embargo,
un laser ha determinado que la distancia real es de 357 000 km. {Cual es el error relativo que se ha cometido
al realizar los célculos?

n Se estima que la altura de un edificio se situa entre los 18,5 m y los 19,1 m. ¢Cuales son los errores absoluto y
relativo de esta estimacion?

B El volumen de un depdsito se estima en 3575 L, con un margen de error de medio litro. (Cudl es el error
relativo de esta estimacion?

B Juana va a recibir este mes una bonificacion de 150 €, que se afiade a su salario, estipulado en 1 200 €.
Juana calcula que esa bonificacion representa un incremento en sus ingresos del 15 %. ({Qué error comete al
realizar la estimacion?

Una balanza de plato tiene una precision maxima de 1/4 de kg. En dicha balanza se pesa una determinada
cantidad de nueces, para elaborar una tarta, y se obtiene una lectura de 6 kg y cuarto. (Cual podemos esperar
que sea el peso real de las nueces? (Cual es el porcentaje de error?




EJEMPLO DE SOLUCION

El error absoluto es:

G Em) D D EEHOE E 6

MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia o superior

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

Estas actividades pueden servir para introducir los conceptos de error relativo y
error absoluto, sin que se requieran conocimientos previos al respecto.

Para realizar estas actividades, hay que hacer uso de la funcion Abs, a la que se
accede mediante Simp).

Al realizar algunas operaciones, los resultados pueden aparecer en forma de fraccion
en lugar de en forma decimal. Para cambiar la expresion de los resultados entre estos
dos modos hay que presionar la tecla [#0). Si se desea que los resultados se expresen
en forma decimal de manera predeterminada, hay que modificar la configuracion de
la calculadora y fijar la Entrada/Salida en la opcion 2: E Mat/S Decimal.

Para modificar la configuracion se procede de la siguiente manera: meng) (1 (2).

Es decir, un minuto y medio. Este resultado puede
expresarse en minutos y segundos pulsando:

Tl =l 3
116. 5-15I Ans
3
2 1230 0™
Que se interpreta como, 1 miny 30 s. Este resultado se expresa
El error relativo se calcula como: en tanto por ciento como:
HOEOBEE XOHO00OE
Ans<16. 5 * Ansx1 00 *
0. 09 9. 09
El numero maximo de hormigas esperable es: En cuanto al numero minimo de hormigas, resulta:
AOO0OXOODEE AOOM0OXAOONEOO0CLOEAE
2000%1. 15 * 2000%(1-0. 15)
2300 1700

En consecuencia, en el hormiguero hay entre 1 700 y 2 300 hormigas.

El error absoluto que se ha cometido es:

En cuanto al error relativo, resulta:

EHEMEEDOO0ODEHBEEHOOODE MEHEAO0O000DE

e ] i
1357000-3850001|

28000

.

Ans+357000

0. 07843137 254001 '™

O, lo que es lo mismo, aproximadamente, del 7,84 %.

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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”

Se puede considerar el valor de la medida como la media aritmética mas-menos el error absoluto que se comete.
La media aritmética de las dos medidas es:

OOEOEEEOO0OMOOEEARE
19.5”_;19.1 *

<
O
=
(48]
>3
5
(2 4
<

18. §

En cuanto al error absoluto, resulta:
=EOE0EE
ﬁns—%. 5 *

0. 3

El error relativo se calcula como:
OOEEEOEHEBEE
0.3318. 8 :

0. 01 595744680851 ™

Que en tanto por ciento se expresa de la siguiente manera:
XD OE
Ans x%ﬂ *

1. 595744680851 06™

En consecuencia, el error relativo es, aproximadamente del 1,60 %.

El error absoluto es de 0,5 L y el relativo, expresado en tanto por ciento, se calcula como:

OUEEEEDUEExXODO0OOE
0.5 3587, 5x100

0. 139860

Es decir, el error relativo es del 0,14 %.

El incremento real es:

OEOEDROOX @O MO E
150<1200%100

12.

Por tanto, resulta de solo un 12,5 %. El error cometido puede calcularse en términos absolutos como:

OAO0OOO0XOOOEEODBEGE RE
1200%1. 15-1350"

30
@ casio f =

fatemsdtica:



Es decir, supone 30 € menos que el 15 % anunciado.

Al afirmar que el incremento es del 15 %, en lugar del 12,5 % real, se ha cometido el siguiente error relativo:

OEEOROEE
15+12. 5 :

1.2

O sea, un error relativo del 20 %.

.............................................

V4

<
=
-
(%)
2.
E
e
<

La precision de la balanza es de 0,25 kg, de manera que podemos esperar que el peso de las nueces esté

comprendido entre las siguientes medidas:

EHEEO0LREE

6. 25-0. 25 *

g
BHONAEEHONEAGEE
6. 2540. 25 *

6.5

El error relativo asociado a la balanza, expresado en % es:

OO0@AEEEOEDEXOODE
0. 25%6. 25100

Es decir, de un modesto 4 %.

ACTIVIDADES PARA EL AULA Q



O 2 | Aproximaciones y errores
¢ Tomo la medicacion de forma correcta?

<
14
-
(A8
>3
E
(a4
<

A un paciente le han prescrito 5 mg diarios de un determinado medicamento, que se distribuye en
pastillas de 10 mg.

Para consumir la dosis adecuada, el paciente decide dividir cada pastilla en dos mitades. A continuacion
se muestran las masas de las diferentes dosis que ha ingerido durante el tratamiento, que dura 10 dias. La
masa de las mitades se ha determinado con una balanza analitica de 0,01 mg de precision:

455 584 406 563 549
408 399 571 6,01 425

Indica, con tres cifras significativas, el valor promedio de la dosis diaria de medicamento que consume el
paciente durante los 10 dias que dura el tratamiento.

E ¢Entre qué valores esta comprendida la dosis diaria?
B ¢Cual es el mayor error absoluto que se ha cometido al dividir las pastillas en dos?
n ¢Cual es el error relativo que corresponde al mayor error absoluto cometido?

B ¢Esta el paciente siguiendo el tratamiento adecuadamente?
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MATERIALES

= NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia o superior

_ : ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

" i » Se ha propuesto esta actividad para trabajar el calculo aproximado, el redondeo

y el error. También se debe conocer la media aritmética. Ademas de tratar los
contenidos curriculares correspondientes, se analiza y valora nuestro consumo de

- medicamentos, asi como abrir un debate que motive la reflexion sobre el consumo
~ adecuado de los mismos.
" » Conviene prestar especial atencion al modo de configurar el formato de numero
en la calculadora para fijar el numero de decimales que se desee, usando la
L=zl secuencia () MEW) (3) (1J.
EJEMPLO DE SOLUCION

......................................

Se introducen los datos y se configura la calculadora para que muestre dos cifras decimales mediante la secuencia
men) (3) (1) (2. Seguidamente, se determinan los parametros estadisticos:

@ 2) @
1] ]
" l1:Seleccion tipo | 1:Sumatorios 1:X 2:0%x
2:Calc l-variable 2:Parametros | 3i0x 4is2x
Estadistica (3:Datos J:Minimo/Maximo S5:i8X 6:n
1-Variable|
B
- W X
X
4. 95

Los valores maximo y minimo se determinan con las
siguientes secuencias:

AdlN®EI@E AdN® B EE
l.il.’l{Xg " IEX{Xg_m
3.99 6. 01

El error relativo resulta ser:
AMdODOEEHzGOOEEEBEXAOODOE
1.05+1. 96

Ansx100

0.21
21.17

Es decir, del 21,17 %.

El promedio de la dosis diaria es de 4,96 mg.

El maximo error absoluto se encuentra evaluando qué
error se comete en los extremos:

(ac) (e Gimp) (4] (-] (91 (6] (ad) sury) Gime) (4] (-] (9] (€]

HEAO0O®EE EHEeEOOLD@E
Abs (4. 963, 99) | abs (47 96-6. 01 3

El mayor error absoluto de 1,05 mg, se comete con la
pastilla cuya masa es de 6,01 g.

A partir de los resultados obtenidos en los apartados
anteriores, los alumnos han de razonar sobre si el
paciente esta siguiendo el tratamiento de manera
adecuada. Es decir, si esta consumiendo la dosis
recomendada.
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Aproximaciones y errores
El numero pi.
Errores de calculo a lo largo de la historia
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La civilizacion sumeria es considerada como la primera y mas antigua civilizacion del mundo. Los
sumerios se asentaron en la antigua Mesopotamia, donde levantaron las primeras ciudades, en las que
destacaban los impresionantes zigurats, e inventaron, entre otras cosas, la escritura y la rueda.

Los sumerios disponian de un sistema de numeracion aditivo que combinaba el sistema decimal con el
sexagesimal y, tal como recogieron en una de las tablillas de arcilla encontradas en Susa, aproximaban el
numero T por 3 + 1/8.

A lo largo de la historia, diversas civilizaciones y matematicos han obtenido sus propias aproximaciones
de T, normalmente en forma de fraccion. Algunas de estas aproximaciones las debemos a:

Los sumerios Papiro de Rhind La Biblia
Arquimedes de Siracusa Ptolomeo Vitruvio
Zu Chongzhi Brahmagupta Al-Jwarizmi

¢Qué es el numero 7 (Es un numero real? (Se puede expresar como fraccion? ¢Es un numero irracional?

B Cuando te dispones a realizar un problema en el que aparece el numero T, (cual es el valor aproximado
que tomas?

B ¢Cual es el valor de Tt que muestra la pantalla de tu calculadora?

n ¢Cual es el valor de Tt que utiliza integramente tu calculadora? Disefia una estrategia para visualizar los
digitos ocultos.

B ¢Crees que existe el dia de 7t? En caso afirmativo, écuando se celebra?

B Averigua el valor de Tt que hallaron las civilizaciones y matematicos que se muestran mas arriba y calcula
el error relativo que cometieron, expresandolo como porcentaje y redondeandolo hasta las milésimas. A la
vista de los resultados obtenidos, {cudl de estas aproximaciones del numero Tt utilizarias para resolver un
problema que involucrara a dicho numero?

@ CASIO g =




V4

MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia o superior

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» La primera parte de la actividad es una tarea de investigacion en la que los
alumnos deben averiguar las diferentes aproximaciones del numero T que se han
propuesto a lo largo de la historia para poder analizar después los errores de las
correspondientes aproximaciones.
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EJEMPLO DE SOLUCION

Se sugiere restar a Tt el valor que se muestra en pantalla.

A modo de ejemplo se calcula la expresion decimal de la aproximacion del numero Tt de los sumerios:

BEHOEEE 5D

] i ] i

341
8

k3

23
8 3.12

El error absoluto cometido es, por tanto:

E = Error absoluto = [Verdadero valor — Valor aproximado| = |7t — (3 + 1/8)|

GO E0EBEOEE®EDE

En cuanto al error relativo, se calcula como:

¢ = Error relativo = Error absoluto  _ 0,01659265359...

Verdadero valor TT

g (B) () [xi0) ()

ﬁnsm
n

0. 00528160567

Expresando el error relativo en porcentaje, se obtiene:

Ay X) (1) (@) (0] (=]
Ans*100

0. 5281605676

Redondeando a las milésimas, resulta € = 0,528 %.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



O 4 Operaciones
¢Cuanto cobran los deportistas y cémo
tributan a Hacienda?
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Forbes es una revista especializada en el mundo de los negocios y las finanzas que se publica en los
Estados Unidos. Fue fundada en 1917 y cada ario publica una serie de listas que despiertan gran interés
entre los lectores; una de ellas es la lista de los deportistas mejor pagados.

En el afio 2016, un futbolista encabezd la lista de los deportistas mejor pagados, por primera vez desde
que empezara a publicarse esta lista. Se trataba de Cristiano Ronaldo, con unos ingresos de 88 millones
de ddlares anuales, de los cuales 56 millones correspondian al salario y 32 millones a los derechos de
imagen.

La primera mujer aparecia en el puesto numero 40. Se trataba de la tenista Serena Williams, quien
acreditaba unas ganancias de 28,9 millones de dolares, de los cuales 8,9 millones correspondian a
premios y 20 millones a patrocinios.

En Esparia, los futbolistas deben declarar el 85 % de sus ingresos en el IRPF; el 15 % restante pueden cobrarlo
como derechos de imagen a través de sociedades (siempre y cuando dichas sociedades tengan actividad). A
partir del ejercicio 2016, el tipo impositivo aplicable a los contribuyentes que declaran mas de 60 000 € anuales
es del 45 %, y el impuesto de sociedades, del 25 %. ¢Cuanto pago Cristiano Ronaldo en concepto de IRPF?
(Expresa el resultado en euros, para ello debes averiguar como esta el cambio con la moneda americana).

B Los docentes de secundaria cobran una media de 24 000 € al ario, con un tipo aplicable de IRPF del 30 %.
¢Cuanto debe pagar a Hacienda un docente de secundaria?

B Analiza los resultados obtenidos en las dos actividades anteriores y comparalos. (Te parece justo el tipo
aplicable de IRPF para estos dos trabajadores?

n En los Estados Unidos los impuestos que se deben tributar varian segun el Estado, si bien, en general las
grandes fortunas aportan a las arcas publicas alrededor del 39,6 % de sus ingresos. Segun este dato,
écuanto aporta Serena Williams a las arcas publicas?

B Si un deportista espariol ha abonado 3 825 000 € en concepto de IRPF (correspondiente al 45 % de su salario)
y 375 000 € en concepto de sociedades (correspondiente al 25 % de sus ingresos por derechos de imagen),
écuanto gana anualmente de media?
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia o superior

NIVEL EDUCATIVO
32y 42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

« Esta actividad se plantea con el fin de trabajar la proporcionalidad y los

- porcentajes, asi como las aplicaciones de estos contenidos a problemas del ambito
cotidiano.

o » Conviene prestar especial atencion al modo de configurar la calculadora en los
| diferentes formatos de entrada y salida de datos, accediendo mediante las teclas el

. menu (siFT) (MEND) (3] (2 (3].

P  Para una mejor visualizacion de las cifras obtenidas conviene activar la opcion

Separar digitos: e @® @ 2] 3.

EJEMPLO DE SOLUCION
.............................................................................. .
Cristiano Ronaldo pago el 45 % de 56 000 000 $ en Un US dollar equivalia durante la fecha de publicacion
concepto de IRPF. Es decir: de la lista Forbes a 0,94 €, en consecuencia, la cifra
anterior se expresa en euros Como:
15%¥56000000 AnsX0. 94 *
25 200 000 23 688 000

Un docente ha de pagar el 30 % de 24 000 €. Es decir:
30%%X21000

Los alumnos han de analizar los resultados de las dos actividades anteriores y comparar los resultados valorando
el concepto de impuesto progresivo.

Serena Williams ha de abonar a las arcas publicas el 39,6 % de sus ingresos, que ascienden a 28,9 millones de dolares.

39. 6%X28900000"

11 444 400

El salario del deportista y sus ingresos por derechos de imagen se muestran a continuacion:

3825000+45% 375000+25%

8 500 000 1 500 000

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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O 5 | Aproximaciones y errores
¢Qué podemos saber sobre la masa del agua?
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La expresion matematica que relaciona la masa (7z) de un cuerpo con su densidad (p) y el volumen (V)
que ocupa es:

Por otra parte, el peso (P) de un cuerpo cualquiera depende de su masa (7z) y de la aceleraciéon de la
gravedad (g) segun la expresion:

P=mg

La aceleracion de la gravedad depende de la distancia a la superficie de la Tierra. En la superficie terrestre,
la aceleracion de la gravedad es g, = 9,80665 ms—2.

Expresa con dos cifras decimales el valor de la aceleracion de la gravedad en la superficie terrestre.
¢Qué error absoluto has cometido?

B ¢Qué error absoluto se comete si se realiza una aproximacion por truncamiento con dos cifras decimales?

B Toma como valor de go la aproximacion obtenida en la actividad 1. Considera que 1 L de agua tiene una
masa de 1 kg y expresa con tres cifras significativas el peso de 1 L de agua en la superficie terrestre.

n Si se toma la densidad del agua con valor p = 1 g cm™3, {qué volumen expresado en litros ocupa una gota de
agua con masa 7 = 0,06 g? Expresa el resultado en notacion cientifica.

B Estima el numero de gotas de agua que caben en una botella de 1 L. ¢Qué orden de aproximacion has
utilizado? ¢éCon qué margen de error has realizado la estimacion?

B Expresa en notacion cientifica la masa de todas las gotas de agua que caben en una botellade 1 L.
¢{CoOmMo interpretas el resultado que has obtenido?

@ casio fp =



- MATERIALES
. " Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia o superior

____________ = 392 de ESO (Matematicas Académicas)

s T ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

y B » Con esta actividad se pretende que el alumno utilice el calculo aproximado y las

g potencias de base 10 para realizar operaciones con numeros muy grandes.

v » Esta actividad contribuye al desarrollo de las siguientes competencias clave del

- curriculum: competencia digital, competencia matematica y competencias basicas

" en ciencia y tecnologia.

: » Conviene conocer previamente el valor de la aceleracion de la gravedad en la
. superficie terrestre. Dicho valor se encuentra almacenado en la calculadora

CASIO fx-570/991 SP X 11, pero no en los modelos fx-82/85/350 SP X II.
EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Se configura la calculadora de modo que la salida tenga dos cifras decimales.

(sFT) (EN) @) @ 2 HEBLEEEE

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
J:Formato nimero

4:Result fraccion

1:Fijar decil‘ales
2:Not cientifica
S:Normal

1:Fijar decimales
2:Not cientifica
J:Normal
Fijar:Selec 0~80

0. 80665 " :

9. 81

Para calcular el error absoluto, es preciso utilizar la funcién valor absoluto (Abs), a la que se accede mediante
[Simp). Antes de realizar los célculos, conviene fijar nuevamente el numero de cifras decimales a 9, tecleando

(swr) W) (3) (3] (9.

El error absoluto de go es el valor absoluto de la diferencia entre su valor real y su valor aproximado:

G Gmp) ) (B0 EEEEHEEHOEME
19. 80665-9. 81]

0. 003350000

Al aproximar el valor de go por truncamiento a dos cifras decimales se obtiene 9,80 ms=2. Por lo tanto, el error
absoluto es:

G Gmp) ) (B EEEEHEEHE0OE
19. 80665-9. 80|

0. 006650000

Se observa que el error es mayor cuando se realiza una aproximacion por truncamiento.

Se toma go como 9,81 ms= y se aplica la expresion para el peso, P = mg, aceptando que la masa de 1 L de agua es
de 1 kg:

OXMEHNEOE
1:(9_%1 FIX a

9. 810000000

La respuesta a esta actividad es P = 9,81 N, puesto que se pide expresar el resultado con tres cifras significativas.
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Se puede obtener este mismo resultado configurando la calculadora para que la salida tenga 2 cifras decimales:

(suFT) (END) @

@

@

1:Entrada/Salida |
2:ilUnidad angular
3:Formato nimero

1:Fijar decimales
2:Not cientifica
3:Normal

1:Fijar decimales
2:Not cientifica
3:Normal

4:Result fraccidn Fijar:Selec 0~9

Se obtiene, entonces:

1%9.81 *

A partir de la expresion matematica de la densidad se deduce el volumen que ocupa la masa de agua indicada:

o~

Para configurar la calculadora de modo que exprese el resultado de esta operacion en notacion cientifica hay que

teclear meng (3) (2] (2).

El volumen resulta ser de 6 - 1072 cm3:

16 666. 6

Se espera que el alumno estime en 16 667 el numero de gotas de agua, por lo que el orden de aproximacion es de
cinco cifras significativas.

En la actividad 4 se determind que la masa de una gota de agua es m = 0,06 g y en la actividad 5 se ha estimado
que en 1 L de agua hay 16 667 gotas.

Por tanto, la masa de este numero de gotas de agua resulta ser m = 1 000,02 g, es decir, de poco mas de 1 kg.

CASIO }ﬁ) st
Educativa n e e
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| Problema

Sopa Mallorquina

» 300 g de lomo o solomillo de cerdo, en trozos pequerios

» 1/2 kg de cebolla tierna

¢ 1 cabeza de ajo
* 1 manojo de perejil
¢ 3 tomates

¢ 1 patata cortada como para hacer tortilla
¢ 1 col, 1 coliflor pequefia y 1 pimiento verde

e pimenton

e agua

» 250 g de pan seco
e 200 g de setas

" A !

A continuacion se muestran los ingredientes necesarios para cocinar una sopa mallorquina para 4 personas.

Calcula las cantidades de cada ingrediente que son necesarias para elaborar una sopa mallorquina para

14 personas.

Para determinar las cantidades para 14 personas hay que multiplicar las cantidades por:

—  wm & & |
14
4 A
i
2

Obteniéndose por tanto estas cantidades:

Lomo Cebolla Cabezas de ajo Manojos de perejil
] ] C ] C ]
A%300 * AX500 * Ax1 " * Ax1 " *
1 050 1 750 3.5 3.5
Tomates Patata Col Coliflor
] i ] i ] i ] i
AXI AX1 Ax1 AX1
10, 5 2.5 2.5 2.5
Pimiento Pan seco Setas
ol ] ]
ax1 * AX250 * AX200 *
3.5 875 700
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O 6 | Aproximaciones y errores
El numero e. Aproximacion numeérica

”

Uno de los problemas actuales que mas preocupan a la sociedad es la sobreexplotacion de los recursos
y las terribles consecuencias que se derivan de esta practica, como por ejemplo, la escasez de alimentos
en un futuro proximo. Para analizar este problema, hay que tener en cuenta la tasa de crecimiento de la
poblacion mundial.
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Para estudiar la tasa de crecimiento de una poblacién se utiliza una expresion algebraica en la que
intervienen los logaritmos naturales, que son aquellos que tienen como base el numero e.

En esta actividad vamos a acercarnos a este numero tan presente en la naturaleza y a su vez tan poco
conocido.

Calcula el valor numérico de la expresion algebraica (1 + %) donde 7 es un numero natural, para valores de 7
muy grandes. Organiza los resultados que obtengas en una tabla y pon en comun los resultados que obtengas
con los de tus comparieros.

E Aunqgue habitualmente se recomienda trabajar con dos cifras decimales, deberas tomar mas cifras decimales
para diferenciar los resultados que corresponden a diferentes valores de 7. Vuelve a realizar los calculos del
apartado anterior asegurandote que obtienes resultados distintos para diferentes valores de 7. (Coincide
alguno de los resultados que has hallado con los de algun compariero? ¢Qué resultados se repiten? (Qué
valores de 7 se han introducido en la calculadora?

B ¢Cual es valor de 7 mas grande que admite la calculadora tal que el valor numérico de la expresion algebraica
1+ %)” es diferente de 1?

" .
¢ Nota: Cuanto mayor sea 7 mas se aproximara el valor numeérico de la expresion algebraica (1 + %) aun

« numero fijo: el numero e. Puedes obtener un valor muy aproximado a e (tanto como tu calculadora te :
. permite) mediante la combinacion de teclas (x109). .

- . 1Y .
n Vuelve a elaborar una tabla con los valores numeéricos de la expresion (1 + 7) para los valores mas altos
posibles de 7z. Pon en comun tus resultados con los de tus comparieros.

B En algunos casos habras obtenido resultados expresados en notacion cientifica. Expresa dichos resultados en
notacion decimal. ¢Para que valor de 7z has obtenido el menor resultado en el apartado anterior? ¢En cuantas
cifras decimales coincide el valor de la expresion algebraica con el valor real del numero ¢?

Nota: Como bien sabes, el numero Tt es un numero irracional, es decir, un numero decimal con infinitas
cifras no periddicas que no puede expresarse como cociente de dos numeros enteros. Son numeros
irracionales T, raiz de 2, raiz de 5... y también el numero e. Solo falta por conocer el niumero imaginario 7
de la famosa identidad de Euler ¢™ + 1 = 0.
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EJEMPLO DE SOLUCION

MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» En estas actividades se trabaja el calculo del valor numérico de una expresion
algebraica y se justifica la importancia del numero ¢ en la vida cotidiana, a la vez
que se calcula una aproximacion de su valor numerico.

e La actividad 1 puede suscitar una discusion sobre qué se considera un numero
grande, en funcion del nivel en el que se esté trabajando.

e Enla actividad 4 se puede analizar qué parte de la expresion algebraica es la
que da como resultado 1, en lugar de una correcta aproximacion del numero e.
Se puede aprovechar la actividad para analizar los casos en los que no resulta
adecuado el uso de la notacion cientifica.

» Enla actividad 6 se pueden estudiar, a modo de ampliacion, los conceptos de
crecimiento y limite de una sucesion.

En la columna A se introducen valores altos de 7, y en la celda B1, la formula (1 + 1:A1)AA1, que se extiende en el
rango deseado de la columna B. Se obtiene, asi, una tabla como la siguiente:

ERECIY
=(1+1=-A1)" (A1)

Como se observa, los resultados se presentan con solo 4 cifras decimales y parecen tender al valor 2,7182.

Al colocar el cursor en las celdas de la columna B aparece la formula que proporciona los resultados contenidos
en estas celdas, pero no los propios resultados. Para que se visualicen, con mas cifras decimales de las que se
muestran en la tabla, hay que modificar la configuracion de la calculadora:

(suFr) (WENY @

(@] (2) 2]

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
3:Formato numero
4:5imb ingenieria

1:Auto calculo
2:Mostrar celda

1:Formula

1:Result fraccidn
L 2:Valor

2:Complejos
J:Estadistica

4:Hoja de calculo

Ahora se muestran los valores numeéricos contenidos en las celdas:

Se observa que el ultimo valor de 7 para el que se obtiene un resultado distinto al de las celdas precedentes es
n =1-10%, al que le corresponde el valor 2,718281828.
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A partir de z = 1 - 10" el valor numérico de la expresion algebraica (1 + i)n es 1l

n
(1+15e17)

T
1=m14

En esta ocasion, hay que introducir en la casilla Bl la formula e-(1+1:A1)AAl y extenderla al rango de la columna B
que se considere apropiado:

0]
1:Rellen formula | |Rellen fdrmula
2:Rellenar valor Formul=e—(1+1+A1)" (A1)
3:Editar celda Rango :Bl:Bl14l
4:Espacio libre

Se obtiene, asi, una lista de valores como la siguiente:

El menor resultado se obtiene para 7z = 1 - 10%, alcanzando el valor 1 - 107*2, es decir, 0,0000000000012
(para n =1 - 10% se obtiene 0).

Esto significa que cuando # = 1 - 10* el valor numérico de la expresién algebraica (1 + %) coincide en 11 cifras con
el valor de e.

s o
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Problema

Pavo al horno

Existe un conocido truco que permite obtener un pavo particularmente suave y jugoso. El truco consiste
en envolver el pavo en papel de aluminio y hornearlo durante 90 minutos, afiadiendo 15 minutos por cada
kilogramo de pavo. ;Cuanto tiempo de horneado requiere un pavo de 5 kg? ;Y un pavo de 6,5 kg?
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Completa la siguiente tabla:
Peso (kg) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (min) 90

La expresion que proporciona el tiempo de horneado en funcion del peso del pavo es la siguiente:

Tiempo de horneado = 15x+ 90
En esta expresion x es el peso del pavo expresado en kilogramos.

Para evaluar la expresion hay que acudir al menu Tabla.

tew) (9]

[ o W
£ (x)=15x+90 Rango tabla
Iniec. 21
Final:10
Paso @1

Se elige como valor de inicio 1, como valor final 10 y como paso 1, y se obtiene la siguiente tabla de valores:

o o
X iz X Tixa
5 165 8 Z10
& 180 E 223
T 193 el 10} 240
| ____:d 210/ 11

1 8 10

By e
I-WMIKQJ
BanE

Como se observa, un pavo de 5 kg requiere 165 minutos de horneado. La tecla permite obtener las horas y
los minutos:

O @D EE RO E)
0° 1650 0° *

2°45'Q"

Es decir, 2 horas y 45 minutos

Para determinar el tiempo de hormeado para un pavo de 6,5 kg, se puede sobrescribir uno de los valores de la tabla:

187.

Como en el caso anterior, este resultado puede expresarse en horas y minutos:

O DEA@EER)OEIE)
0°187. 5° 0° :

3°7* 30"

Es decir, 3 horas, 7 minutos y 30 segundos.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Divisibilidad
¢Qué dia de la semana es un dia cualquiera
del anio?

07
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El afio 2016 fue un ario bisiesto, lo que significa que el mes de febrero tuvo 29 dias. El dia 31 de diciembre de
2015, cayo en jueves.

a) ¢En qué dia de la semana cayo el 19 de marzo de 2016?
b) ¢En qué dia de la semana cayo el 25 de diciembre de 20167

c) (En qué dia de la semana cayo tu cumplearios?

El 25 de abril del afio 2015 cayo en sabado.
a) ¢En qué dia de la semana cayo el 11 de septiembre de 2015?

b) ¢En qué dia de la semana cayo el 1 de enero de 20157

Existe un método para determinar en qué dia de la semana cae un dia cualquiera del afio. Para ello se calcula el
resto de dividir entre 7 la siguiente expresion (correspondiendo al lunes el resto igual a 1):

A+int(2B)+C+D+E
En esta expresion:
» A hace referencia al siglo segun la tabla adjunta.

1700-1799 | 1800-1899 | 1900-1999 | 2000-2099 | 2100-2199
5 3 1 0 -2

Siglo

I

» B son las dos ultimas cifras del ario.
. int(%B) es el resultado sin decimales de %B.

» C toma el valor -1 si el afio es bisiesto y 0 en caso contrario.
» D es el mes del afio segun la tabla adjunta.

Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio
6 2 2 5 0 3
Julio Agosto Septiembre | Octubre Noviembre | Diciembre
5 1 4 6 2 4

e E es el dia del mes.

Segun lo expresado anteriormente:

a) Determina qué dia de la semana fue el 13 de marzo del 1961.

b) Determina en qué dia de la semana naciste.

Federacidn
Expaiiala de
Sociedadis do
Profesares de
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- MATERIALES
o ' __ Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia
~ . NIVEL EDUCATIVO
) : 32y 42 de ESO
. ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
: » Esta actividad se plantea con el fin de trabajar la division natural.
. « La tercera actividad puede servir para profundizar en el estudio del valor numérico
= de una expresion polindmica de varias variables.
: e Para desarrollar las dos primeras actividades se hace uso de la funcion division
= natural, a la que se accede mediante =.
* La tercera actividad se desarrolla haciendo uso de la funcion CALC.
e
EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

a) En primer lugar se calculan los dias que han transcurrido desde el 31 de diciembre hasta el 19 de marzo: 31 + 29 + 19
GoOEHAEHAEE

o]
31429+19 :

79

Seguidamente, se considera que los dias de la semana se repiten de 7 en 7 y se divide el numero de dias
transcurridos entre 7:

(v (i) (B) (D (S)
ﬁ.llSI-?. *

C=11.R=

El resto de la division es 2, en consecuencia, el dia de la semana en que cayo el 19 de marzo coincide con el dia en
que cayo el 2 de enero, es decir, en sabado.

b) El 25 de diciembre faltaban 6 dias para que finalizase el afio. En consecuencia, los dias transcurridos son:
366 — 6 = 360
BEeEEBdH6EE

366-6

360

Se divide esta cifra entre 7 y se considera el resto:
B

C]
AnsL7 *

C=51,R=3

Elresto es 3, por tanto, el dia de la semana en que cayo el 25 de diciembre coincide con el dia de la semana en que
cayo el 3 de enero, es decir, en domingo.

c) Respuesta abierta.

<
=
-
(%)
2.
E
e
<
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a) En primer lugar se calcula el numero de dias que han transcurrido desde el 25 de abril hasta el 11 de septiembre,
teniendo en cuenta que el 2015 no es un ano bisiesto:

GHEAOHEOEFHEAOEEOEDOD@
5+31+30+314+31+11

139

Seguidamente se divide esta cifra entre 7 y se considera el resto:

g () (B) (D &)

=0
Answy

C=19, R=H

El resto de la division es 6, por tanto, el dia de la semana en que cayo el 11 de septiembre es el mismo que el dia de
la semana en que cayo el 1 de mayo (6 dias mas tarde que el 25 de abril), es decir, en viernes.

b) Se procede andlogamente al apartado anterior y se cuenta el nimero de dias transcurridos hasta el 25 de abril.

BOOHACEFHEMOHEEE=E
304268431425

11

Se divide esta cifra entre 7 y se considera el resto:

o) () (B) (@D &)

]
Answy

C=16,R=23

Por tanto, el dia de la semana en que cayo el 1 de enero coincide con el dia en que cayo el 23 de abril (2 dias antes
del 25 de abril), es decir, en jueves.

Se introduce la férmula que proporciona el dia de la semana, haciendo uso de las variables que proporciona la
calculadora:

(i) (@ (B i () (2 (B @ (@) & [ (24 O () @) (2 () (k) sen) () (is) (cos)
ﬁ+ln¥i%5]+c+l}+ﬂ

Una vez introducida la expresion algebraica, se determina su valor numeéricoparaA=1B=61,C=0 D=2y E =13
utilizando la funcion CALC.

HEEOIE0EEE0EEE

ﬂ+ln:r%ﬁ]+C+D+E

9
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Se calcula, ahora, el resto de dividir 92 entre 7:

<
=
-
(%)
2.
E
e
<

(ang) (i) (B) (@ (E)
ﬁnSI_? -
C= 13
R= 1

El resto de la division es 1, por tanto, el dia 13 de marzo de 1961 cayo en lunes.

- Nota:

- Enla calculadora se distinguen dos funciones:
« Int. Proporciona el numero entero, sin la coma: Int(3.2) = 3, Int(-3.2) = -3. .
» Intg. Proporciona la parte entera: Intg(3.2) = 3, Intg(-3.2) = -4. .

I Ampliacion

Busca por internet un calendario perpetuo. Observaras que es un conjunto de datos ordenados en tres
tablas, una para los arfios, otra para los meses y otra para los dias. A partir de unas operaciones sencillas con
los datos de las tablas anteriores podras conocer que dia de la semana es un dia de cualquier afo. Es posible
también encontrar estos calendarios en las primeras paginas de las agendas convencionales de papel.

Intenta relacionar los calculos que se efectuan a partir del calendario perpetuo con las operaciones indicadas
en la actividad 3.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Expresion decimal de fracciones

¢Cual es el Gemelier mas guapo?

08

”
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El Estadio Vicente Calderdn acogio el pasado mes de agosto uno de los conciertos que ofrecieron los
Gemeliers durante su gira veraniega. La prensa se hizo eco del acontecimiento musical y publicé una
serie de informaciones sobre el estadio y los asistentes al concierto.

 El Estadio Vicente Calderon tiene un aforo de 54 400 espectadores sentados y 5 000 espectadores de pie.
¢ El campo se llend practicamente por completo durante el concierto.

e Solo el 13 % de los asistentes al concierto compro su entrada en la taquilla.

« E162,481 % de los asistentes era menor de 17 afios.

Una publicacion dirigida al publico adolescente realizé una encuesta a la salida del concierto en la que se
preguntaba a los asistentes por cudl consideran que es el Gemelier mas guapo. Estos son algunos de los
resultados de la encuesta:

e E1100 % de los asistentes al concierto respondieron a la encuesta.

« E135,76 % de los votos indicaron que el Gemelier mas guapo es Jesus.

¢ Algunos de los asistentes no se pudieron decidir por ninguno de los dos.
o 21 128 asistentes votaron por Daniel.

Todos los porcentajes del enunciado se han calculado dividiendo el numero de personas que reunen una
determinada caracteristica por el numero total de asistentes, y multiplicando el resultado obtenido por 100.

n Expresa los porcentajes que se mencionan en el enunciado en forma de fraccion y comparalos.

E ¢{Cuantos votos recibio Jesus?

@ casio fp =
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
1° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

« Silos alumnos no son capaces de interpretar la pista que se proporciona al final
del enunciado, el profesor puede guiarles para que encuentren las fracciones
generatrices y, posteriormente, el minimo comun multiplo de los denominadores
que resultan. Los votantes de Daniel solo sirven para realizar la comparacion final,
una vez calculado el numero de votantes de Jesus.

<
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« El célculo de la fraccion generatriz es inmediato en las actuales calculadoras
CASIO, asi como la descomposicion factorial de cualquier numero. Para hallar
la fraccion generatriz de un numero decimal periodico, hay que introducir
tantas cifras del periodo como digitos quepan en la calculadora. También puede
introducirse el periodo usando la combinacion de teclas (va).

EJEMPLO DE SOLUCION

Una manera de comparar las cantidades consiste en encontrar las fracciones generatrices que corresponden a
cada cifra porcentual. La calculadora interpreta las cantidades expresadas en % como fracciones de denominador
100, que simplifica directamente:

[ ] T & ] T & ] T &
13% 62, 161 % 35. 76
13 1687 3541
100 2700 89900

Para comparar las fracciones, conviene hallar las correspondientes fracciones equivalentes con denominador
comun. Para ello se debe calcular el MCM de los denominadores.

MCM (100,MCH (2700, 9900) )

20700
Las fracciones equivalentes son:
3861 * 18557 * 10625 *
29700 29700 29700
13 1687 3541
100 2700 9900

El numero de personas que asistieron al concierto es la suma de los espectadores sentados y los espectadores de
pie, es decir:

-
54400+5000 =
59 400
En consecuencia, el numero de votos que recibid Jesus es:
] T a
35. TH%XANS
21 246

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



O 9 | Identificacion tipo de numeros
Propiedades numéricas del numero de oro

”

Sea un segmento AB > y un punto interior E que lo divide en dos segmentos AE y EB. Se dice que el punto E
divide el segmento 4B en proporcidn aurea (o en media y extrema razén) si se cumple que:

<
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E
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<

B _AE _,
A E B AE EB

La razon de proporcionalidad ® se conoce como numero de oro 0 numero aureo.
Para realizar la division aurea de un segmento 4B se procede de la siguiente manera:

1. Se dibuja el segmento BC perpendicular a 4B tal que B¢ = % B

_ C
2. Se dibuja el segmento 4C.
3. Se traza desde C un arco de radio BC y se marca el punto de D
interseccion D con el segmento 4C.
4. Se traza un arco desde A de radio 4D y se considera el punto de
interseccidn, E, con el segmento 4B.

B _ AE V5 I

Se puede comprobar que 4B _ 4E _ ¢ con ¢ = 1+Y5

AE EB 2 A E B

Demuestra las siguientes propiedades del numero de oro:

Es la solucion positiva de la ecuacion cuadratica x> — x — 1 = 0.

E Verifica las siguientes igualdades: ®* =1+ 0 y % =0-1

B Sus potencias sucesivas forman una sucesion de Fibonacci.

n lim./1+/1+vV1+v1.. = ®

of
abensibicn




MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
- « Esta actividad se plantea con el fin de trabajar los numeros irracionales y los
radicales, asi como las ecuaciones de segundo grado.

u » Conviene prestar especial atencion al modo de usar las diferentes memorias de la
calculadora, asi como los modos de aplicacion Ecuacion/Funciony Verificar.

o Slas g

EJEMPLO DE SOLUCION

Se accede al menu Ecuacion/Funcion y se selecciona la opcién correspondiente a las ecuaciones polinomicas.
Seguidamente, se selecciona el grado 2.

(MENY @ @
- 1:Sist ec lineal Polindémica
Balmd NGBy LI TI 6hica :Grado?

SR

A continuacion se introducen los coeficientes y se resuelve la ecuacion de segundo grado:

Seleccionar 2~4

OE@AOEeONE & B

] ] v ] v,

T : ax2+hx+c=0 | ax2+bx+c=0 | *

1x2= oy- ] K= K=

1+45 1-45
-1 2 2

Para obtener las expresiones decimales de las soluciones se presiona ().

o W v ] .
ax2+bx+c=0 | ax2+bx+c=0
M= K=

1. 618033989 -0. 6180339887

Se accede al menu Calcular y se almacena el valor numerico del numero de oro en una variable, por ejemplo, en A:
ey (1) 5N B®E
v o W i
g 48 g1l 1405,
1+{5

2

A continuacion se accede al menu Verificar:

Verificar

V4
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Se comprueba la veracidad de la igualdad 4> =4 +1:

<
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() (©) (3 ey (1] @B OB
2| W 1: Py 2 W z
A o= : A=A+1
3> 4:<
5:2 G:=
Verdadero

Para demostrar la igualdad }4 = A - 1 se procede analogamente:

B0 @ ® e (1 O EEE
] i ] i
1 1:= 2:F 1o
A 3> 4:< A
5:2 6:=
Verdaderol

Una vez se ha demostrado que @2 =1 + &, es facil ver que las potencias del numero de oro forman una sucesion
de Fibonacci, es decir, cada término resulta de la suma de los dos términos anteriores.

o
P =1+

D=2 d=(1+D) - =0+ P?
D' =D =(D-D?) O =%+ 3

5n — Qn-z + (Dn-l

Para comprobar que lim,/1++/1+v1+V1.. = ® se procede a realizar el siguiente calculo recursivo:

@WOHOEEDE BB mS]
1+41 ’ {1+Ans :
{2 1.55377397

Se repite el procedimiento y se observa como el resultado se aproxima, cada vez mas, al numero de oro:

E5EEEEEE88E8E3EE3EE3EE

[T¥Ans -

1.618033984

Para comprobar que la expresion tiende al numero de oro se realiza un calculo recursivo analogo al del apartado anterior.

OEOEODE OFEED®M

1 ] i iFI i
T+1 . 1+ 5ns

2| 3

EEEEEEEEEEEEEEEEEE

O W i

1
1+_ﬁns

1.618033989

QD Cﬂﬁﬂp f%ﬁ?ﬁﬁ




Problema
Reparto proporcional

Dos socios fundaron una empresa, de manera que el primero aporto 15 000 € y el segundo 20 000 €.
Cuatro meses después, el primer socio retird 4 000 € y el segundo 6 000 €. Un ario despues, obtuvieron
17 000 € de ganancias. (COmo se repartieron esta cantidad en proporcion al dinero invertido y al
tiempo transcurrido?

V4
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Dado que al cabo de un ario obtuvieron 17 000 € de ganancias, al cabo de 4 meses les correspondieron unas
ganancias de:

4 J W FIX i
ﬁxl 7000

5 666, B7

Se tienen que repartir 5 666,67 € de manera directamente proporcional a la cantidad invertida. En consecuencia, al
que aporta 15 000 € le corresponden:

VW FIX

15000 °
5666. 67% 52003

2428, 57

Al socio que aporta 20 000 € le corresponden:

] I
20000
5666. E?x3ﬁﬂﬂi]

3238.10

Durante los 8 restantes meses del afio deberan repartirse:
J W FIX i

8
15%17000

11 333. 33

El primer socio tenia invertida una cantidad de 11 000 €, y el segundo, una cantidad de 14 000 €, lo que suponia
un total de 25 000 €.

Asi, pues, durante los 8 meses restantes se tienen que repartir 11 333,33 € de la siguiente manera:

Para el primer socio: Para el segundo socio:
11 - W FIX & 14 - W FIX x
Exﬁns Ex? reAn
4 986, 67 6 346, 66

Se suman ahora todas las cantidades y se comprueba que el dinero obtenido asciende a 17 000 €.
® B
6346, 67+1986.67+»| [«+3338. T0+2428.57| [6346. 67+4986. 67+

17000, 01

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Identificacion tipo de numeros

Numeros primos de Mersenne

10

Los numeros de Mersenne son aquellos que resultan de restar una unidad a una potencia de 2; es decir:
M,=2"-1

Un numero, M, es un primo de Mersenne si cumple las siguientes tres condiciones:

V4
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¢ Es un numero de Mersenne, es decir, M, = 2" — 1.

o M, es un numero primo.

* 71 €S Un numero primo.

¢Cual es el mayor numero de Mersenne que puede obtenerse en la calculadora con todas sus cifras a la vista?

Nota: Recuerda que un numero en notacion cientifica solo muestra unas cuantas cifras significativas en
su parte decimal, por lo que no resulta conveniente en esta actividad.

E éSon M, y My numeros primos de Mersene?

B ¢Cuadl es el mayor numero primo de Mersenne que puede obtenerse en la calculadora con todas sus cifras a la vista?

{Cuantas cifras tiene el ultimo numero primo de Mersenne, My, 207 261, descubierto en enero de 2016? Se trata
del 492 (cuadragésimo noveno) numero primo de Mersenne.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
 Esta actividad puede utilizarse para repasar las funciones exponenciales, asi como
la factorizacion de numeros.

q 10

P e Cuando una celda de la hoja de calculo contiene un numero de mas de 6 cifras,
dicho numero aparece expresado en notacion cientifica, con lo que se dejan de
. visualizar algunas de sus cifras. Si se desea visualizar todas las cifras, es necesario
colocar el cursor encima de la celda y configurar la calculadora de manera que
la parte inferior de la pantalla muestre, en vez de la férmula (configuracion por
defecto), el valor de la celda. Para hacerlo hay que proceder del siguiente modo:

@ EaAmo &

(stiFT) (MEN) ® @ @ @
l1:Entrada/Salida | |1:Result fraccidn 1:Auto calculo 1:Formula )
2:Unidad angular 2:Comple jos | |2:Mostrar celda 2:Valor

3:Formato numero 3:Estadistica
4:8imb ingenieria 4:Hoja de calculo

En el menu Tabla sucede como en el menu Hoja de calculo: los numeros de mas de seis cifras aparecen en la
tabla expresados en notacion cientifica.

EJEMPLO DE SOLUCION

Para resolver esta actividad, puede usarse la hoja de calculo que ofrece la calculadora. Se accede a ella mediante:

([EN

Seguidamente, se escriben los 20 primeros numeros de Mersenne. Para ello, se introduce 1 en la primera celda de
la primera fila y, seguidamente, se aplica la formula Al + 1 a toda esa fila:

OPTN ) EFHOOERDE
1]
& 1:Rellen férmula & |Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=Al1+1
: 3:Editar celda Rango :Al:A20 3
4:Espacio libre y

En la primera celda de la segunda columna se introduce la formula 2AAl1-1 y se extiende al rango A1:A20.
0PI @ @ oE )

1]
1:Rellen férmula 8§ |Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=2" (Al -1
3:Editar celda Rango :EB1=B20
4:Espacio libre

Las celdas de la hoja de calculo solo muestran 6 cifras, de manera que el ultimo numero de Marsenne que tiene
todas las cifras a la vista es el decimonoveno.
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En realidad, es posible observar todas las cifras del numero vigésimo en la hoja de calculo. Para hacerlo, hay que
configurar la calculadora de modo que muestre el valor numeérico de las celdas, y no las formulas correspondientes.

(5tFT) (MENY) ® @ @ @
l1:Entrada/Salida | |1:Result fracciodn 1:Auto ca!cuﬂ:- 1:Formula )
2:Unidad angular 2:Complejos | |2:Mostrar celda 2:Valor

J:Formato numero
4:5imb ingenieria

3:Estadistica

4:Hoja de calculo

Ahora, la calculadora muestra el valor numérico completo del vigésimo numero de Mersenne con solo colocar el
cursor encima de la celda.

1048575

Esta actividad también puede realizarse utilizando tablas. Como se observa, se obtienen los mismos resultados
que al usar la hoja de célculo.

([E E]) @ eoEONE
Fgr Rang?tab!a T 1o
f(x)=2"-1 —
I Inic. :1 — S
Final : 20 I I
‘aso . 1
:ﬂf fixd :ﬂf fixd :HT. fixd
9 511 1 13] 8191 1 17131071
1 10 103 1 14] 16383 1 18] 262143
%ﬂ—‘; i é—.‘é L o |1
16 20
También puede usarse el menu Calcular:
] i ] i ] i ] i
2%-1 2%-1 2%-1 2%-1
1048575 1073741823 2147483647 4204967295
=W 3 = ry
2%-1 2% -1
8589934591 1. 717986918x:e1°

Como se observa, el mayor numero de Mersenne que se puede obtener es: Ms; = 23 — 1 = 8 589 934 591

Para saber si son numeros primos, hay que factorizarlos:

AxI@me=EmE () (24 (3)
o W & Jo* M Y
27-1 27-1
127 127
QxE@meE=E. () o) (B)
o W & Jo* M Y
2]1_1 2]1_1
2047 23%89

De los resultados anteriores se concluye que 127 es el cuarto primo de Mersenne (compruébese paraz =2, 3, 5) y
que 2 047 no es primo de Mersenne.




En la actividad 1 se ha visto que el mayor numero de Mersenne que se puede obtener en esta calculadora es
My =2% - 1=8589 934 591.

33 no es un numero primo y tampoco Ms; como podemos comprobar:

A@EEEOE
] i ] i
2%-1 2%-1
8589934591 TXZ23IXBOX599479

Por tanto, Ms; no es un numero primo de Mersenne.

Probamos con 7z = 31.

A@EO®EM
] i ] i
2% -1 2% -1
2147483647 (2147483647 )

V4
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En consecuencia, M es el octavo numero primo de Mersenne, siendo el mayor que puede mostrarse por la
calculadora con todas sus cifras.

Para conocer el numero de cifras, se puede calcular el logaritmo decimal de 274207281,

74207281%108,,(2)

22338617, 49

Es decir, el cuadragésimo noveno primo de Mersenne tiene 22 338 618 (veintidds millones trescientas treinta y
ocho mil seiscientas dieciocho) cifras.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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1262383049660586222684174870651169998454847760535761095005091
6182626818413620269880155156801376138071753405453485116413864
8904527031605516052768809525956360593996436471601951598338820
9962459578542172100149933776393858121960407273342250718005600
9672540900795541095168165737795933263322883148732515590778530

Logaritmos

Numero de cifras de un numero “muy grande”
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6844497786480339196258080068276001784958928193764231021494476
2837569186221071720202524163030311855918867830431407694380169
2528246980959705901641444238894928620825482303431806955690226
3087734268295039009305293951812087395919671958415360531431457
75307050594328881077553168201547775

En ocasiones, puede resultar interesante conocer el numero de cifras que tiene el resultado de una
operacion, sin necesidad de conocer cudl es ese resultado. Una manera de hacerlo, es utilizar los
logaritmos, como veras a continuacion.

Utiliza la calculadora para dar respuesta a las siguientes preguntas:

¢Cuantas cifras tiene el numero 23%?
E ¢{Cuantas cifras tiene el numero 2347
B {Cuantas cifras tienen los numeros 239 y 23%2?

n ¢Cuantas cifras tiene el numero 23%%? ¢Qué sucede cuando intentas responder a esta pregunta usando la
calculadora?

B Para responder a la cuestion anterior, calcula los logaritmos decimales de los siguientes numeros:
2,3, 31,485,405, 607, 1234, 5 678, 12 345, 67 890, 12 3456, 789 012

Observa la parte entera de cada logaritmo. (Qué puedes deducir?

B Aplica tus deducciones y resuelve nuevamente la actividad 3 pero de distinta forma.
Intenta resolver la actividad 4 por el mismo método. (Qué observas?

B ¢Conoces alguna propiedad de los logaritmos que pueda solventar el error que indica la calculadora en la
actividad 7?

g A partir de las conclusiones que extraigas en la actividad 7, deduce cuantas cifras tiene el numero 23%.
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» El alumnado debera conocer, previamente a la realizacion de esta practica,
conceptos basicos de notacion cientifica.

 El alumno debe conocer el concepto de logaritmo y sus propiedades basicas.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Se realiza la operacion y se cuentan las cifras:
o | r

2%

858903459

El numero tiene 10 cifras.

Se procede de manera analoga a la actividad anterior:

El numero tiene 11 cifras. Se cuenta la cifra entera (de un solo digito, ya que el resultado se muestra en notacion
cientifica) mas las 10 posiciones que indican el exponente 10.

Se procede como en los casos anteriores:

Los numeros tienen 91 y 100 cifras, respectivamente.

Se procede como en los casos anteriores:
=l

% ERROR Calculo

[AC] :Cancelar
[«41[»]1:Volver

La calculadora ve superada su capacidad y no es capaz de hallar el resultado, por lo que no se puede contar el
numero de cifras de un numero tan grande. Habra, por tanto, que buscar otra estrategia.
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Para resolver estas cuestiones se accede al modo Hoja de calculo:
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s678 | 12 345

Se selecciona la celda Bl y se introduce la formula log(Al). Seguidamente se extiende dicha formula al rango B1:B12.

0PN @ oo () () (=) (D OJ (epi) o) (] (et (1=9) (a) 62+ (D) (2
1] 1]

1:Rellen férmula | |[Rellen férmula Rellen férmula

Z2:Rellenar valor Formul=log(Al> Formul=log (Al

3:Editar celda Rango :Bl:Bll Rango :Bl:EBl2

4:Espacio libre

En la columna B aparecen los correspondientes logaritmos:

e d, o a
10 BCSEFD] EPERE
11 T i,

{1, M
asfi.exaz] 3.7l

5678

Se observa que la parte entera de cada logaritmo es una unidad inferior al numero de cifras del numero
correspondiente. Es facil deducir que si un numero tiene 7 cifras su logaritmo decimal consta de una parte entera
con 7 - 1 cifras. Este resultado se puede utilizar para resolver la actividad 3.

Se calcula, en cada caso, el logaritmo decimal y se considera su parte entera:

1031.:?.23‘”} ’ 1031T2m}

90. 3089987 99, 94195856

Sumando una unidad a la parte entera de cada logaritmo se obtiene el numero de cifras correspondiente:

" .............................................................................. .

Al intentar resolver la actividad 4 utilizando logaritmos, la calculadora devuelve un mensaje de error.

log, (2%) ’ ERROR Calculo

[AC] :Cancelar
[41[w]:Volver

Sin embargo, para calcular el numero de cifras de 23%, se puede hacer uso de las propiedades de los logaritmos.

En concreto de logyo %7 = p - logyo

3331 08,y(2)

100. 2429886

Por tanto, se concluye que el numero 23 tiene 101 cifras.




Problema
Productos de logaritmos
Comprueba que logs 2 - logs 3 - logs 4 - ...... - logy; 10 = logy; 2.

Demuestra la igualdad y generaliza el resultado.
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Para demostrarlo, se hara uso de la funcion productos finitos, a la que se accede mediante (x):

X)X BHODEREER®H0E

] I
xli( 108, (x))
0. 2890648263

Se calcula, ahora, logy; 2:

loglr_&}

0. 2800648263

Como se observa, los dos resultados son iguales.

Demostracion:
1 2 1 31 4 ! 9
10952 - 10g4 3 - 10Gs 4 - ..... - logy 10 = @gﬁ 3 123114 ’ lggi 5 155111 5+ 10gy; 10 = 10g1; 2
Generalizacion:
logs 2 -logs3-10gs 4 - ...... ‘logun=10g,12 n=1273,..
Problema

Sumas de logaritmos

Comprueba que log(tg 31°) + log(tg 32°) + log(tg 33°) + ...... + log(tg 59°) = 0.

Demuestra la igualdad y generaliza el resultado.

Para resolver esta cuestion, la calculadora debe estar en modo angular sexagesimal.
Se utiliza la funcion sumas finitas, a la que se accede mediante (x]:

) (2] (o) (Q) fan) (K] DI DI B D ® (B (2 (F)
] x
x%(los(tan(x}}}

Demostracion:

log(tg 31°) + log(tg 32°) + log(tg 33°) +..... + log(tg 59°) =

=log(tg 31° - tg 32° - ... - tg 44° - tg 45° - tg 46° - ... - tg 58° - tg 59°) =

=log(tg 31° - tg 32° - ..... - tg 44° - tg 45° - ctg 44° - ..... - ctg 30° - ctg 31°) = log(1) =0

Generalizacion:
log(tg 1°) + log(tg 2°) + log(tg 3°) + ..... + log(tg 89°) = 0

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Notacion cientifica
12 Un viaje numérico al CERN: entre lo infinito
y lo infimo (I)
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El CERN es el centro de investigacion mas importante de Europa. Se han necesitado mas de 30 afios y
una inversion de 6 500 millones € para finalizar su construccion. Decenas de premios nobel han usado y
siguen usando sus instalaciones.

Los paises miembros del CERN (entre los que se encuentra Espafia) financian con dinero publico su
presupuesto anual, que asciende a mil millones de francos suizos (CHF).

Expresa en notacion cientifica el presupuesto del CERN. Expresa dicho presupuesto en euros (€) y en dolares
US ($) de acuerdo con el tipo de cambio vigente.

[1€=114479US $, 1 CHF = 0,90767 € ]

E Compara el presupuesto anual del CERN con los presupuestos generales del estado esparfiol para el afio 2016,
que ascendian a 274 731,84 M €.

B Durante el funcionamiento de sus instalaciones, el CERN genera una factura eléctrica de doscientos cincuenta
millones de euros anuales. {Qué porcentaje representa esta cifra sobre el total de su presupuesto?

n El LHC (Large Hadron Collider) es la joya de la corona del CERN. Se trata de un acelerador de particulas que
puede acelerar protones hasta alcanzar 0,999999991 veces la velocidad de la luz. (Cuantos kilometros recorre
durante un minuto un proton que se mueve a esa velocidad en uno de los anillos de aceleracion del LHC?

B Compara el valor que has obtenido en el apartado anterior con la distancia media estimada entre la Tierra y el
Sol, de aproximadamente 1,5 x 10 m).

B El LHC es un anillo casi circular de 27 km de longitud. (Cual es el radio de ese anillo? (Qué superficie interior
alberga dicho anillo? Compara esa cantidad con la superficie de un campo de futbol (~ 1 ha) y con la superficie
de una ciudad cosmopolita como Barcelona (~100 km2 ).

Federacidn
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MATERIALES
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NIVEL EDUCATIVO
42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

EJEMPLO DE SOLUCION

..........................................................................

Se introduce el presupuesto expresado en francos suizos y se expresa en notacion cientifica:

([E) aJ U000 MOE B

- » Previamente a la realizacion de la actividad, se recomienda contextualizarla con
- una breve explicacion de qué es el CERN y que investigaciones se llevan a cabo.

"= 100 0000 100 0000
_J_Jl 060 ] 060
I J [-::]

1 000 000 00O

1 %102

Seguidamente se expresa el presupuesto en euros, aplicando el tipo de cambio vigente 1 CHF = 0,90767 €:

XOOEBO@EEHE B
AnsX0. 90767 AnsX0. 90767
907 670 000 907, B7 xw®
A continuacion, se expresa el resultado en doélares US ($):
XOOMNEEEOME=EE B
AnsX1.14479 AnsX1. 14479
1038 091 539 1. 039091539 %1®

Se dividen ambos presupuestos:

274751 . 84 x16
907670000

302, 6781099

En consecuencia, los presupuestos generales del estado espariol son mas de 300 veces el presupuesto del CERN.
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Para calcular el porcentaje, se divide la factura eléctrica entre el presupuesto total:

2)E) 0] 6] E @ E) =)
250X %106+1 x109 250% x106+1 x109
1
4 0, 25

Por tanto, el CERN dedica el 25% de su presupuesto al gasto eléctrico.

Se introduce la velocidad de la luz, ¢y:

5D E) =
- ] & ] &
1:Universal th h : Co Co
2:Electromagnétic 45? 5 r EEE
3:Atomica&Nuclear
4:Fisicoquimicas 299 792 458

Seguidamente se multiplica por 0, 999999991, para obtener la velocidad del proton:

XD EEEOEEEEEAE
Ansx0. 999999991

299 792 455. 3

El resultado se expresa en m/s. Para obtener la velocidad en km/h se procede a realizar la conversion entre las unidades:

() (8) O) @ 2 B

El ]
1:Longitud | 1:Velocidad 1:k/hend's 2:m/srmh ﬁnsrﬁs-klihl
2:Area 2:Presidn |
J:Volumen J:Energia
4:Masa 4:Potencia

Se obtiene, asi:

ﬁnsuﬂ-klih

1079 252 839
Dividiendo entre 60 se obtiene la distancia que recorre en un minuto:
B2EQEm
Ans-<60 *

En primer lugar se expresa la distancia recorrida por el proton en metros.

DUEMEOXODOOO0E

1. 8x10Xx1000

1.8x,10

casio gp




A continuacion, se divide la distancia recorrida por el proton por la distancia entre la Tierra y el Sol:

) EFOOEMOIOE MXOOOE
Ans<1.5x0ll Ans<1.5x0ll AnsX100 :
3
25 0,12 12

Por tanto, el proton podria completar el viaje de ida y vuelta de la Tierra al Sol 6 veces en un minuto.

Se considera que la longitud de una circunferencia es L = 27tr, por lo que el radio se calcula como r = L : 2T.
GE@OEHGME =

=W
27+(210) :

4. 207183463

En consecuencia, el radio del anillo es aproximadamente de 4,297 km.

Para calcular el area, se considera que A = 7tr2, de manera que:

(5] (0] (X] (ang) (27 (E)
qu i
AXANS

58. 01197674

Es decir, aproximadamente 58 km?.

Para comparar esta area con la superficie de un campo de futbol, conviene expresar ambas superficies en la
misma unidad, en este caso, en m? 1 ha = 10 000 m?

] &
58%1000°+10000

5 800

En consecuencia, la superficie que encierra el anillo equivale a 5 800 campos de futbol.

Si se compara esta superficie con la de una ciudad como Barcelona, se tiene:
BEeEEH0O0O0OE 5%
58+100 : 58+100 :

29
50 0. 58

Luego, la superficie que ocupa el LHC es mas de la mitad de la superficie de Barcelona.

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Notacion cientifica
13 Un viaje numeérico al CERN: entre lo infinito
y lo infimo (II)
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El LHC, emplazado en el CERN, es el acelerador de particulas mas grande y energético del mundo. Se
trata de un tunel circular de 27 km de longitud por el interior del cual se aceleran haces de protones en
sentidos opuestos a velocidades proximas a la luz. Cuando las particulas colisionan, producen altisimas
energias a escala subatomica que permiten simular eventos que ocurrieron inmediatamente después del
Big Bang.

Los haces de protones recorren el anillo de 27 km de longitud a altas velocidades, de manera que completan
11 000 vueltas por segundo. ¢Cuantos metros recorren los protones en un minuto?

E En cada uno de estos haces hay 100 000 000 000 protones. A pesar de la enorme cantidad de protones que
hay en cada haz, unos pocos gramos de hidrogeno son suficientes para proporcionar protones que acelerar
durante el proximo millon de arios. Comprueba la validez de esta afirmacion.

B Para generar los campos magneéticos que mantienen confinados los haces de protones dentro del LHC se
utilizan bobinas formadas por hilos de 0,007 mm de grosor (diez veces mas finos que un pelo humano)
formados por una aleacion de niobio-titanio. Dichos hilos soportan intensidades de corriente de 12 000
amperios (mas de 400 veces la intensidad que soportan los cables que se usan con tensiones habituales).
Para hacernos una idea de la cantidad de cable instalado, si alinearamos todos los filamentos utilizados en los
imanes del LHC podriamos ir y volver al Sol mas de seis veces.

a) Compara la longitud de cable instalado con las distancias del Sol a los distintos planetas del sistema Solar
expresados en UA ( 1 UA = distancia Tierra-Sol ~150 x 106 km):

Sol — Mercurio: 0,39 UA
Sol — Venus: 0,72 UA

Sol —Tierra: 1,00 UA

Sol — Marte: 1,52 UA

Sol — Jupiter: 5,20 UA
Sol — Saturno: 9,54 UA
Sol — Urano: 19,19 UA
Sol — Neptuno: 30,06 UA

b) Teniendo en cuenta que un clip tiene un grosor del orden de 1 mm, {cuantos filamentos conductores de
niobio-titanio caben en un clip?

n Tras la colision de dos haces de protones, se alcanzan temperaturas que exceden en mas de 100 000 veces
la temperatura del centro del Sol; sin embargo, el interior del LHC es el lugar mas frio del universo conocido
(1,9 K), asi como uno de los mas vacios (con presiones de aproximadamente 10* atm). Se han de mantener
estas condiciones de presion y temperatura para que se mantenga la propiedad de superconductividad de los
imanes. Teniendo en cuenta que el cero absoluto de temperatura corresponde a los —273 °C, {qué tanto por
cilento del cero absoluto se alcanza en el interior del LHC?

@ CcAsio fp &
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42 de ESO
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. » Previamente a la realizacion de la actividad, se recomienda contextualizarla con
una breve explicacion de qué es el CERN y qué investigaciones se llevan a cabo.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

La distancia que recorren los protones en un minuto, expresada en metros, es:

11 x103%27 x103X60

Cabe recordar que la masa, expresada en gramos, de 1 mol de hidrogeno coincide con el valor de su masa
atomica. Por tanto, la masa de 1 mol de H es 1 g. Por otra parte, un mol de cualquier sustancia contiene un
numero de particulas igual a el Numero de Avogadro: N = 6,022 X 10%. En consecuencia, el numero de paquetes
de 10 protones que hay en 1 g de hidrogeno es el cociente N : 101,

@ E3) H0xIO0EE
] O .

1:Universal i :f : N +16fl

2:Electromagnétic AEEI 5!: EE. .

J:Atomica&Nuclear

4:Fisicogquimicas

Si se lanzara un paquete de protones cada segundo, el tiempo que se tardaria en lanzar todos los protones seria
6,022 - 10% s. Este tiempo, expresado en afios es:

Ans<3600+24+365

190 960. 8476

Se puede calcular, ahora, cuantos gramos de hidrogeno se necesitan para enviar paguetes de protones durante
1 millon de anos:

1 méﬂns *

5. 236675541

Asi pues, con solo 5 g de hidréogeno se podrian enviar paquetes de 10 protones a un ritmo de un paquete cada
segundo durante 1 millon de arios, por lo que la afirmacion es consistente.
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a) Se introducen todos los valores en una hoja de calculo:

bew) (8)

A continuacion se introduce en la celda Bl la siguiente formula:

() (cacc) (6] (=) (ow) (@) (3]

B8

19] ]
el 1
1

Seguidamente, se copia esta formula en el resto de celdas de la columna B:

®BE

0PTN ™®

@

1:Rellen férmula |
2:Rellenar valor
3:Editar celda

1:Cortar y pegar
2:Copiar y pegar
3:Borrar todo

4:Recalcular

4:Espacio libre

®BE

1 IEGE] WPz 1 RG] WAz :
o0, e, - i P 4 W= ERET ]
2 & - — < MRS ] DR B
EPegar:[= =

b) Para determinar cuantos filamentos caben en el grosor de un clip hay que comparar las areas, no los diametros.

o W r
_wx(1+2)°
X (T x0-3)¢
5102, TA0B1632653»

Es decir, en el grosor de un clip caben mas de 5 000 cabezas de filamento conductor.

En primer lugar, se expresa la temperatura en grados Celsius:

(EVJEN

B o iuisa
1 g ik g A g B

1.9-273 :

-271.1

Seguidamente, se divide esta temperatura por la A continuacion, se multiplica por 100 para obtener el

correspondiente al 0 K, es decir —-273 °C: porcentaje:
() () (@) (2) @ (B ) () X) 3 (@ (@ E 6
Ansgfz?E ansﬁ?sﬂ *

0. 993040293 99, 3040293

casio fp =




Problema
Comparacion de numeros

¢Cuantas cifras tienen los numeros 1997:°%° y 1999172

Compara ambos numeros.

El calculo de 1997 desborda la capacidad de la calculadora, por lo que para comparar los dos resultados se

requiere hacer uso de las propiedades de los logaritmos:

1)Six, y>0logx>logye x>y
2)log x" = n - log «x.
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3) SeaneNu {0}, si 10" < ¥ < 10" & n < log x < n + 1, entonces, x tiene 7 + 1 cifras.

De la segunda propiedad que se acaba de ver se tiene que:

1og(1997%%°) = 1999 - log1997
1999%10g(1997) "

6 597. 45575
19979 tiene 6 598 cifras.

10g(1999%%) = 1997 - 10g1999
1997%108(1999) "

6591, 7231

1999 tiene 6 592 cifras.

En consecuencia, 199719 > 1999197

Para comparar ambos numeros se calcula el cociente de ambos numeros:
1999197 _ 199919 _ (1999 )1997 1

1997%% ~ 1997197 . 19972 ~ \1997) 19972
. . 1999.
A continuacion se calcula 1997
o W & o W &
1999 1999
1997 1997
1 999
1 997 1. 00100150
. 1999
En consecuencia, 1997 < 1,002.
. 1 .
Seguidamente se calcula 19972
] ry
19972 .
2 988 000

1
Por tanto, 19972 < 0,0000003.

199987 _ (1999 )1997 1

1997199 ~ \ 1997 . 19972 < 1,002 - 0,0000003.

Lo que significa que:

o A
1. Gﬂzl%'”xﬂ. 000000

0. 0000162166

199957 =(1999)1997, 1
1997% ~\1997) 19972

Por tanto, < 1, luego, 1997%% > 19991,

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Notacion cientifica

Back to the BigBang: el timeline del Universo (I)

14

El CERN es el centro de investigacion fisica mas importante de Europa y uno de los mas importantes del
mundo. Decenas de premios nobel han usado y usan sus instalaciones. La investigacion cientifica en el
CERN hace uso de grandes aceleradores de particulas en los que se generan billones de colisiones, las
cuales son analizadas por un complejo sistema informatico que filtra, recoge y distribuye los datos.
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El mayor de los aceleradores, actualmente en funcionamiento en el laboratorio de fisica de particulas,
es el LHC (Large Hadron Collider). La densidad de energia y la temperatura que se alcanza en el LHC es
similar a la que los modelos tedricos predicen que habia instantes después del Big Bang. Es por ello que
los fisicos esperan descubrir como ha evolucionado el Universo desde su origen hasta su estado actual,
analizando los datos que se obtienen del LHC.

Una de las dificultades conceptuales con las que nos encontramos a la hora de entender los estudios de la
fisica de particula y de la cosmologia son los valores infimos y/o gigantescos de las escalas temporales y
energéticas.

Observa la siguiente infografia, en la que se muestra una serie acontecimientos cosmologicos de los
que se facilitan los érdenes de magnitud correspondientes a tres magnitudes fisicas: el tiempo (t), la
temperatura (T) y la energia (E).

Como puedes observar en la imagen, los acontecimientos cosmoldgicos se situan de forma concéntrica
a diferentes distancias radiales desde el punto central, que representa el Big Bang, hasta el perimetro mas
exterior, que representa nuestros dias.

n ¢Qué relacion existe entre los valores temporales asociados a los diferentes acontecimientos cosmologicos y las
distancias a las que se situan del Big Bang en la infografia?

@ casio fp £



MATERIALES

dcas ki Calculadora CASIO x-82/85/350 SP X II

S Hoja de calculo (Excel Microsoft Office o Calc LibreOffice)

—— ...'_..'.'_.'..'.'...'I GeoGebra
S — Recursos on-line y bibliografia complementaria:

 Origen y evolucion del Universo: http://www.iac.es/cosmoeduca/universo/charlal.html

¢ The Scale of the Universe: http://htwins.net/scale2/

« Nanoraisen, aventuras a través de los decimales:
http://www.nanoreisen.com/espanol/index.html

e Potencias de 10: https://mwww.youtube.com/watch?v=9JUpladncWg&feature=youtu.be

¢ The Scales of the Universe:
https://finance.yahoo.com/video/3-minute-animation-change-way-181643354. html

 Linea de tiempo sobre el Universo:

o - https://prezi.com/s3hdurrkrOlp/linea-del-tiempo-sobre-el-origen-del-universo/

» Is that a Big Number: http://www.isthatabignumber.com/home/

14

NIVEL EDUCATIVO
32 de ESQO, 42 de ESO y 12 Bachillerato

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» La actividad puede trabajarse individualmente o en pequefios grupos de estudio. Se recomienda trabajar
conjuntamente con la asignatura de Fisica y Quimica, puesto que los contenidos de aplicacion estan
directamente relacionados con esta materia. Asimismo, se aconseja acompanar alguna de las sesiones con
algunos de los breves videos propuestos en la bibliografia complementaria.

 Para la realizacion de los calculos propuestos en las actividades es necesario hacer uso del menu de configuracion
Formato de numero. Se accede a dicho menu, en la calculadora cientifica fx-82/85/350 SP X II, mediante:

(on) (eNy) (1] (st (EnY) (3)

l1:Entrada/Salida § |1:Fijar decimales
2:Unidad angular 2:Not cientifica
J:Formato nimero 3:Normal

4:Simb ingenieria

También deben utilizarse las teclas de las funciones exponencial y logaritmica de base 10, 10*y logy, x.

EJEMPLO DE SOLUCION

Las distancias sobre la infografia pueden medirse usando simplemente una regla graduada. Si se opta por un
tratamiento digital de la imagen, puede hacerse uso de GeoGebra.

] o OO L N ac Q=
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Se trata ahora de hacer uso de la opcion Distancia o Longitud para determinar la distancia entre dos puntos.

= -

E . LT o . =
e 4
: &

how L0 T .
z_ r

-
L

af

o DN Longriad

Se organiza en una tabla las distancias entre los acontecimientos césmicos. Por ejemplo:

t t. distancia
1,00 -10*s 1,00 -10%s 0,62
1,00-10%s 1,00-10%°s 1,56
1,00-10%°s 1,00 -10%s 1,10
1,00-10%s 1,00 -10%s 1,10
1,00 -10%s 3,00-10%y 1,13
300-10%y 1,00 -10°y 1,16
1,00 -10°y 1,20 - 10y 1,01

Lo primero que se observa es que el uso de unidades temporales no es homogéneo, algunos valores se indican
en segundos y otros en afios. Para poder comparar adecuadamente los datos, hay que expresarlos en las mismas
unidades. Se opta por expresar todos los datos en segundos, por ser esta la unidad de tiempo en el SI. Para ello, se
convierten, progresivamente, los afios en dias, los dias en horas y las horas en segundos.

3 x105X 365

109 500 000

Ans xﬁ

-

2628 000 000

AnSX3600 *

9., 4608012

Se construye, asi, una nueva tabla de valores entre tiempos sucesivos, expresados en segundos:

t t. distancia
1,00-10*s 1,00-10%s 0,62
1,00-10%s 1,00-10%°s 1,56
1,00-10%°s 100-10°%s 1,10
1,00-10%s 1,00-10%s 1,10
1,00-10%s 946 - 10 s 1,13
946 -10%2 s 315-10%s 1,16
315-10%s 378 -10Ys 1,01

De la observacion de la tabla se concluye que, mientras que el factor de incremento en la distancia entre
sucesivos puntos de la imagen se mantiene practicamente constante (con la excepcién del primer y el segundo

punto), no ocurre 1o mismo con las distancias temporales:

CASIO ﬁ% o




t t distancia LA

1,00-10*s 1,00-10%s 062 1,00-107s

1,00-10%s 1,00-10%°s 1,56 1,00-10¥s 1,56 /0,62 2,5
1,00-10%°s 100-10°%s 1,10 1,00-10°s 1,10/ 156 07
1,00-10%s 1,00-10%s 1,10 1,00-10"s 1,10/1,10 10
1,00-10%s 946 -10% s 113 1,00-10%s 1,13/1,10 10
946 -10%s 315-10%s 1,16 946 -10°s 113/116 10
315-10%s 378 -10Ys 1,01 315-10ts 101/116 09
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En consecuencia, la separacion entre las diferentes circunferencias concéntricas que aparecen en la infografia no
respeta el factor de crecimiento temporal. Por otro lado, se observa que algunos factores de crecimiento toman
valores gigantescos. Por ejemplo, el factor temporal de crecimiento entre los dos primeros puntos es del orden de
10%. Esto significa que si el primer punto estd situado a 0,62 cm del origen, el segundo deberia estarlo a 0,62-:10 cm.
Esta distancia se expresa en metros como:

0. 62x1027+100

B. 2x1s24

Y en kildometros como:

Ans<1000

-

B. 2x1®!

Para poder hacernos una idea de hasta qué punto es grande esta distancia, podemos compararla con algunas
distancias astrondmicas conocidas.

» Didmetro de la Tierra: 12 800 km = 1,28 - 10* km

« Distancia de la Tierra a la Luna: 384 400 km = 3,84 - 105 km
« Distancia de la Tierra al Sol: 150 000 000 km = 1,5 - 108 km
» Radio del sistema Solar: 4 500 000 000 km = 4,5 - 10° km

« Distancia a Alpha-Centauri: 41,3 - 10> km

o Didmetro de la Via Lactea: del orden de 9,5 - 10 km

6. 2x1021 :
9,.5x0l7
[6526. 31578947368 ¥

Es decir, el sequndo punto estaria situado sobre el papel a una distancia superior a 6.500 veces el diametro de
nuestra galaxia. Y si, jeso demasiado papel para un poster!

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Notacion cientifica

Back to the BigBang: el timeline del Universo (II)

15

Hagamos un viaje en el tiempo hacia el pasado desde el momento presente y veamos algunos de los
acontecimientos fisicos mas relevantes durante la evolucion del Universo:
 Actualidad (13 700 millones de afios desde el Big Bang). En el CERN, los fisicos han iniciado un viaje en el tiempo

para determinar el origen de la materia que conforma nuestro Universo. La temperatura césmica de fondo ha
descendido hasta casi los —270 °C. (Empieza nuestra muerte térmica?
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« Vida en la Tierra (10 000 millones de arios desde el Big Bang). Una sopa de moléculas organicas aparece en la Tierra,
un pequerio planeta azul situado en los confines de la Via Lactea, una galaxia espiral de tamario medio perdida en la
inmensidad del Universo.

« Sistema Solar (9 200 millones de arios desde el Big Bang). La fuerza de la gravedad ha agrupado los residuos
estelares en torno al Sol hasta formar un sistema planetario.

« Estrellas y galaxias (200 millones de afios después del Big Bang). La fuerza de la gravedad atrae el polvo césmico
material y los atomos ligeros se fusionan en el corazon de las estrellas, que paulatinamente se van agrupando en
cumulos y galaxias. Empiezan a producirse atomos pesados como resultado de las reacciones nucleares de fusion. La
temperatura césmica desciende hasta los 4 000 °C.

« Atomos ligeros (380 000 afios desde el Big Bang). Se forman los primeros atomos de hidrégeno y helio. Los fotones
escapan de la interaccion con los electrones y el Universo se ilumina por primera vez.

* Nucleos ligeros (3 minutos desde el Big Bang). Protones y neutrones se unen para formar los nucleos de los atomos
ligeros. Los fotones son continuamente emitidos y absorbidos por la materia. Todo esta a oscuras, el Universo es
opaco.

« Protones y neutrones (0,01 milisegundos después del Big Bang). Se forman los protones y los neutrones a partir de
los quarks y los gluones. Todo el Universo existente tiene el tamario del actual Sistema Solar. La temperatura césmica
de fondo supera el billon de grados Celsius.

» Plasma de quarks y gluones (una billonésima de segundo desde el Big Bang). Entran en accion la fuerza nuclear
débil y la fuerza electromagneética. El radio del Universo no alcanza los 300 millones de kildbmetros. La temperatura
cosmica de fondo es de 10 000 billones de grados Celsius.

» Zoo de particulas (10 s después del Big Bang). Una billonésima de billonésima de billonésima de segundo después
de la gran explosion, apenas un suspiro cosmico. Mesones, electrones, quarks, neutrinos y fotones interaccionan de
forma continua. La fuerza nuclear fuerte y la fuerza electrodébil dominan un Universo que cabe en una manzana. La
temperatura césmica de fondo es de 1 000 000 billones de billones de grados Celsius.

et =105, T = 103 °C. Albores del Big Bang: origen de nuestro horizonte de exploracion temporal. Todo el Universo,
concentrado en un punto, acaba de estallar.

Expresa las cantidades temporales del texto en notacion cientifica y con la unidad de medida indicada.

Expresa las cantidades anteriores en segundos.

Expresa en escala logaritmica decimal los valores temporales correspondientes a cada uno de los hitos anteriores.

Establece la proporcion correspondiente a la distancia temporal entre los hitos consecutivos.
¢Qué se puede deducir a partir de los resultados obtenidos?

Imagina que toda la historia del Universo pudiera concentrarse en el periodo de tiempo correspondiente a un
solo afio solar terrestre. (En qué punto temporal de ese arfio nos encontrariamos en la actualidad?

Discute y reflexiona con tus comparieros sobre los resultados obtenidos en las actividades anteriores.
¢Qué conclusiones se pueden extraer?

¢{Qué nuevas preguntas te plantearias a partir del modelo de evolucion temporal del Universo que se ha trabajado?

&l
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MATERIALES

Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

Hoja de calculo (Excel Microsoft Office o Calc LibreOffice)

GeoGebra

Recursos on-line y bibliografia complementaria:

 Origen y evolucion del Universo: http://www.iac.es/cosmoeduca/universo/charlal.html

e The Scale of the Universe: http://htwins.net/scale2/

« Nanoraisen, aventuras a través de los decimales:
http://www.nanoreisen.com/espanol/index.html

e Potencias de 10: https://mwww.youtube.com/watch?v=9JUpladncWg&feature=youtu.be

e The Scales of the Universe:
https://finance.yahoo.com/video/3-minute-animation-change-way-181643354.html

 Linea de tiempo sobre el Universo:
https://prezi.com/s3hdurrkrOlp/linea-del-tiempo-sobre-el-origen-del-universo/

e Is that a Big Number: http://www.isthatabignumber.com/home/
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NIVEL EDUCATIVO
32 de ESO y 4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» La actividad puede trabajarse individualmente o en pequefios grupos de estudio. Se recomienda trabajar
conjuntamente con la asignatura de Fisica y Quimica, puesto que los contenidos de aplicacion estan
directamente relacionados con esta materia. Asimismo, se aconseja acompanar alguna de las sesiones con
algunos de los breves videos propuestos en la bibliografia complementaria.

 Para la realizacion de los calculos propuestos en las actividades es necesario hacer uso del menu de configuracion
Formato de numero. Se accede a dicho menu mediante:

(upt) (ENY) @

l1:Entrada/Salida § |1:Fijar decimales
2:Unidad angular 2:Not cientifica
J:Formato nimero 3:Normal

4:Simb ingenieria

También deben utilizarse las teclas de las funciones exponencial y logaritmica de base 10, 10* y logyo x.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Se accede al menu Formato de numero, se selecciona la opcion Notacion cientificay se escogen dos cifras significativas.
([E) @] 2 @

1:Entrada/Salida & |1:Fijar decin?ales 1:Fijar decil‘ales
2:i:Unidad angular 2:Not cientifica 2:Not cientifica

J:Formato nimero JiNormal J:Normal
4:Simb_ingenieria Cientif:Selec 0~9
Seguidamente se introducen las cantidades:
13.700 millones de afios 10.000 millones de arios 9.200 millones de arios 200 millones de arios
P ] ] ]
13700%06 © 10000%06 = 9200 %106 : 200sm06
1, 4x1010 1. 0x4p10 9, 2x%109 2, 0x10®
380.000 arios 3 minutos 0,01 milisegundos billonésima de segundo
ol G T
380000 3 = ° 0.01xw0-3 " 1x0-12 =
3. Bxie" 3. 0x1? 1. 0w 1. Oxwi
t=10%s
o BC1 i
1x=n0-4
1, Dxw43

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Para expresar en segundos todos aquellos valores temporales que vienen dados en anos terrestres hay que
multiplicar por el siguiente factor:

365%24%60X60
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3. 2x107

Para realizar todas las conversiones de afios a segundos puede usarse una tabla de valores. Para ello, conviene
configurar la calculadora para que genere una tabla con una sola funcion:

(ALpe) (MENU) @ @ @ ER
1:Entrada/Salida | |1:Result fraccioén 1:Ecuacién/Func 1:f{x) .
2:Unidad angular 2:Complejos | [2:Tabla ( [2i1x), 8(x)
3:Formato numero 3:Estadistica 3:Dec periddico
4:Simb ingenieria 4:Hoja de calculo 4:Simplificar
Seguidamente, se accede al menu Tabla y se define la funcion flx) = 3,2 - 107x:
(&) BHAMMBDEE
i g ] o T g ]
f{x};g. 2x07x Rango tabla x| fixd
s g A g BB 4-2 22
. ST Final :5 F I -t
Paso :1 1. 0x.?

La eleccion de los valores inicial, final y de paso es irrelevante, ya que los valores de la variable x se cambiaran por
los que interesan realmente, que son los tiempos de los acontecimientos cosmicos expresados en anos:

L1 o L1
X T{xd X iz X T{xa
1R | daal” FE000| 1zl | IR
luwl O] Buwul? el L 1.8k I
FeZuw?] 2uwl? 1.a% 320 lagt 13, 2.4%
4l Zow®l Guwlf® R 3. 2.5 19015, Tant
1. 4%1010 l. Oxw'® 3. Oxw®

La conversion de minutos a segundos viene dada por el siguiente factor:

axllﬂ?& 0 -

-

1. 8x10®

El resto de valores ya estan expresados en segundos, por lo que se obtiene la siguiente tabla, en la que se han
expresado los resultados con 3 cifras significativas:

137 - 10y 4,32 107 s
1,00- 10y 3,15-10vs
920-10°y 2,90 -10vs
2,00-10%y 6,31-10% s
380 -10°y 1,20- 108 s
3,00 - 10° min 1,80- 102 s
1,00 - 102 ms 1,00-10°%s
1,00-10*%s 1,00-10%2s
1,00-10%s 1,00-10%s
1,00-10%s 1,00-10%s

@ CASIO
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Para realizar la conversion a la escala logaritmica se construye una tabla de valores para la funcion del logaritmo
decimal flx) = log «:

fix }=losiu{x}
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Analogamente a lo expuesto en el apartado anterior, se conservan los valores que la calculadora ofrece por
defecto para inicio, fin y paso. A continuacion, se introducen los diez valores de x correspondientes a los tiempos
expresados en segundos de la tabla anterior:

[
= LT 3]
1uwd # | 13. 073

180| 2. 2552
1ua% -3
meEE| -1z

=1

Con 3 cifras significativas, se obtendria la siguiente tabla:

3 t(s) log t
1,37 -10%y 4,32 -10Y s 18
1,00 - 10"y 3,15-10Ys 17
920 -10°y 2,90 - 10¥ s 17
2,00-10%y 6,31-10% s 16
380 105y 1,20- 108 s 13
3,00 - 10° min 1,80-10%s 2
1,00-102ms 1,00-10%s -5
1,00-10%s 1,00-10%s -12
1,00-10%s 1,00-10%s -35
1,00-10%s 1,00-10%s -43

Se pueden colocar, ahora, en una recta los valores calculados para logyg t:

A B C D o, E F  GHI
—0
-45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

La escala logaritmica proporciona una grafica que permite visualizar de forma razonable los hitos temporales,
considerando que el Big Bang, es decir, el origen del tiempo, se situa muy cerca de logy, t = -43.

log t Diferencia

Hoy J 18 61
[ 17 60
H 17 60
G 16 59
F 13 56
E 2 45
D -5 38
C -12 31
B -35
Big Bang A -43 0

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Los datos registrados en la tabla anterior pueden reordenarse en orden ascendente, tomando el origen del tiempo
en log t = -43. Asimismo, se pueden calcular las distancias entre los puntos consecutivos:

logt Diferencia Incremento sumativo (x) : Factor multiplicativo de crecimiento
A -43 0 0 1,00 - 10° 1
B -35 8 8 1,00 - 108 100 000 000
C -12 31 23 1,00 - 10% 10 000 000 000 0000 000 000 000
D -5 38 7 1,00 - 107 10 000 000
E 2 45 7 1,00 - 107 10 000 000
F 13 56 11 1,00 - 10% 100 000 000 000
G 16 59 3 1,00 - 10° 1000
H 17 60 1 1,00 - 10t 10
I 17 60 0 1,09 - 10° 1,09
J 18 1 18 1,00 - 10t 10

Puesto que los datos se proporcionan mediante una escala logaritmica decimal, el incremento sumativo (x) se
puede reinterpretar cdmo el factor de crecimiento entre un valor y otro, mediante las potencias de base 10 (10%).

Las posiciones de los distintos puntos en la escala logaritmica evidencia cudles son las distancias temporales entre
dichos puntos.

Como se observa, la distancia, en términos temporales, entre los puntos B y C es muy superior al resto. Asi mismo,
el intervalo temporal correspondiente a los puntos C y D es muy similar al que corresponde a los puntos D y E.

Se ha de definir una funcioén (escala) en la que la edad del Universo corresponda con 365 unidades
temporales, que llamaremos dias monstruocosmicos. Se divide, a su vez, los dias monstruocosmicos en horas
monstruocosmicas, minutos monstrucosmicos y segundos monstruocosmicos. Haciendo uso de esta escala,
y teniendo en cuenta que la edad del Universo es del orden de 13.700 millones de afios terrestres, se puede
determinar la duracion del dia monstruocosmico, asi como de la hora, el minuto y el sequndo:

Dia Hora Minuto Segundo
monstruocosmico monstruocosmica monstruocosmico monstruocosmico

137001062365 Ansi2d * ANS<60 * ADS<60 *

3. Bx1e” 1. Bx10® 2, Bxie? 4, 3xw®

En consecuencia:

« 1 dia monstruocosmico = 3,8 - 107 afios terrestres

* 1 hora monstruocoésmica = 1,6 - 10° afios terrestres

¢ 1 minuto monstruocésmico = 2,6 - 10* afios terrestres

» 1 segqundo monstruocosmico = 4,3 - 10? = 430 afios terrestres

De lo que se deduce que 1 centésima de segundo monstrucosmico equivale a unos 4,3 anos terrestres:

4, 3x10”

Federacidn

Expaiiala de
sociedodis do

Profesares de
j? Matematcas



En consecuencia, 1 afo terrestre equivale a 0,23 centésimas de segundo monstrucosmico, es decir, a 2,3 milésimas:

Se puede calcular, ahora, la equivalencia de 1 dia terrestre con las unidades monstruocosmicas, dividiendo el
resultado anterior entre 365:

B. 4xw

Se obtiene, asi, que un ario terrestre equivale a 0,00064 centésimas de segundo monstruocosmico.

En conclusion, si el origen del Universo se situa en el inicio del 1 de enero, en la actualidad estariamos viviendo en la
ultima milésima de segundo del ultimo minuto de la ultima hora del 31 de diciembre.

Actividad de debate dentro del aula.

.............................................................................. .

Actividad de debate dentro del aula.
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1 6 | Operaciones
Descomposicion de fracciones continuas

”

Una fraccion continua es una expresion del tipo:

1

b+ —L i
c+ —

a+
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Donde 4, 4, ¢, ... son numeros enteros positivos denominados cocientes.

Cualquier numero racional, es decir, cualquier nimero que pueda representarse mediante una fraccion %
puede expresarse en forma de fraccion continua finita.

En cuanto a los numeros irracionales, pueden expresarse en forma de fraccion continua infinita.

En el caso particular de los numeros irracionales cuadraticos, es decir, aquellos que pueden expresan de la
forma a + v/, los cocientes de las fracciones continuas correspondientes se repiten periodicamente. Por
ejemplo, el numero irracional v2 puede expresarse en forma de fraccion continua infinita como:

va=1+—1
2+ — 1
EEa—

En este caso, los cocientes de la fraccion continua (1;2,2,2,2,......) se repiten periédicamente y se
representan como (1;2 ).

Escribe en forma de fraccion continua la fraccion %

E Expresa en forma de fraccion irreducible la fraccion continua de cocientes (6; 3, 12, 17):

B Calcula aproximaciones de v'2 a partir de las correspondientes fracciones continuas.

@ CAsio fp =




MATERIALES
Calculadoras CASIO fx-570/991 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS
» Con estas actividades se pretende que el alumno repase y consolide las
operaciones con numeros racionales.

<
=
-
(%)
2.
E
e
<

. » Conviene estudiar las aproximaciones de numeros irracionales antes de realizar las
actividades que se plantean.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

En primer lugar, se escribe la fraccion impropia % COMo NUMeEro Mixto:
BIDCOEEEM
37 W T a
13 11 Demaneraque,f—;=2+%=2+ﬁ,
13| 11

Seguidamente, se escribe la fraccion impropia L3 -omo numero mixto:

11
HEDAEDDEE®

3¢ W FIX [
ﬁ i 37 1 1
11 En consecuencia, 2% =2 + =24+ ——F
2 13 1+-2 1+-L
155 11 a1
11 >

Finalmente, se escribe la fraccion impropia AL como numero mixto:

2
MEODON® 2 E @k

u.ileﬂ:l: T a

2 En consecuencia, % =2+

1

1
1 1+
SE 5+%

Los cocientes de la fraccion continua son (2; 1, 5, 2).

Se introduce en la calculadora la fraccion continua y se presiona (=]:

EHEOCABEMONEEHEBH®DE@E

64— L I
3“‘_12+ 1 3997
17 632

En consecuencia, finalmente se tiene que:

6+ 1 _ 3997

5,1 632

1
12 + 17

Como se puede observar, la fraccion continua de un numero racional es finita.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Algunas aproximaciones de v'2 son:
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liFl r liFl r
3]
2 1.5
o | r o | r
1'21,1 1'21,1
2 i 2
5 1.4
Vo r Vo r
T 1t
ol 17 | I
2 12 2 1. 416
o | r Fll r
14 I
1.|.+1 2+2+—1
24— —
2'2,1 41 2
2 29| [1.41379310344827¥
] & ] x
1+—L—
1+_l_ 2-I-—1
24 1 2+—1
22— L
. M S 2+
o+l 99 2
2 T0 1. 41742857

Se puede comprobar que los cocientes de las fracciones continuas infinitas correspondientes a numeros irracionales
cuadraticos son periodicos.

V3 - cocientes (1; 1, 2)

VAT - cocientes (3; 3, 6)

V19 — cocientes (4; 2,1,3,1,2,8)
1 +2‘/§ =0 - cocientes (1; 1)

@ casio fp =



Problema
Propiedad de la bisectriz de un triangulo
C En un tridngulo ABC 1a diferencia entre los lados & yaesde24m. La
bisectriz del angulo C divide el lado ¢ en dos partes de manera que el
segmento contiguo al lado # mide 26 m y el otro segmento mide 10 m.
b a Calcula los lados del triangulo y clasificalo segun los angulos.
A D ¢ B

La bisectriz interior de un tridngulo divide el lado opuesto al angulo en dos partes que son proporcionales a los
lados que concurren en dicho angulo. Asi, sea CD la bisectriz del angulo C, se tiene que:

BD _ AD
a b

A partir del enunciado del problema se tiene que:
c=BD + AD =36 b=a+24
Sustituyendo estos términos en la primera expresion, se tiene:

10_26_10_ 26

a b: a a+24

Para resolver esta ecuacion, en primer lugar se introduce la ecuacion y, seguidamente, se aplica la funcion SOLVE,
proporcionando un valor para la semilla:

B 00 ® wy [ & [ g

BE®OMmEBEA &= B8]
!_ﬂ=” E =] !_ﬂ=” E !_=n?6 =]
A A+24 A A+24 A A+24
= 15
A =04 L-R= 0

En consecuencia, a=15m,porloque f=a+24=15+24 =39 m.

Para clasificar el triangulo, se puede aplicar el teorema de Pitagoras a los tres lados del tridangulo. Si se verifica el
teorema es que el triangulo es rectangulo:

Se calcula 4. Se calcula a2 + 2.
g T T I
39° 15%+362
1521 1521

Como los dos términos son iguales, el Teorema de Pitagoras se cumple, por lo que el triangulo es,
necesariamente, rectangulo. Es decir, B = 90°.

o

39 15
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Operaciones

”

ARITMETICA

El jardin

Existen diferentes métodos para calcular el area de un poligono. A continuacion
se presenta el enunciado de un problema real que pone de manifiesto este hecho.

En un terreno parcelado en cuadrados de 1 m de lado se quiere plantar un
jardin con la forma que muestra la figura adjunta.

Para calcular el area del jardin se pueden seguir diferentes métodos:

Teorema de Pick

Dicho teorema afirma que el area de una figura reticular depende del numero
de puntos que hay en su interior y en su borde segun la expresion:

= B_
A=1+ ) 1
En esta expresion:

» ] es el numero de puntos interiores de la figura (representados por cruces
negras). En este caso, I = 6.

e Bes el numero de puntos en el borde de la figura (representados por puntos
rojos). En este caso, B = 4.

Férmula de Herdn de Alejandria

El jardin tiene forma de romboide. Tratar de calcular el area de este romboide
aplicando la férmula correspondiente nos meteria en otro tipo de jardines. Si
quisiéramos calcular el area de este modo, lo primero que deberiamos hacer

es descomponer la figura en dos tridngulos iguales. El problema estriba en que
determinar las alturas de los tridangulos es una tarea excesivamente complicada.
El método mas sencillo para determinar el area de la figura consiste en aplicar
la formula de Herdn a los triangulos que componen dicha figura. La formula de
Heron proporciona el area de un triangulo a partir de sus lados.

A=+VS(S-a)S-b)S-0)

Siendo S el semiperimetro del triangulo y a, b, y c las longitudes de los lados.

Descomposicion geomeétrica

Una manera sencilla de calcular el area del jardin consiste en restar al area del
rectangulo exterior las areas de los cuatro triangulos que se muestran en la
figura.

n Calcula el area del jardin por el método del Teorema de Pick.

E Calcula el area del jardin por el método de la Formula de Herdn de Alejandria.

B Calcula el area del jardin por el método de Descomposicion geomeétrica.

@ CAsIO fp =




MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS
» Una vez realizada la actividad, se pueden proponer otras figuras para que los
alumnos determinen las areas correspondientes.

<
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(d8)
>3
e
e
<

—==rmmmememnmer « Esta actividad puede ser una buena ocasion para explicar el uso de las memorias
que incorpora la calculadora.

EJEMPLO DE SOLUCION

Teo-rema de Ple ................................................................ .
Tal y como se observa, la figura tiene 6 puntos interiores y 4 puntos en su borde. En consecuencia:

—1+B 1642 1-70
A=l+5-1=6+5-1=7u

B Formula de Herén de Alejandria .................................................... .

Se calculan los lados del triangulo (a, by ¢) y el semiperimetro (S) y se almacenan los valores obtenidos en las
variables A, B, Cy D, respectivamente.

@OHOXEBEE @WOEXBEE @R2EHE
@@ B (@3 19 b () @69 & B B (e &) @ (2] BT o)
& & & ] &
{17432 24 17+22 4B {27432 ¢ %—-n
{10 {5 {13 4.501948457

Seguidamente, se calcula el area de uno de los triangulos, aplicando la formula de Herdn de Alejandria:
(va) () feer) (O () (ce) (=) (up) (©) O (T (up) eer) (=) () 24 3] (T () feen) (=) (e (o) O] (=)

{D(D-A) (D-B) (D-C)
i

2

Una vez se tiene el area de uno de los tridangulos, se multiplica por 2, puesto que los dos tridangulos son iguales,
obteniéndose asi el area de la figura.

g X) (2] E)
ﬁnsx? *

7

B Descomposicion geomeétrica

El area del jardin es igual al area del rectangulo externo (base por altura, 5x4) menos las areas de los 4 triangulos,
que son iguales dos a dos.

XA EEXEEXNDCAOHEXNEHXNR®E

] i
e %1 4%2
Sx4—2% 5 2% 2
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Un profesor de matematicas le ha encomendado a uno de sus alumnos la ardua tarea de resolver el
apartado g) del ejercicio 89 del libro de texto:

2-G-

(GIES

<
S
=
(48]
>3
E
(2 4
=

El alumno ha realizado todos los calculos y ha obtenido % como resultado final. Sin embargo, al

comprobar el resultado con la calculadora, ha obtenido un valor distinto. Concretamente, este:

A continuacion se muestran los calculos que ha realizado:

l":l?‘4
-S\
Q_(é_i).&-i=£_(l_i).i-i=
5 \4 7/ 69° 5 \4"7/309
=£_(ﬂ_ﬁ) i-i=£_<£_i).i-i=
5 \28 28/ 3975 \28 28/'3°9
1 _17 1.4_19_ 17:1.4_
5728 3°9° 5 283°9
1 7.4 _ 19 _84:4
5 84°9° 5 179
_19 33 _ 19-153 _ 336.5 _
5 153~ 765 765
_ 2907 - 1680 _ 1227 _ 409
765 765 _ 255

¢Qué ha ocurrido? En algun paso se ha equivocado, pero, cen cual? Halla la respuesta usando tu calculadora.

E Utiliza la calculadora para comprobar otros calculos que hayas tenido que realizar a mano.




@ cimc iy

EJEMPLO DE SOLUCION

MATERIALES

Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» La actividad puede servir para repasar las operaciones con numeros fraccionarios y
la prioridad de las operaciones.

» Para resolver esta actividad se ha de usar el menu Verificar, al que se accede

mediante (ENJ (4].

» Para introducir el signo = que separa los dos miembros de una igualdad hay que

pulsar .

Para comprobar que el calculo se ha realizado correctamente se introduce la expresion matematica seguida del
signo igual (mediante (1J). A continuacién, se introduce el segundo miembro y se pulsa (). La calculadora
devolverda un mensaje indicando si la primera igualdad es verdadera o falsa.

OEE®EE™ OEE®»E=EE™
AE@AEOE® BE@@EUE
oNXE@AEE® @DeX@OEE]
El@.@ orm) (1) @El@.@ =
19 2.4 1:= 2:% T3 1y.1.4 | [19 {3 1).2.4 10
[ *s a 31> 1:< ‘*—[ —r]"a'g [ —r]"+=_e-9 5
5:2 6:<
Yerdadero

Acto seguido se introduce el siguiente término y se comprueba si la igualdad es verdadera o falsa.

OeEE®»EO@

GE@AEOE

@DeOOXxOLEE]
P (1) oREBEME =
1:= 2:% «l:4.10 17,14 | [19{3 1),2.4219
3:> 4:¢ “3795 28%37 9 ?‘[E‘?]"e-g 5]
5:2 6:<

Yerdadero

Y asi sucesivamente hasta dar con una igualdad incorrecta.

9 17:4_19_84x4

T840 5 17xa

Como se observa, el error esta en que la division

Respuesta abierta.

19_17.4_19_8dx4

5 8105 17x0
Fals
17 .
84 "9

== se ha realizado incorrectamente.
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Potencias y radicales

Figuras geométricas reales
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En la Plaza del Depdésito del Sol, en Albacete, nos podemos encontrar con muchos cuerpos geométricos,
como la biblioteca municipal. Se trata de un antiguo depdsito de agua construido en 1921 y convertido en
biblioteca en 1994 que consta de varios cuerpos geométricos, entre los que destaca una torre cilindrica de
19 m de altura por 15 m de diametro y una sala de estudio de planta cuadrada de 400 m? de superficie.

Al lado de la biblioteca se encuentra un pequetio parque infantil en el que se halla una construccion
formada por dodecaedros de 67 cm de lado.

Responde, con la ayuda de la calculadora, a las siguientes preguntas:

a) {Cuanto mide el lado de la sala de estudio de planta cuadrada?
b) ¢Cudl es el volumen de la torre cilindrica?
c) Averigua las formulas que permiten calcular la superficie y el volumen del dodecaedro en funcion de su lado.

d) {Cuanto mide la superficie de la construccion formada por dodecaedros que se encuentra en el parque
infantil? Calcula solo la superficie correspondiente a las caras visibles.

e) ¢Cudl es el volumen total de la construccion?

B Muchas construcciones arquitectonicas se realizan uniendo diferentes cuerpos geomeétricos. Los programas
GeoGebra y Stella4D permiten unir cuerpos geomeétricos y visualizar el resultado de dicha union. Intenta unir
varios solidos platonicos con la ayuda de estos programas y observa el resultado.

B Construye algunos solidos platonicos con papel y unelos con pegamento. Describe la construccion
resultante.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia,
programas GeoGebra y Stella4D y papel o cartulina.

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

. ORIENTACIONES DIDACTICAS

 Esta actividad esta pensada para que los alumnos vean su entorno con o0jos
matematicos y puedan apreciar la presencia de la geometria en la vida cotidiana,

. asi como su contribucion al embellecimiento del entorno.
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» Se pretende que los alumnos realicen busquedas en Internet de conceptos
matematicos; en este caso, de las expresiones que proporcionan el area y el
volumen del ortoedro, expresiones estas que contienen muchos radicales
anidados.

» El hecho de que la calculadora realice los calculos en notacion natural puede
animar a los alumnos a realizar estos complicados calculos, sintiendo que los
hacen del mismo modo que en la pizarra de clase.

» Puede ser este un buen momento para introducir otros recursos, como GeoGebra,
Stella4D o la papiroflexia matematica. Estos recursos pueden contribuir a hacer las
matematicas mas divertidas y a darles un nuevo sentido, mas alla del mero calculo.

EJEMPLO DE SOLUCION

a) La superficie de la sala cuadrada se calcula mediante la expresion A = a2, siendo a el lado de la sala.
En consecuencia, el lado a se expresa como a = VA

Ww@OOE
o] a
400

20

Luego, el lado de la sala mide 20 m.

b) El volumen del cilindro se calcula segun V = 7tr2h.

& 6109 (DB D B @
BeoddExXxmDEE
] [
n(12] x19 n( 2] x19
4275
i 3357, 577149

Luego, el volumen del depdsito cilindrico es de aproximadamente 3 357 m3.

c) Las férmulas que permiten calcular el area y el volumen de un dodecaedro regular en funcion de su arista son:

15,2 /5+2V5 _ 5a% /47+21V5
A =15a e 1% 1

d) Dado que la longitud de la arista es de 67 cm, el drea de cada dodecaedro es:

DEXEBED0EWE
HZERE®EE

L] i
15x67¢ [5+215

92 678. 67661

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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El area visible es la mitad del area del dodecaedro:

EBH®RE e X @
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46 339, 33831

Como la estructura esta formada por 4 dodecaedros, el area visible de la estructura es:

@ X~ E

4xan”'§'

185 357. 353

Es decir, 185 357 cm?, o lo que es lo mismo, 18,5357 m?.

e) El volumen de cada dodecaedro es:

BXEDEXEACREeCXEEHDEHROEE®HOE

A

]
5x67° , (4742115
2 10

2304 782, 648

En consecuencia, el volumen total de la construccion resulta:

Ans KT

-

9219130, 592

Asi, pues, el volumen total de la construccion es de 9 219 130 cm?, o, 1o que es lo mismo, de 9,219130 m3.

Respuesta abierta.

Respuesta abierta.

@ CASIO fp =
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Problema
Contando en otros sistemas

Un profesor afirma que en el salon de actos hay 100 estudiantes, de los cuales 33 son chicos y 45 chicas.
{En qué sistema de numeracion esta contando el profesor? éCuantas personas hay en el salon de actos?

Obviamente, el profesor no esta contando en el sistema decimal; pero tampoco en el sistema binario, ya que
aparecen digitos diferentesa Oy a 1.

Se puede probar a realizar la operacion con otros sistemas de numeracion, como por ejemplo el sistema hexadecimal:

([E) @]

xt o 0 P [za]g  |[Hex! tHexd
B g g A J BB 00000078

3 :Base—N

-

Pero 33 + 45 no suman 100 en el sistema hexadecimal, luego, debe probarse con otros sistemas como, por
ejemplo, el octal.

(in)
- -

[Oct] LD

00000000100

Por tanto, el profesor ha contado en el sistema octal:

REIEE k@B E=
[Oct] * [Dec] * [Oct] * [Dec] *
33 45 45
00000000033 27 00000000045 37

Hay 64 estudiantes, de los cuales 27 son chicos y 37 son chicas.

Otra manera de resolver el problema es reducirlo a la resolucion de una ecuacion de segundo grado.
Sea x la base del sistema de numeracion en el que cuenta el profesor, se tiene:
100,=1-42+0-at+ 0 x°=«?

33,=3-x'+3-x°=3x+3

45, =4 - x*+5-x°=4x+5

Por tanto:

x#=0CBx+3)+(@x+5 —>x*-7x-8=0

1 Ui g A\ J BB
el % PE

i

1:5ist ec lineal o ‘ ax2+ﬁ+c=ﬂ‘

2:Polindmica Luz- T X1=

] 1
ax=+bx+c=0
Xa2=

-1

En consecuencia, la base utilizada es x = 8.
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Potencias y radicales

Sdlidos platonicos

20
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Un sdlido platonico es un cuerpo geométrico con las siguientes caracteristicas:

» Sus caras son poligonos regulares iguales.
¢ En cada vértice concurre el mismo numero de caras.

¢ Cumple la férmula de Euler:
caras + vértices = aristas + 2

Existen cinco solidos platonicos: el tetraedro, el cubo o hexaedro, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.

Los solidos platonicos se conocen desde la antiguedad y fueron estudiados y utilizados ampliamente por
los antiguos griegos, que incluso les otorgaron propiedades magicas. Estos cuerpos geométricos deben su
nombre a Platon, quien, junto con Pitagoras, fue uno de los primeros sabios en estudiarlos.

En el siglo XVII Kepler intentd explicar el movimiento de los planetas en el sistema solar combinando
solidos platonicos, si bien hoy sabemos que las orbitas de los planetas no se corresponden en absoluto
con estos cuerpos.

Rellena la siguiente tabla haciendo uso de la calculadora. Puedes buscar en Internet las formulas que
permiten determinar los volumenes y las areas de los solidos platonicos a partir de sus aristas.

PLATONICO  LASUPERFICIE  VOLUMEN  1AARISTA  SUPERFICIE  VOLUMEN
tetraedro 2
hexaedro 2
octaedro 2
dodecaedro 2
icosaedro 2

B Si se unen con segmentos los centros de las caras contiguas de un solido platonico se
obtiene otro poliedro. En la figura de la derecha se observa un tetraedro de 2 cm de
arista y su dual, otro tetraedro de 0,6666...cm de arista.

a) Calcula el volumen del tetraedro de arista 2 y el volumen del tetraedro dual de arista
0,6666...

b) {Qué relacion existe entre un tetraedro y su dual?

Dibuja un cubo en la ventana grafica 3D de GeoGebra, con el tamano de arista que desees. Despues,
encuentra los puntos medios de cada cara y unelos mediante segmentos.

a) ¢Qué cuerpo geométrico se obtiene?

b) Halla la relacion entre el volumen del cubo y el de su poliedro dual.
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia, ordenador o tablet para consultar
Internet y poder contestar a las preguntas, programa GeoGebra.

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS

» Se pretende que los alumnos realicen busquedas en Internet de conceptos
matematicos; en este caso, de las expresiones que proporcionan las areas y los
volumenes de los solidos platonicos.
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,,. » El hecho de que la calculadora realice los calculos en notacion natural puede
. animar a los alumnos a realizar estos complicados célculos, considerando que los
hacen del mismo modo que el que se observa en la pizarra de clase.

» Puede ser este un buen momento para introducir otros recursos, como GeoGebra,
que puede contribuir a hacer las matematicas mas divertidas y a darles un nuevo
sentido, mas alla del mero calculo.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Las formulas de las superficies y los volumenes de los solidos platonicos en funcion de sus aristas son las siguientes:

SOLIDO PLATONICO FORMULA DE LA SUPERFICIE FORMULA DEL VOLUMEN
3
tetraedro a:v3 % V2
hexaedro 6a° as
3
octaedro 2223 a ;/E
dodecaedro 1542 /5+2V5 5a° /47+21V5
5 2 10
icosaedro 5223 5733 7+ g\/g

A continuacion se calculan las areas y los volumenes para cuerpos geomeétricos de arista 2

SOLIDO PLATONICO SUPERFICIE VOLUMEN
AW EE EBxEoOROWRE
Vo* & wor &
tetraedro 22 E %ﬁ
21 2
443 3
EXDEE BHEE
) % ] i
hexaedro 6x2° 2°
o 8
XAxXwEE EBAxXEecwmR2®EE
o W i ] i
octaedro 2K22K1r§ i{i
3 82
843 3
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SOLIDO PLATONICO SUPERFICIE VOLUMEN
DE X @6 = E EEXEAxXE®EA®WE
BHZ@E®E LOEFROEEOONOE
dodecaedro . ;Ii\%':_ﬁ e Eézaw z
82, 58291523 61. 30495168
BXRAEE®E® X 0=
BX2EXEEE E0HAAEE®EE
icosaedro x 22-?& z sxTza %’E 3
2043 17. 45355993

a) El volumen del tetraedro de arista 2 es, como ya se ha visto:

] i
2.z
242
3
&F. i
12 2
242
81
] i
242 . 2{2
3 " 81
27

En cuanto al volumen del tetraedro de arista 0,6666..., resulta:

b) La relacion entre el volumen del tetraedro y el volumen de su tetraedro dual es:

a) Se obtiene un octaedro.
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Problema

Tres camareros

Tres camareros se reparten 350 € en partes directamente proporcionales al niumero de horas que
han trabajado durante un festivo. Si Pedro ha trabajado 5 h; Rosa, 7 h, y Julian, 8 h, ¢qué cantidad le
corresponde a cada uno?
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El numero total de horas trabajadas es: 5 + 7 + 8 = 20 horas. Por tanto, a cada hora de trabajo le corresponde la
siguiente remuneracion:

350420 *

17,

En consecuencia, la cantidad que le corresponde a cada camarero es:

Pedro Rosa Julian
17. 8%5 : 17. 8%7 : 17. 5%8 :

87. 5 122. 5 140

Se comprueba que la suma del reparto es de 350 €:

Ans+PreAns+87. 5

350

Problema
Dos comunidades de vecinos

Dos comunidades de vecinos instalan una antena comunitaria cuyo coste alcanza los 1 560 €. En la
primera comunidad viven 75 vecinos y en la segunda 55 y deciden pagar proporcionalmente segun el
numero de vecinos. ¢Cuanto debe pagar cada comunidad? ¢Y cada vecino?

En total hay 130 vecinos, que tienen que pagar una antena que cuesta 1 560 €. Por tanto, cada vecino debera
abonar 12 €:

1560%130

1

En consecuencia, el bloque compuesto por 75 vecinos tendra que abonar:

-

_
12%75

200

Y el bloque compuesto por 55 vecinos habra de abonar:

&

12%35"

660

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Potencias y radicales

La comarca superpoblada

21

El numero de habitantes de una comarca de Valencia (Valéncia) es un numero de seis cifras que es a la
vez un cuadrado y un cubo perfecto. Si seis habitantes abandonaran la comarca, el numero de habitantes
seria un numero primo.

Comarca Poblaciéon
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Alcalatén 17 226

Alto Maestrazgo (Alt Maestrat) 7 846

Alto Mijares 4 386

Alto Palancia 24732

Alto Vinalopo (Alt Vinalopd) 52 899
Bajo Maestrazgo (Baix Maestrat) 80 334
Bajo Vinalopd (Baix Vinalopo) 279 815
Campo de Alicante (Alacanti) 455 292
(Carnp de Morvedre) 85 355

Campo de Turia (Camp de Turia) 135 373
Canal de Navarrés 17 691

Condado de Cocentaina (Comtat) 27 854
Costera 72 089
Huerta Norte (Horta Nord) 209 519
Huerta Oeste (Horta Oest) 331698
Huerta Sur (Horta Sud) 163 253
Hoya de Alcoy (LAlcoia) 117 649
Hoya de Buriol 39768

Marina Alta 188 567
Marina Baja (Marina Baixa) 179 546
Plana Alta 248 098
Plana Baja (Plana Baixa) 185 986
Requena-Utiel 39 386
Los Puertos de Morella (Els Ports) 5262

Ribera Alta 216 211
Ribera Baja (Ribera Baixa) 80 360
Rincon de Ademuz 2 605

Safor 176 238
Los Serranos 17 936

Valencia (Valencia) 797 654
Valle de Albaida (Vall d'Albaida) 90 783
Valle de Ayora 10 566
Vega Baja del Segura 361292
Vinalopo Medio (Vinalopo Mitja) 168 532

¢{Cuantos habitantes tiene la comarca? (De qué comarca estamos hablando?
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Potencias y radicales

La comarca superpoblada

MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS

* Muchos problemas se pueden resolver de diferentes maneras. Este problema en
concreto se puede resolver utilizando el ensayo y error, que consiste en seguir los
siguientes pasos:

1.Se elige un valor (resultado, operacion o propiedad) posible.
2.Se llevan a cabo con este valor las condiciones indicadas por el problema.
3.Se comprueba si se ha alcanzado el objetivo buscado.

r—— Segun haya intencion o no el ensayo y error puede ser:

1. Fortuito: realizado sin pautas o al azar.

2.Sistematico: los valores no se eligen a la ventura, sino de manera ordenada,
de forma que se eliminen las posibles repeticiones de ensayo, agotando las
soluciones posibles hasta encontrar la buscada.

3.Dirigido: se contrasta cada respuesta para ver si se estd mas cerca o mas lejos
del objetivo buscado.

EJEMPLO DE SOLUCION

La solucion que se propone corresponde a la ofrecida por una alumna de 42 de ESO en el curso 2015-2016. En primer
lugar, se consideran las raices cubicas de los extremos del intervalo formado por todos los numeros de seis cifras.

] & ] &
*/T00000 */T000000

46, 41 58883 100

Seguidamente, se consideran las raices cuadradas de las raices cubicas obtenidas:

] i ] i
{46 100
6. 782320983 10
Luego, el numero de habitantes debe ser la potencia sexta de uno de los numeros naturales del intervalo (6, 10):
5?. i 5?. i 5?. i
(7%) (8?) (9?)
117 649 262144 531 441
Se restan 6 unidades a los numeros anteriores y se considera el resultado que sea un numero primo:
gTI a gTI a gTI a
(7¢)°-6 (8?)°-6 (9?)°-6
117 643 262138 531435

262 138 es un numero par, por tanto no es primo.
531 435 es divisible por 5, luego no es primo.
117 643 es primo, como puede comprobarse usando la funcién FACT ((sHFT) (2).

En consecuencia, el numero de habitantes es 117 649, por lo que la comarca en cuestion resulta ser Hoya de
Alcoy (LAlcoia).
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Expresion decimal de fracciones

Midiendo la longitud del meridiano terrestre

2.2

El 25 de junio de 1792, Pierre Méchain y Jean-Baptiste
Delambre iniciaron los trabajos para la determinacion de * Dunkerque
la longitud del meridiano que pasa por Paris.
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El encargo provenia de la Academia de Ciencias de
Paris, que propuso la adopcion de un patréon de longitud
procedente de la naturaleza: el metro, definido como la
diezmillonésima parte del cuadrante de un meridiano
terrestre.

Ante la imposibilidad de medir todo un cuarto

de meridiano desde el polo Norte al Ecuador, la
solucion adoptada fue medir una parte y calcular
matematicamente el valor del total.

El arco de meridiano escogido en la propuesta de la
academia fue el comprendido entre Dunkerque (latitud
N 51° 2’ 9,20") y Barcelona (latitud N 41° 21' 44,95").

Los astronomos y geodestas franceses pretendian <
determinar, mediante técnicas de triangulacion, la
longitud del arco comprendido entre estas dos ciudades,
situadas sobre dicho meridiano.

P Barcelona

¢Queé resultado crees que deberian haber obtenido, aproximadamente?

Nota: Considera que la Tierra es un planeta esférico de radio R = 6 370 km y que la longitud de arco de
una circunferencia es L, = ZJIR#, donde R es el radio de la circunferencia y 7 el arco expresado en
grados sexagesimales.

B Compara el resultado que has obtenido con el que se obtiene de Google Maps.

Matemitcas




Expresion decimal de fracciones

Midiendo la longitud del meridiano terrestre

2.2

V4

- MATERIALES
- - Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia
EriEEs NIVEL EDUCATIVO

== 32 de ESO

e ! ORIENTACIONES DIDACTICAS
* Antes de realizar esta actividad conviene haber estudiado previamente las
coordenadas terrestres (latitud y longitud).
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EJEMPLO DE SOLUCION

Se puede suponer, como primera aproximacion, que Dunkerque y Barcelona tienen la misma longitud y, por tanto,
pertenecen al mismo meridiano.

En ese caso, la distancia entre ambas localidades se puede calcular mediante:

L =21-6370- 5122 9,20"3—64(1)];9 21'4495"

Dicho calculo puede realizarse con la calculadora, haciendo uso de la tecla .

®

= a o a_q10 o o
ox6370x 51 2% 9.20 ~11°21°44.95

1075. 46448

La distancia aproximada entre las dos localidades resulta ser de 1 075 km.

Utilizando la autopista A75 de Francia, la distancia entre ambas ciudades es de 1 331 km. Sin embargo, si se toma
la distancia en linea recta, se obtiene un resultado de 1 075,5 km mucho mas proximo al calculado tedricamente.
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Codificacion

Criptologia. El cifrado César

2.3

El cifrado César, también conocido como cifrado por desplazamiento, cédigo de César o
desplazamiento de César, es una de las técnicas de cifrado mas simples y que mas se ha usado a lo
largo de la historia. Se trata de un tipo de cifrado por sustitucion en el que cada letra del texto original
es reemplazada por otra letra que se encuentra adelantada un numero fijo de posiciones en el alfabeto.
Por ejemplo, con un desplazamiento de 3, la letra A seria sustituida por la letra D, la letra B seria
reemplazada por la letra E, etc. Este método de codificacion debe su nombre a Julio César, quien lo
usaba para comunicarse con sus generales.
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» El cifrado César desplaza cada letra un determinado numero de espacios en el alfabeto. En este ejemplo se utiliza un desplazamiento de
tres espacios, de modo que una letra A en el texto original se convierte en una letra D en el texto codificado.

En muchas ocasiones el cifrado César forma parte de sistemas mas complejos de codificacién, como el
cifrado Vigenere o, incluso, el sistema ROT13. Como todos los cifrados de sustitucion alfabética simple,
el cifrado César se descifra con facilidad, por lo que, en la practica no protege las comunicaciones con
demasiada seguridad.

Desde el punto de vista matematico, el cifrado César puede ser modelizado mediante una operacion de
suma en aritmética modular 26. Asi, cada letra del alfabeto latino (de la A a 1a Z) queda identificada por
un entero de 0 a 25. El texto plano se codifica introduciendo el desplazamiento de tres posiciones, es
decir, sumando el valor de la clave (en este caso, 3). En consecuencia:

<letra encriptada> = (<letra plana> + clave)mod26

<letra plana> = (<letra encriptada> - clave)mod26

letra A|B|IC|D|E|F|G|H|T|J|K|L|MI[N|O|P|Q|R|S|T|U|IV|WIX]|Y|Z

eeellesfl! O (1|2 |3|4|5(6|7|8|9(10|11]12|13|14|15|16|17(18|19(20|21(22|23(24|25

Codifica y decodifica el siguiente mensaje utilizando una clave de desplazamiento de valor 8:

Texto original: WIKIPEDIA, LA ENCICLOPEDIA LIBRE

Texto codificado:

B Investiga la frecuencia de aparicion de las diferentes letras en el idioma castellano. Selecciona un texto de
muestra de no menos de 50 palabras y codificalo con un cifrado César con clave de desplazamiento 12.
Construye la tabla de frecuencias de aparicion de las letras en el texto codificado y comparalo con la frecuencia
teodrica de los textos en castellano. Explica las conclusiones a las que llegas.

CASIO 4p



MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» Se ha propuesto esta actividad para, ademas de tratar los contenidos curriculares
correspondientes, analizar y valorar la importancia de los sistemas de codificacion

- y encriptacion.

 Para realizar las actividades, se hace uso de la funcionalidad CALC, que permite
i hallar el valor numérico de una expresion algebraica a partir del valor de las
correspondientes variables. También se utiliza la funcion Int, a la que se accede
mediante (). Dicha funcion proporciona la parte entera de un numero.

EJEMPLO DE SOLUCION

Para codificar el mensaje utilizando una clave de desplazamiento de valor 8 hay que sumar 8 al valor numerico de
cada letra, teniendo en cuenta que el maximo valor numeérico que puede corresponder a una letra es 25, por lo que,

una vez alcanzado este valor, se empieza a contar desde el cero.

Se designa con A el valor numérico correspondiente a la letra en cuestion y se introduce la siguiente expresion:

.-H.--E]-E]@@@@@E]

(4+8)- int[ﬁ+9]x2

Seguidamente se accede a la funcion CALCy se introducen los valores numéricos de las letras que forman el

texto original:

W -22

[-8

K-10

[-8

(A4+8)- int[ﬁ+9]x2

A =23

U

(A+8)- int[ﬁ+9]x2

A =

(A4+8)- int[ﬁ+9]x2

A =10

(A+8)- int[ﬁ+9]x2

A =8

U

U

U

(4+8)- int[ﬂ+9]x2

(A+8)- int[“*ﬂ]xz

(4+8)- int[ﬂ+9]x2

(A+8)- int[“*ﬂ]xz

1 1 1
4-E 16 -Q 18-S 16 -Q
Procediendo andlogamente con todas las letras se obtiene el mensaje codificado:
W|T|K|I|P|E|D|I]|A L|A E|N I|C|L|O|P|E|D|I|A L|I|B|R|E
E|Q|S|Q|X|M|L|Q|I T|1 M|V Q|K|T|W|X|M|L|Q]|I TIQ[J|Z|M
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Problemas aritméticos

Aumentos y descuentos proporcionales

24

Eva desea cambiar de teléfono movil y se dispone a realizar un estudio comparativo sobre las prestaciones
y los precios de diferentes modelos a partir del siguiente folleto publicitario, que ha adquirido en la tienda
MyPhone. En el folleto se muestran los precios iniciales y los precios finales rebajados, asi como los
descuentos que se han aplicado, expresados en %.
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-37%
NOTE 3
Biose 146,12 € #as6 90,20 €
-31% -44% e -36%
o
e
s
| rp—
GBOOD [ANDROSD 4.2) HIGTTOUCH LENOVD ABSON
wazas 107.44¢€ 20%% 163,28 € s 55,87 € sasaed 120,34 €

Analiza, en cada caso, el precio inicial y el precio final y comprueba que el descuento que se aplica es el correcto.

E A los precios que figuran en el folleto no se les ha aplicado el IVA. ¢Cuadles son los precios finales después de
aplicar el IVA (del 21 %)?

B El modelo que mas le gusta a Eva por sus prestaciones y disetio es el Lenovo A850i, cuyo precio actual es de
120,34 €. Si dicho precio aumenta un 36 % y el precio resultante se reduce otro 36 %, (el precio final sera el
mismo que el inicial?

n Este lunes, Lenovo ha sacado al mercado un nuevo modelo con mayor memoria interna y mejor camara.
Su precio de lanzamiento ha sido de 280 €, sin embargo, el martes su precio se incrementara un 10 %, y el
jueves, un 20% del precio resultante. {Significa esto que el precio final del movil sera un 30 % superior a su
precio de lanzamiento?

B MyPhone celebra todos los viernes el dia sin I[VA. ¢Vale la pena que Eva se espere al viernes para adquirir el
nuevo Lenovo o deberia comprarlo el mismo dia de su lanzamiento?

Federacidn

@ CASIO gp =
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EJEMPLO DE SOLUCION

MATERIALES

Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS
» Es fundamental que los alumnos entiendan los problemas de aumentos y
disminuciones pues es este un concepto que van a utilizar con mucha frecuencia

a lo largo de su vida.

e Es importante que los alumnos entiendan la relacion que existe entre numeros
decimales, fracciones y porcentajes y que adquieran soltura en la realizacion de las
trasformaciones correspondientes.

Se calcula, en cada caso, el descuento aplicado.

NOTE 3 DOOGEE HTM G8000(ANDROID 4,4)
VO W i g i SO W i O i
231.04-146.12 292.25-90, 20 64. 46-51. 57 146.12-98. 85
231.04  *100 592,25 <100 64.46 100 146.12  *100
36, 75554017 69. 13601369 19, 9968973 32. 35012319
G8000(ANDRQID 4,2) LENOVO S898T HIGTTOUCH LENOVO A850i
154.72-107. 44 . 202.26-163. 28 . 128.703-55. 871, 189.710-120. 34 -
154,72 100 202,26 *100 128.93 <100 180,10 X100
30. 5584281 3 44.131937323 56. 6664081 3 36. 361713348

Para calcular el precio final, conviene configurar la calculadora de manera que se muestren los resultados con solo

dos cifras decimales.

(art) (uEND) @

@

B2

l:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
3:Formato numero
4:Simb_ingenieria

1:Fijar deciiﬁles
2:Not cientifica
3:Normal

1:Fijar decimales
2:Not cientifica
J:Normal
Fijar:Selec 0~9

Los aumentos porcentuales equivalen a multiplicar por la cantidad (1 + a/100), mientras que las disminuciones
porcentuales equivalen a multiplicar el precio inicial por (1 - a/100), siendo a el aumento, o el descuento,

expresado en %.

NOTE 3

DOOGEE

HTM

G8000(ANDROID 4,4)

146.18x1.21 90. 20%1. 21 * 51.87%1. 21 * 98. 85%1. 21
176. 81 109.1 62, 40 119, 61
GBO0O(ANDROID 4.2) LENOVO S898T HIGTTOUCH LENOVO A850i
107.%4x1.21 163.28x1" 21 55. 87%1. 21 120.34x1" 21
130, 00 197. 57 67. 60 145, 61

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Este apartado también puede resolverse utilizando la funcion % de la calculadora, a la que se accede mediante
(ang), tal y como se indica a continuacion:

<
S
=
(48]
>3
E
(2 4
=

NOTE 3 DOOGEE HTM G8000(ANDROQID 4,4)
& W Fl & W FI & W Fl
146.12x121% 90. 20x121% 51.57%121% 08, 85%121%
176. 81 109.1 62. 40 119. 61
G8000(ANDROID 4,2) LENOVO S898T HIGTTOUCH LENOVO A850i

107.34%121% 163.28x121% 55. 87%121% * 120.30x121%

130, 00 197. 57 67, 60 145, 61

El precio de lanzamiento del movil Lenovo A850i es de 120,34 €. Si este precio aumenta un 36 %, alcanzara la cifra de:

120. 3x136%

163. 69

Si a este precio se le realiza un descuento del 36 % se obtiene:

ANS x‘ﬂ?‘ *

104. 74

Se pueden realizar los calculos utilizando porcentajes encadenados:

120.30x56%x64%

104, 74

Como se puede observar, el precio final es inferior al precio de lanzamiento.

Para resolver esta actividad, se puede usar el menu Verificar:

(2 (8] (@) () (1) (3] (0 (sur) (ang) (3] (10 (2] (07 (5] (ans) (0P (1)
b (4) 20X [ (&) (0] [ ()

80%1 1 0%x120%=280%130%

Para introducir el signo = en la igualdad se accede a :

o (1)

1:= 2%
3:> 4i¢
5:2 6:=

Al ejecutar la instruccion se obtiene que la igualdad es falsa:

80X110%x120%=280X130%

Falso

En consecuencia, el precio final no sera un 30 % superior al precio de lanzamiento.

@ CASIO fp =
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Si compra el movil el lunes, debera abonar el precio de lanzamiento del moévil mas el IVA. Es decir:

280%151% *

<
=
-
(%)
2.
E
e
<

338. 8

Si se espere hasta el viernes, debera abonar el resultado de incrementar el precio un 10 % seguido de un 20 %.

2680X110%%120%

369, 60

En consecuencia, le conviene comprar el movil el dia de su lanzamiento.

I Ampliacion

Muchos supermercados llaman la atencion de sus clientes ofreciéndoles diferentes ofertas en la compra de
sus productos. De entre las siguientes camparias écudl crees que supone una mayor rebaja sobre el precio
inicial del producto?

“2x1:llévate 2y paga 1"
"3x 2 : llévate 3y paga 2"
“Segunda unidad a mitad de precio”

“Segunda unidad al 70% de descuento”

B Los padres de Ester deciden comprar un coche. Ya han decidido el modelo, mas no tienen claro en qué
concesionario adquirir el coche. Un concesionario A le hace una oferta con un 15% de descuento sobre el
precio sin [VA. Otro concesionario B les ha ofrecido un 15% de descuento al precio una vez aplicado el I[VA.
¢Donde deben adquirir el coche si quieren que les resulte la compra mas beneficiosa?

B Un determinado producto ha sufrido un incremento de precio del 20%. (Qué descuento debe aplicar el
vendedor si decide vender al precio anterior?

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Problemas aritméticos

El plano planeta Tierra

2.5
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Al pirata Nicasio se le ha quedado mal cuerpo tras su encuentro con Daniel Shenton, miembro de la Flat
Earth Society (https://theflatearthsociety.org/home/), una asociacion que defiende que la Tierra es un
disco plano bordeado por un cinturdn perimetral de hielo. Y en el fondo a Daniel no le faltan argumentos,
ya que, a parte de los cosmolodgicos, posee un irrefutable argumento etimologico:

«iPor qué habriamos de decir que la Tierra es un planeta si no fuera porque, tal y como su nombre indica,
es plana?»

Nicasio, sin embargo, no confia en argumentos etimoldgicos, ya que al planeta se le llama Tierra cuando
iel 80 % de su superficie esta cubierta por agua! Ademas, recuerda haber observado en sus viajes por el
Mar Caribe que los vigias son capaces de ver objetos en el horizonte desde su puesto en el palo mayor
que no son visibles para los tripulantes situados en la cubierta.

Este hecho, junto con sus conocimientos matematicos, le lleva a pensar que la Tierra es esférica, ya que si
fuera plana, desde el palo mayor del barco se veria lo mismo que desde la cubierta. En efecto, si la tierra
fuese plana, al observar el horizonte con un telescopio desde Finisterre, en direccion oeste, se veria el
continente americano, cosa que, como sabemos, no sucede.

Por otra parte, Nicasio recuerda haber leido en algun libro que la mayoria de la comunidad cientifica
considera que el radio de la Tierra es de 6 371 km y que ya un tal Eratdstenes llegd a calcular el radio de la
esfera terrestre alla por el anno 200 a.C.

Con todas estas informaciones, Nicasio cree haber hallado un método para demostrar que la Tierra

es esférica. Consiste en considerar la hipoétesis de que la Tierra es una esfera de radio R = 6 371 km y
calcular la distancia a la que se encuentra el horizonte de un punto situado a una determinada altura. Si la
distancia entre ese punto y el horizonte coincide con las observaciones que ha hecho Nicasio durante sus
viajes, habra conseguido demostrar que la Tierra es, ciertamente, una esfera de 6 371 km de radio.

Busca argumentos a favor de que la Tierra es esférica, o siendo mas precisos, de que es un geoide, es decir, que
tiene «forma de Tierra». (Como ves, los cientificos son unos genios poniendo nombres a los cuerpos celestes).

E ¢Puedes ayudarle a Nicasio a calcular la distancia al horizonte para diferentes alturas en el palo mayor?

@ CAsiO fp =




MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» Conviene proponer a los alumnos que busquen argumentos a favor de la
esfericidad del planeta y poner en duda sus tesis. Cabe preguntarles si tienen

: evidencias de la esfericidad del planeta, si han comprobado este hecho por si

" mismos, si lo dan por cierto simplemente porque todo el mundo confia en €l...

Puede mencionarse un argumento que ya utilizaron los griegos en el pasado:

u «Si todos los cuerpos celestes que se han observados son esféricos, ;por que no
habria de serlo la Tierra?». También puede comentarse que la sombra circular que
— tapa la Luna en los eclipses de Luna constituye una prueba de la esfericidad de la

Tierra, entre muchos otros argumentos.

o Para realizar esta actividad, conviene hacer uso del menu Tabla de la calculadora,
ya que permite obtener la distancia a la que se encuentra el horizonte para
diferentes alturas.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Respuesta abierta.

Tal y como se observa en la figura, el horizonte corresponde al punto de tangencia de la visual con la superficie
terrestre. En la figura se aprecia un triangulo rectangulo formado por los catetos R, que corresponde al radio
terrestre, y d, que corresponde a la distancia entre el punto de observacion y el horizonte. Se observa que ambos
segmentos son perpendiculares, por lo que forman un angulo recto. La hipotenusa del tridangulo rectangulo
corresponde al segmento R + A, es decir, al radio terrestre mas la altura a la que se situa el punto de observacion.
Aplicando el Teorema de Pitagoras, se tiene que la distancia al horizonte, expresada en metros, es:

d=(R+5h)?-R? =+/(6371000 + 5)? - 6 371 0002
Existe una expresion mas sencilla que permite calcular esta distancia de forma aproximada:
d = /135 - 1000

Sustituyendo en estas expresiones diferentes valores de 4 se obtienen los correspondientes valores de 4. Para ello,
puede usarse la aplicacion Tabla de la calculadora. En ﬂx) se introduce la primera expresion, y en g(x), la segunda:

O W___FIX ] o 3
f(x)=1{(6371000+x ¥ |f(x)=<«)?-6371000°| [&{x)={13xx1000

V- W FIX 3 FIX 3 FIX
Rango tabla e K7 TP o] e 155
Iniec. =1 %‘gl AT gsziagr gl % g%q:f
Final :1000 d 301l Ei5%| ezsss ol Sas12] ssacz
Paso :100 1. 00 F01. 00

Sobreescribiendo los valores de x se puede obtener la distancia al horizonte para cualquier altura.
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Problema
Cofre del tesoro

El pirata Nicasio habia acumulado una gran fortuna en monedas de oro y decidio distribuirla en 7 cofres,
que enterraria en 7 islas.

En el primer cofre guardo 2/3 de su fortuna; en el segundo, 2/3 de lo que le quedaba; en el tercero, 2/3 de
la fortuna restante, y asi sucesivamente.

Cuando termindé de guardar las monedas en los 7 cofres, le quedaba una unica moneda en sus manos.
¢De cuantas monedas de oro se componia el tesoro del Pirata Nicasio?
¢{Cuantas monedas guardé en cada cofre?

¢Qué hubiera pasado si en lugar de distribuir su fortuna en 7 cofres lo hubiese hecho en 23?

Una manera de abordar este problema consiste en resolverlo de atras hacia adelante, empezando por la moneda
en manos de Nicasio. Para hacerlo, conviene empezar por el caso mas sencillo, en que hubiese un solo cofre.

En esas circunstancias, la moneda que tiene Nicasio en sus manos representa % de su fortuna, ya que dentro del
cofre hay % es decir, el doble de lo que hay fuera (% =2- %) En consecuencia, dentro del cofre habria

2 x 1 =2 monedas, de manera que la fortuna total de Nicasio ascenderia a 3 monedas.

Siguiendo este razonamiento, si se afiadiera un segundo cofre, el numero de monedas contenidas en él seria el doble
de las 3 monedas calculadas anteriormente, de manera que la fortuna total de Nicasio ascenderia a 9 monedas.

2 1
3 3
I\ I\
r \ f \
2 1
3 3
AN N
r \ r \

Para calcular la fortuna total de Nicasio utilizando la calculadora, se introduce en primer lugar la moneda que tiene el
pirata en sus manos (1).

o W J.

1

Seguidamente se multiplica esta cantidad por 2 (Ans x 2), con lo que se obtiene el niimero de monedas del primer
cofre. Para obtener la fortuna total, se suman las monedas que hay en el cofre con el numero de monedas que hay
fuera de €l, (Ans + Preans).

Para obtener los dos resultados a la vez hay que introducir en la calculadora la expresion:

i W &
.P.nsxaz‘ iAns+PreAns




El signo de los dos puntos (:) que se ha introducido entre las dos expresiones permite obtener los valores

correspondientes de manera sucesiva cada vez que se pulsa (=).

Primer cofre

Fortuna acumulada

Se comprueba que el numero de monedas en cada cofre es:

Monedas

Cofre 1

Fortuna acumulada

Cofre 2

Cofre 3

Cofre 4

Cofre 5

Cofre 6

Cofre 7

=
-
AnSXZ" * ANS+PreAns "E‘
3 E
Segundo cofre Fortuna acumulada &:
T
Ans x‘? * ﬁns+ﬂ eAns
& 9
Tercer cofre Fortuna acumulada
Ans x'? * ﬁns+ﬂ eAns
18 27
Cuarto cofre Fortuna acumulada
T
Ans 152'1 * ﬁns+ﬁ eAns
54 g1

Del analisis de esta tabla se deduce que el numero de monedas que hay en los cofres responde a una
progresion geométrica de término general a, = 2 - 3", mientras que la fortuna acumulada responde a una
progresion geomeétrica de término general 4, = 3”. En consecuencia, otra manera de realizar el calculo, en caso
de que el método anterior se considere demasiado complicado, consiste en introducir las siguientes funciones
en el menu tabla.

wor W
1 (x)=2x3""!

]
g (x)=3"

Con lo que se obtieng, para el

caso de 7 cofres, el siguiente resultado:

'l L LT 3] alxd = Tixd alxd
1| I 2 3 4 ) B1
2 & 9 3 162 243
3 12 27 & 485 TZY
1 4 - 2l 1 . 1433 2187

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Proporcionalidad

Completando tablas de proporcionalidad

N h I
| - -

Miguel quiere completar su coleccion de cromos, por lo que se ha dirigido al colmado de su barrio y ha
comprado 6 cromos por un precio total de 0,72 €.

20

Al ir a pagar, el duerio del colmado le ha comentado que un unico reponedor tardaria 24 h en colocar
todo el género que hay en las estanterias, por lo que ha tenido que contratar a varios reponedores.

Completa la siguiente tabla, en la que se muestra el numero de cromos que se compran y su coste,
expresado en euros.

N¢ de cromos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Coste (euros) 0,72

E ¢Existe alguna relacion entre estas dos magnitudes? ¢De qué tipo de relacion se trata? Justifica tus respuestas.

B Completa la siguiente tabla, en la que se muestra el tiempo que se tarda en colocar todo el género en las
estanterias en funcion del numero de reponedores.

N¢ reponedores 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (horas) 24

n ¢Podrias escribir la expresion algebraica que relaciona una magnitud con la otra?

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
jesiem » El alumnado debera conocer el concepto de proporcionalidad directa y
proporcionalidad inversa antes de realizar esta actividad.

* La calculadora esta configurada de fabrica para que muestre los resultados en

= forma de escritura natural. En esta actividad puede resultar inconveniente utilizar
tal forma de escritura, pues los resultados se proporcionaran invariablemente en

v forma fraccionaria. Es posible obtener, a partir de la expresion fraccionaria, la forma
decimal, y viceversa, presionando la tecla [#0). Sin embargo, resulta mas cémodo

. modificar la configuracion de la calculadora en el modo 2: E Mat/S Decimal, tal

como se indica a continuacion:
([E) K @
1:Entrada/Salida | |1:E Mat/S Mat
2:Unidad angular 2:E Mat/S Decimal
J:Formato nimero 3:E Linea/S Linea
4:Simb ingenieria 4:E Linea/S Decim

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Un primer método de resolver este apartado consiste en calcular el coste unitario, es decir, el coste de un unico cromo.

0.72 " *
=6

0.1

A continuacion, se va multiplicando el numero de cromos por el precio unitario. Puede realizarse mentalmente la
operacion y comprobarse despues los resultados con la calculadora:

N2 de cromos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Coste (euros) 0,12 0,24 0,36 048 0,60 072 0,84 0,96 1,08 1,20

También se puede completar la tabla utilizando la tecla ANS. Para ello, se introduce, primero, el coste unitario de
los cromos:

OH0EE
0.12 " *

0.1

Seguidamente, se suma a este resultado nuevamente el valor unitario, para obtener el valor de 2 cromos:

HOHOOEAE
Ans+0. 12

-

0.2

Al presionar la tecla (=] se obtiene el precio de 3 cromos, 4 cromos, 5 cromos... y asi sucesivamente.

= =
Ans+0. 12 * Ans+0. 12

-

0. 36 0. 48

<
=
-
(%)
2.
E
e
<
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La actividad también puede resolverse utilizando el menu Hoja de calculo.

En la primera columna se introduce el numero de cromos. Para hacerlo, se introduce en la primera celda el valor 1
y, seguidamente, se introduce en cada celda el valor de la celda anterior mas una unidad; es decir, se aplica la
formula A1+1.

(MENG) @ B3]8] o (10 OB EE
1]
1:Rellen férmula | |[Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=al+1
3:Editar celda Rango :A2:4A100
4:Espacio libre

En la segunda columna se introducen los precios. Para hacerlo, en cada celda se introduce el resultado de
multiplicar por 0,12 la celda contigua.

e (1) eOXOODRE

[]
1:Rellen férmula | |[Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=A1x0.12
3:Editar celda Rango :Bl:B10i
4:Espacio libre

)
=A1X0. 12

Otra manera de completar la columna de los precios seria introducir 0,12 en la primera celda y sumar,
sucesivamente, 0,12 al resto de celdas.

OO ) HOODRAE

L]
a 1:Rellen férmula | [Rellen férmula
: 2:Rellenar valor Formul=C1+0.12
xi) | 3:Editar celda Rango :C2:C10
4:Espacio libre

s

Se observa que con esta estrategia se obtienen los mismos resultados que en el caso anterior.

T T

- - ]
] s M i 10 1.7 1.2
4 a4zl 0. 48] 11
=C1+0.123 =Co+0. 12

Respuesta abierta.

Si un reponedor tarda 24 horas en colocar todo el género en las estanterias, dos reponedores tardarian las mitad
de tiempo; es decir, 24 : 2 = 12 horas. Tres trabajadores tardarian una tercera parte, es decir, 24 : 3 = 8 horas.

De este razonamiento se deduce que el tiempo que tardan los reponedores en colocar todo el género resulta de
dividir el tiempo que tardaria en colocarlo un solo reponedor (24 h) por el numero total de reponedores:

N¢ reponedores 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (horas) 24 12 8 6 4.8 4 342 3 2,66 24




V4

Para rellenar la hoja de calculo hay que considerar que la primera columna, que corresponde al numero de
reponedores, puede rellenarse a partir de los sucesivos numeros naturales.

En la primera celda de la primera columna se introduce 1.

<
=
—
(A8
>3
=
(24
<

En las siguientes celdas se introduce la formula Al + 1, tal y como se indica a continuacion:

1]
1:Rellen férmula | |[Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=Al+1
3:Editar celda Rango :A2:410
4:Espacio libre

La segunda columna se rellena dividiendo 24 por el numero de reponedores:
aJ AlEt K1)

1]
1:Rellen férmula | |[Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=24-+4A1
3:Editar celda Rango :Bl1:EBl10
4:Espacio libre

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Proporcionalidad

Interés simple e interés compuesto

27/

V4

El interés simple, I, es el beneficio que origina una cantidad de dinero llamada capital, C, en un periodo
de tiempo, 7 a un rédito determinado, 7. Se entiende por rédito el tanto por ciento anual, mensual o diario
que paga un banco por tener depositado un dinero determinado.

<
14
-
(A8
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Interés anual Interés mensual Interés diario
I_C‘r'z‘ I=C'r'l =C'r‘t
100 1200 36 000

Cuando el interés que se obtiene al final de cada periodo de inversion no se retira sino que se reinvierte,
anadiéndose al capital, se habla de interés compuesto. Si un banco ofrece un rédito del » % anual a interés
compuesto, en un afio, un capital C se transforma en:

C(” 160)

Al cabo de 7 arios, dicho capital C se transforma en:

C(l + 160)”

Realiza una investigacion sobre qué es el IPC y qué significa en términos econdmicos.
E ¢{Como afecta a tu recibo de la luz un aumento de IPC del 10 %?

B Si el sueldo de una persona que cobra 1 020 € mensuales aumenta segun el IPC,
écuanto cobrard en el proximo afo?

n Calcula el interés que se obtiene al depositar 20 000 € durante 4 afios en una entidad bancaria que ofrece un
rédito anual de 2,75 % a interés simple.

B Halla en cuanto se transforma un capital de 20 000 € depositado en una entidad bancaria que ofrece un
rédito anual del 8 % durante 4 afios a interés compuesto.

Federacidn
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- MATERIALES

S ———— Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia
= NIVEL EDUCATIVO

———t 32 de ESO

. ORIENTACIONES DIDACTICAS

» Siempre que llega principios de ano, los medios de comunicacién presentan
informaciones sobre cuanto ha subido el coste de la vida, lo que en términos

. economicos se conoce como IPC. El calculo del IPC es una de las principales

aplicaciones de los aumentos y disminuciones porcentuales, junto con el calculo

de hipotecas, TAE, amortizaciones de capital, etc. Es por ello necesario que

los alumnos se familiaricen con estos conceptos y que vean sus aplicaciones

practicas, ya que deberan utilizarlos con frecuencia en su vida cotidiana.

Se puede pedir a los alumnos que traigan sus propias facturas de la luz para
trabajar con ellas y analizar los diferentes conceptos que aparecen, entre ellos el
IVA (otro ejemplo de aumento porcentual).

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Respuesta abierta.

Supongamos una factura de la luz de 60,35 €. En ese caso, el aumento del IPC supone un aumento en la factura,
de manera que el precio de esta pasa a ser:

6. 04

Es decir, se ha producido un aumento de 6,04 €.

El sueldo asciende a:

102 .

] &

1122, 00

Luego, el incremento en el salario ha sido:

1122-10

-

102, 00
Es decir, de 102 €.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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El interés que se obtiene al depositar 20 000 € durante 4 afios al 2,75 % de interés simple resulta:

20000%2, 75%4+100

2 200, 00

Es decir, se obtiene un capital final de 2 200 €.

Para responder a esta cuestion entramos en el menu tabla e introducimos la funcidon que proporciona el interés
compuesto, es decir:

flx)=20000- (1+55)

bew) (9] O000N0NEEEOOHLDO®NEIEH)

]

t (x)=20000( 1+785)"

Al pulsar (=], aparece una pantalla que permite introducir el valor inicial, que en nuestro caso es 1 (primer arfio), el
valor final, que es 4 (42 afio), y finalmente el paso, que en nuestro caso es 1 (ya queremos ver como varia nuestro
capital afio a ario).

Rans?tabla
Inic. =1
Final:4

@ CASIO fp =

Matemitcas



Problema
Empresa offshore

Un empresario cred una empresa offshore en las Islas Virgenes para no pagar impuestos en su pais y
ganar, asi, mas dinero. Invirtié 3 millones de euros y el banco de las Islas Virgenes le ofrecidé un interés
compuesto del 5 % anual durante 10 afios. El empresario se acogio a una amnistia fiscal del Ministerio
de Hacienda segun la cual habia de pagar el 10 % del dinero no declarado en concepto de multa.

Vé

<
=
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(a4
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a) ¢A cuanto ascendio su capital al cabo de 10 arios?

b) iCuantas veces aumento su capital?

c) Si declaré todo el dinero que habia ocultado al fisco, écuanto pagd de multa?

a) La férmula del capital para un interés compuesto es:

@:@@+%ﬁ

Donde (G, es el capital inicial, 7 es el interés y £ es el tiempo transcurrido expresado en afios.

Se designa con A la variable capital inicial, con B la variable interés y con C la variable tiempo, y se usa la funcion
CALC.

(ew (©) (O 3 (3 & @3 ¢ @ ([ [0 @ & OJ (7 @6 (x]

T
Pﬂ[ 1+m]
&) 1= B E= @)= =

] C w JF.B C i JF.B C & JF.B C &
a(1+185) a(1+155) a(1+185) a(14755)
A =3xu6 1886683, 88

Al cabo de 10 arios el banco le reembolsara 4 886 683,88 €.

. . . C
b) El nimero de veces que aumentd su capital es —

g () B) 609 (6] =)

-
Ans +ﬂé =106

1. 628894627

Al cabo de 10 arios el dinero se multiplicara por mas de 1,6.

c) Lamulta es Cr %:

AEEFEEEEEFAHNEEAEXDDETOO0OE
1886683. 88%10+100

488668, 388

Con la amnistia fiscal, el empresario pagara la irrisoria cifra de 488 668,39 €.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Resolucion de triangulos. Valor de una expresion.

Teorema del coseno

01

Los problemas que se plantean en topografia y navegacion exigen la resolucion de triangulos, es decir, la
obtencion de sus elementos (lados y angulos) desconocidos a partir de los conocidos.

\|

<
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La resolucion de un tridangulo puede obtenerse mediante su construccion geométrica (con regla y
compas) o utilizando expresiones trigonomeétricas (como los teoremas del seno y el coseno). Estos
problemas pueden tener solucion unica, dos soluciones o bien pueden ser de imposible solucion.

A continuacion se utilizara el teorema del coseno para resolver un triangulo.

Dicho teorema es una generalizacion del teorema de Pitagoras. En francés lleva el nombre del matematico
y astronomo persa al-Kashi. Dicho teorema dice asi:

A _ _ _
Dado un triangulo 4BC de lados conocidos BC =a, AC = by AB =, ¢
se tiene:
o2 =24 2 — /- 2=
at=b*+¢ ZbccosA:A—arccos( — ) P ;
eb?=g?+c*-2accos B> B = arccos(%)
—cac
ec?=g%+b?-2abcos C= C = arccos(#) A B
oub c

A
Resuelve el triangulo ABC, de lados @ = 15, b =34y ¢ = 35.

A a
B Resuelve el triangulo ABC, conocidos =4, c=3y A = 60°.

A N
B Resuelve el triangulo ABC, conocidos a =3, c =4y A = 30°.

@ CASIO gp =
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» El alumnado debera saber como calcular el valor numérico de una expresion
algebraica previamente a la realizacion de esta actividad.

« El alumno tiene que conocer las razones trigonomeétricas.

« Para realizar la actividad se utilizara la funcion CALCy el modo Ecuacion/Funcion,
que permite la resolucion de ecuaciones de segundo grado.

» Se utilizaran razones trigonométricas para calcular &ngulos (modo angular
sexagesimal).

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

De este triangulo se conocen los tres lados y se desconocen los angulos. Para determinar el angulo 4, se introduce
en la calculadora la expresion:

A= arccos(%)
SHT (=) [P) ) (7 (=) (aie
(A (1 @ (=) (2] (X) (ae) o9 (X) (et} (2 @ O
az-Bz-cz‘H
ﬁrccos[ —2XBXC

Seguidamente, se presiona y se substituye en la férmula los valores A —> a =15, B—> b =34, C—> ¢ = 35.

) DEE B@E BEE
Fa ] v ] va ] A
A’ —B*—C? [ A?—B?—C* [ A?—B*—C*
ﬁrccos[ —BXBXC Arccos —BXEXRC Arccos —BXBXC
A =15 B =3 C =35
Al presionar (Z] se obtiene el valor del angulo A
&
O W i i
A?=-B*—C? A?-B?—C?
Arccos{“axpxc ) | [Arecos|"axpxc
25. 05761542 25°3'27. 42"

En consecuencia, el angulo resulta 4 = 25° 3’ 2742"

Para determinar el valor del angulo B se procede como en el caso anterior, sustituyendo los valores
A—>b=34B—>a=15 C—>c=735

WREENEEEEEER

] i
A?—B?—C?
ﬁrccos[ —2XBXC

73°44°' 23. 26"
Es decir, B = 73° 44’ 23,26".

ALGEBRA

\|
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El angulo C se calcula como en los casos anteriores. Ahora se sustituyen los valores 4 —> ¢ =35, B—> a =15,

C—b=34
WEEENEEREBEEE]

] i
A?=B*—C?
ﬁrccos[ —2XBXC

g1°12°9, 32"

En consecuencia, C =81°12'9,32".

Cc

A = 25,0576°
B =737398°
C = 81,2026°

A

El tridngulo resulta con las dimensiones que se muestran en la figura adjunta.

Para calcular el lado 4 se utiliza la férmula del coseno: g = / b2+ c2—2bccos A

E i
{42 432-2x4x3%cos (&
{13

Por tanto, a = +v/13. Se almacena este valor en la variable A.
&
ﬁns—iﬁ.

{13

Para calcular el angulo B se utiliza el teorema del coseno: B = arccos(

i
42 _AE _32
—-2XAXT

T3°53'52, 39"

]
ﬁrccos[

En consecuencia, B=73°5% 52,39".
Por tanto, C=180°- A+ B).

180° = (60° +73° 53° it}

46°6° 7. 61"

Es decir, C = 46°6' 761",

Si se resuelve graficamente el problema se observa que existen
dos soluciones.

Se utiliza la formula del coseno a2 = 42 + ¢ — 2b¢ cos A para
calcular el lado 4.

32=52+4>-2b-4- cos30°
Se observa que se trata de una ecuacion de segundo grado.

Para resolver la ecuacion utilizando la calculadora, se pasan
todos los términos, ordenados segun el grado, a uno de los
miembros de la ecuacion. Es decir, se iguala esta a cero:

DP+42-8-cos30°-h-9=0=42-8-cos30°-6+7=0

Federacidn
Expaiiala de
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Profesares de
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C
a=36lcm
E =73,8979°
C =46,1021° a
A B

b=570cm b=1,
B=1082°
C=418°




Una vez se tiene dispuesta la expresion algebraica de esta manera, puede utilizarse el modo Ecuacion/Funcion
para calcular el lado 4, resolviendo la ecuacién de segundo grado.

(ENY) (=) @ @ =
i - O W [
1:8ist ec lineal Polindmica
Balhg NJBBg 5Tl Enica :Grado? —ce e+ O

" 38 g

Seleccionar 2~4

Se introducen los coeficientes correspondientes y se presiona (=], con lo que se obtienen las dos soluciones de la

ecuacion:
= = =
] [ ] [ ] [ i
ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
InE= 6. 9282y O K= Ko=

7

{5+24{3

-{5+24{3

Se analizan ahora separadamente los tridangulos que resultan de considerar cada una de las soluciones de la ecuacion:

a)b=+5+2/3=570

Se considera la primera solucién y se aplica el teorema del coseno para calcular el angulo B:

- & &
({5 +2{3)°~32—4? ]
Arccos —oxaxad
108. 189685

180°2(30°+108° 11°0)

41°48°'37.13"

b) b =-v/5+2v/3=123

El angulo C se calcula como C = 180° - (4 + B). Por tanto:

] r &
({5 +2(3 )*-37—42 ]
ﬁrccos[ “o%3%d

108°11'22.87

Se considera la segunda solucion y se aplica el teorema del coseno, con lo que se obtiene:

[ (={B+2(3) -32-42
—{5+2{3 )’ -3°—4 ]
Arccos —2x3%4

11.810314

Es decir, B = 11° 48 3713".

[ (={B+2{7 Pmzima?
—{5+2{3 —_—4]
Arccos —o%3Xd

11°48'37.13

En cuanto al angulo C, se obtiene a partir de C =180° - (4 + B). Por tanto:

180°2(30°+11° 48° :0)

138°11°'22. 87"
C=138°1122,87"

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Regularidades numericas

Sumas finitas

02

Siendo aun un nifo, el matematico aleman Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) pudo resolver en
pocos segundos el reto que le planted su profesor de Matematicas:
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«¢Cudl es el valor de la suma de los 100 primeros numeros naturales?»

Gauss observo que el primer numero natural, 1, y el ultimo de la lista, 100, suman lo mismo que el
segundo numero, 2, y el penultimo, 99, y asi sucesivamente, por lo que concluyd que la suma de los 100
primeros numeros es:

(1+100) - 232 = 5 050

La siguiente figura muestra graficamente este resultado para los 12 primeros niumeros naturales.

©O 00 N O »n b KW D P

=
o

(IR
[N

P D W A~ O O

=
[\

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13x12 _

5 78.

En la figura superior se observa que la suma de los primeros 12 numeros naturales es

a)Calculal+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+ 13
b) Calcula la suma de los 500 primeros numeros naturales.
c) Utiliza la funcién sumas finitas de la calculadora para calcular las sumas de los apartados anteriores.

d) Generaliza los resultados obtenidos.

E Realiza las siguientes sumas:

a) Suma de los primeros 500 numeros pares.

b) Suma de los primeros 100 multiplos de 3.

c) Suma de los primeros 100 cuadrados perfectos.
d) Suma de los primeros 50 cubos perfectos.
e)8+9+10+...+100 =
fll1-2+3-4+5-6+...499-100 =.

g -4+5-6+...4+99-100+101=

h) Suma de los primeros 20 términos de la sucesion 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128...

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
« Esta actividad plantea la busqueda de patrones en problemas aritméticos y la
generalizacion de los resultados obtenidos.
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» Para desarrollar la actividad se hara uso de la funcion Sumas finitas, que permite
resolver sumas finitas de progresiones aritmeéticas y geomeétricas. Se accede a
dicha funcién mediante x].

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

a) La suma de los 13 primeros numeros naturales es igual a la mitad del area del rectangulo de dimensiones 14 x 13.

1413 _
2

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13 = 91.

b) La suma de los 7 primeros numeros naturales es igual a la mitad del area del rectangulo de dimensiones (7 + 1) 7.
Es decir:

_ (n+1)n
Sy=-">
Para calcular la suma de los primeros 500 numeros naturales se introduce la expresion (e +21)x:
6D @2
B 0
(x+1)x
2

Seguidamente se hace uso de la funcion , COMo se muestra a continuacion:

OEO00O0E =
(x+10% (x+1)% *
2 2
x =500 125250

c) Los apartados anteriores se pueden resolver haciendo uso de la funcidén suma finita:
] r ] r
(x) (x)

= =

B 500

a) Para calcular la suma de los primeros 500 numeros pares se efectua ZZx:

o x=1
ﬁ(ﬁ\:}
m

i

250500

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



100
b) Para calcular la suma de los primeros 100 multiplos de 3 se efectua ZSx:

o x=1
g{&x}
m

i

ALGEBRA
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15150

100
c) Para calcular la suma de los primeros 100 cuadrados perfectos se efectua sz:

g{x;i

x=1

i

338350

50
d) Para calcular la suma de los primeros 50 cubos perfectos se efectua Zx3:

g x=1
g(x“_]i

i

100
e) Para calcular 8 + 9 + 10 + ..... + 100 = se efectua Z X:
x=8

]
g{x}

i

502

100
f) Paracalcular 1 —2+3 -4 +5—6+ ...+ 99 — 100 = se efectua Z (=1)**
x=1

]
ﬁ( (-1)*"'x)
m

i

=50
101
g) Para calcular -4+ 5 -6 +.... + 99 — 100 + 101 = se efectua (=1)*+x:
e ry x=4
P (-1r"x)
=d
4

h) Para calcular la suma de los 20 primeros términos de la sucesion 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 128 + ..... se efectua
20

5

x=1

gtg

2097150
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Problema

Suma finita

Determinar el numero natural 7 tal que:

1

1

L =
142 2+

..... ar
Vr+yn+l

=10

En primer lugar, se racionalizan los primeros sumandos (la calculadora lo hace de forma automatica):

Sumando 1 Sumando 2 Sumando 3 Sumando 4
1 T H P 1 T H P 1 T H P 1 T H P
1442 12+{3 13+{4 {4+4{5
-1+42 {3-42 2-{3 -2+4{5
Se pueden ahora anotar las sumas de los primeros 7z sumandos:
-1+v2 -1+V3 1 -1+5

Se observa que S, = — 1 + /7 + 1. Para determinar el nimero natural para el que la suma alcanza el valor 10, hay
que resolver la siguiente ecuacion:

10=-1+vn+1

Esta ecuacion puede resolverse con la funcién SOLVE, a la que se accede mediante la combinacion de teclas (SHFT) [CALC).

POEEEE
Do mEm DO ) ) &
—1+'jx+1 =10 ’ —]+'jx+1 =10 ’
120
L-R= 0

Luego, el numero natural pedido es el 120.

Otra manera de resolver el problema consiste en utilizar el menu Tabla, para determinar la antiimagen de 10

segun la funcion:

I o
fix = Zlﬂ+\/x+—1

Para ello se procede de la siguiente manera:

ENXEO® WX
COHWXIBO®
(veng) (9] IR E
& ] ]
g ldh g A\ g fy=mf—1 R?n?o E%Bla
" X¥d %4 ’g[ 2 +{x+] ] g?ngiz?gn
H aso

imagen de 10:

20

L
X iz
60| 6. 8102
TO| T.4261
20 o
0. 555

a0

L

X T{x2

100| 9. 0453
1 110)9. 5355
11) I 10
1 1300110, 445

120

Como se observa, el numero buscado es el 120.

ALGEBRA
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Regularidades numericas

Recurrencia en una tabla de multiplicar

03

La tabla de multiplicar presenta interesantes relaciones entre los numeros que contiene. Si te fijas, por
ejemplo, en la diagonal principal de la tabla, observaras que esta formada por la sucesion de cuadrados
perfectos:
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1, 4,9 16, 25, ..
La generalizacion matematica de dicha sucesion es a, =n% conn=1,2,3, ...

Observa la siguiente tabla de multiplicar, en la que los niumeros aparecen dispuestos formando una
escuadra de carpintero:

T2 26 |36 |48 | 0| 72 | or |56 108|120 132 | 104
12
Tis | 28 | 42 | 5 | 70| a4 | o0 | 112 | 126 | a0 | 150 s6n 162 190

Halla la suma de los numeros contenidos en cada escuadra:

1

2+4+2

3+6+9+6+3
4+8+12+16+12+8+4

B ¢Se observa alguna regularidad en dichas sumas?
B Calcula la suma de todos los numeros que forman la escuadra numero 16.

n Calcula la suma de toda la tabla 15 x 15.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
« Esta actividad plantea la busqueda de patrones en problemas aritméticos y la
generalizacion de los resultados obtenidos.

» Para desarrollar la actividad se hara uso de la funcion Sumas finitas, que permite
resolver sumas finitas de progresiones aritmeéticas y geomeétricas. Se accede a
dicha funcién mediante x].

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

El resultado de la suma de los numeros contenidos en las primeras escuadras puede calcularse directamente:
1,2+44+2=83+6+9+6+3=274+8+12+16+12+8+4=64

Para calcular las siguientes sumas se recurre a la funcion Sumas finitas:

T & o ] &
iitsxni‘l(ﬁx} fi(ﬁx}+§i(5x} ﬁ{?xnﬁiﬁx}
iw ¥= = #= iw =

12 216 343

Como se observa, la suma de los numeros contenidos en las escuadras coincide con la sucesion de los cubos
perfectos:

13=1,25=8,3=274°=64,5=1256°=216 .. n®

La suma de los numeros contenidos en la escuadra 16 es:

L ] r L ] r
g{l&z}+g(lﬁx) 16°
- * Se comprueba que dicha
40 suma es 16%. 40

Se puede demostrar de forma analitica que el resultado de la 7-ésima suma es 7°;

n-l+n-2+..+n-n-+n-n+n-n-+n-n-2)+..+n-2+n-1=
l+n l+n-1

=n-1+2+..+m+n-1+2+..+n-1)=n- 5 >

l+m n-1
- 2.
n ( 2 T2

)=n2~n=n3

15
La suma de todos los numeros de la tabla 15 x 15 es Z ns:

gtx;i

r n=1

14400

En consecuencia, la suma de todos los numeros de la tabla 15 x 15 es 14 400.
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Regularidades numericas

Torre de numeros impares

04

El triangulo de Pascal o de Tartaglia es una disposicion de numeros en forma triangular en la que cada
numero de la fila inferior es la suma de los dos numeros superiores contiguos.

ALGEBRA

\|

Algunas propiedades numeéricas del tridangulo de Pascal son las siguientes:

¢ La segunda diagonal esta formada por los numeros naturales. 1 1
12345, .. 1 2 1
¢ La tercera diagonal esta formada por los numeros triangulares. 1 3 3 1
1, 3,610, ..
¢ La suma de las filas corresponden a las potencias de 2: 1 4 6 4 1
2,4,8,16,32, .. 1 5 10 | 10 5

Observa la siguiente piramide de numeros:

¢Los elementos de qué fila suman 29 791?

B ¢Qué numero ocupa la posicion 6 en la diagonal (1, 3, 7, 13, 21, ...)? ¢{Y la posicion 1007
Generaliza el resultado.

B ¢Qué numero ocupa la posicion 6 en la diagonal (1, 5, 11, 19, 29,...)? Y la posicion 1007
Generaliza el resultado.

n ¢Qué numero ocupa la posicion central en la fila 7? Generaliza el resultado.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

" NIVEL EDUCATIVO
i 42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
« Esta actividad se plantea con la intencion de buscar patrones en problemas
. aritméticos y de generalizar los resultados obtenidos.
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» Enla actividad se estudian sucesiones aritméticas de segundo orden y sucesiones
de numeros cubicos perfectos.

« Conviene hacer uso del menu de Estadistica bidimensional, concretamente de la
opcion Regresion cuadrdtica, para calcular el término general de la sucesion.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

La sucesion correspondiente a las sumas de las filas es:
1,3+45=87+9+11=2713+15+17+19=64...
Es decir, se trata de la sucesion de las potencias cubicas de los numeros naturales: 13, 23, 33, 43... #°.

En consecuencia, la fila cuyos elementos suman 29 791 es:
] r

29791

Para calcular el término general de la sucesion formada por los elementos de la primera diagonal (1, 3, 7, 13, 21, 31,...)
se entra en el menu Estadistica y se selecciona la opcion correspondiente a la regresion cuadratica.

Seguidamente, basta con introducir los tres primeros términos que forman la sucesion:

(e (2 @ (ad oy (3)
xe 1:1-Variable ® v yagetn
*= 2EJM 2:y=a+bx I ﬂ:fr

3:y=at+bx+cx= — T o=l
2:Estadistica d:y=a+b+1ln(x)

En consecuencia, el término general de la sucesion es 4, = 72 — 1 + 1, y el término 100 es:

]
100°=100+1

Se puede comprobar que se trata de una sucesion aritmeética de orden 2:

3
= -
" ¥ vk
1 é é g:?d El té‘rmino gene-ral de la l DDZ"']. DD_]_
e « sucesion es ¢, = 72 + 7 — 1
y el término 100 es: 100
Fila 1 3 = Z r—

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Regularidades numericas

Numeros poligonales

05

ALGEBRA
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Laura apila sus lapices de colores en filas de forma que cada lapiz de una fila se coloca entre dos lapices
de la fila inferior. Ha construido con los lapices una piramide de diez filas y se pregunta cuantos lapices
tiene y cuantos lapices necesitaria para apilar 15 filas.

En matematicas, decimos que un numero es poligonal si su representacion mediante puntos, piedras,
monedas, etc. puede recomponerse en forma de poligono regular. Existen numeros triangulares,
cuadrados, pentagonales, hexagonales... A continuacion los descubriremos y trabajaremos con alguna de
sus propiedades.

Observa las figuras adjuntas y completa la tabla con el numero de puntos que hay en cada figura segun el
valor de 7:

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=1 mn=2 n=3 n=4 nN=5 n=6 n=7 n=1 n=2 nN=3 N=4 N=5 N=6 N=7

Triangulares
Cuadrados
Pentagonales
Hexagonales

—_
T =
T 0
v £
)
=
~ 0
o

B Considera ahora el numero de puntos que se afiade a cada figura respecto de la figura anterior y completa la
tabla.

Triangulares
Cuadrados

a) {Puedes escribir mas términos de la sucesion de diferencias? (Por qué?

b) ¢{Puedes escribir el término general de la sucesion de diferencias para los numeros hexagonales,
heptagonales y octogonales? (Puedes reconstruir la sucesion de numeros poligonales correspondiente?

B Calcula el octavo, noveno y décimo numero triangular.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

 Esta actividad tiene dos partes. La primera esta disefiada para que el alumnado
descubra que cualquier numero poligonal se puede calcular a partir de dos
numeros triangulares, segun la siguiente formula:

\|

<
ac
/M
[
O
-
<

Tpn=T3n+p-3)-T3n-1

Donde 7,7 es el n-ésimo numero p-agonaly 73,z y 73,7 — 1 son los n-ésimo y
u n-1-ésimo numeros triangulares.

« Se trata de aprovechar el conocimiento que tiene el alumnado sobre progresiones para construir la tabla de
numeros poligonales por columnas, conocida la sucesion de numeros triangulares. Si se estima oportuno, se
pueden utilizar imagenes parecidas a las siguientes, como apoyo visual a los razonamientos.

n=1 mn=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=1 n=2 n=3 N=4 N=5 N=6 N=7

n=1 n=2 n=3 N=4 N=5 N=6 N=7

» Se puede trabajar con la formula para la suma de los términos de una sucesion aritmética para obtener el
término general de cualquier sucesion de numeros poligonales a partir de la progresion de las diferencias de
términos sucesivos. En este caso, se trabajara con la tabla de numeros poligonales por filas.

 Para facilitar la automatizacion de los calculos, se rellenara la tabla haciendo uso de la funcion . La tecla
(S=) permite obtener los nimeros poligonales como la suma de los 7 términos de una progresion aritmética.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Para rellenar la cuarta columna de la tabla (7 = 4), hay que calcular el valor de la expresion
Tpa=T34+(p-3)-T33parap=34,5y6 donde 7T34=10y T33=6.
Para ello, hay que introducir en la calculadora la expresion:
Tp,4=10+(p—3)-6
ERJOBIE3) HE0O0XIE
10+(x-3)x8

Seguidamente, se calculan los valores numeéricos correspondientes:

o @E ) (5] (=) ) (6] =)
10+{x-3)%6 10+(%=3)%6 10+{x-3)%6
x =4 ¥ = v =
U U U
10+{x-3)%6 10+(%-3)%6 10+(%=3)x6
16 2 28

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Procediendo andlogamente con el resto de columnas, se obtiene la tabla siguiente:

ALGEBRA

N

Triangulares

Cuadrados

Pentagonales

- g
D —
T 0
»n £
3 S
=
~ 0

o

Hexagonales

Heptagonales

Octogonales

(o]

Nonagonales

Lados del
poligono (p)

=
(=]

Decagonales

Hasta ahora se ha trabajado en la forma de completar la tabla de arriba hacia abajo, relacionando los distintos
tipos de numeros de una misma iteracion y utilizando para ello solamente el concepto de progresion aritmética.
Ahora se va a aprender a ampliar la tabla horizontalmente, considerando cada tipo de numero de forma aislada, y
descubriendo lo que tienen en comun.

Se puede trabajar con tablas como las siguientes:

n

Triangulares

Diferencias de términos sucesivos

n

Cuadrados

Diferencias de términos sucesivos

n
Pentagonales

Diferencias de términos sucesivos

n

Octogonales

Diferencias de términos sucesivos

Los términos generales de las sucesiones de diferencias para los numeros hexagonales, heptagonales y
octogonales son 4% -3, 5k -4 y 6% -5, respectivamente.

Para calcular los octavo, noveno y décimo numeros triangulares se hace uso de la tecla (Z=).

EAXXCHN®EE @@EEE @@EHOE

H H P H
{i(:x:} gi(x} g(z)

26 4 5
Los valores de 7 en el sumatorio se han modificado manualmente haciendo uso de los cursores.

& &
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Se puede también hacer uso de las teclas (19, (=) y la combinacion (que proporciona dos puntos “:").

Este método es algo mas engorroso para series cortas, pero mucho mas rapido cuando hay que generar un
numero elevado de términos.

R ClBCl M @ICHEN R EN @] el E)
8-‘.&”“ i A ] i A ] i
2 (x) 2 (x) A+1-+4]
x=1 k=1
=

Lo que se hace es asignar el primer valor de # a la variable 4 y a continuacion se escribe la formula, utilizando
los dos puntos “:" para ejecutar dos célculos en una misma linea. Seguidamente, se asigna a A el valor 4 + 1. La
calculadora realiza de forma automatica el primer calculo para el valor original de 4.

= = =
A+19A * Ve * A+19A *
2 (x)
=1
9 4 10

Al presionar a la tecla (=), se realiza la asignacion de un nuevo valor a la variable A4, después se calcula
nuevamente la suma para el nuevo valor de A4, y asi sucesivamente.

] &

]
2 (x)
x=1

I Ampliacion

Considera el tablero 4 x 4 de la figura:

¢{Cuantos cuadrados se pueden formar en el tablero? (cada uno de los cuadrados formados tiene que
contener cuadrados completos blancos o negros).

Si se dispusiera de un tablero 8 x 8, jcuantos cuadrados se podrian formar?

Si se dispusiera de un tablero 7 x 7, jcuantos cuadrados se podrian formar?
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Regularidades numeéricas

Triangulos y sumas

06

Es posible que en algun momento de tu infancia hayas tenido algun juego de construcciones geométricas
con imanes. Si asi ha sido, y aun lo conservas, te podra ser de ayuda para realizar esta actividad. Si nunca
lo has tenido, o no lo conservas, puedes utilizar mondadientes en su lugar.

Dibuja en tu cuaderno los cinco primeros términos de la sucesion, tal y como aparece en la imagen:

1 2 3 4 5

ThA b

E Completa la siguiente tabla con el numero de triangulos que hay en cada iteracion:

n 1 2 3 4 5 6 7
A, 1 4 9

Comenta con tus comparieros la técnica que has utilizado para contar los triangulos.

B Cuenta los triangulos que se afladen en cada iteracion, completa la tabla adjunta y calcula el término general
de la sucesion.

TN

1 2 3 4 5 6 7
1 3 5

n {Observas alguna relacién entre los términos de 4, y los de A,? ¢Cual?

Utilizando dicha relacién, determina 4,5, A, y A,g.

B Considera ahora el numero total de lados que tienen los triangulos de cada iteracion. Si tuvieras que realizar
la décima iteracion con mondadientes, {cuantos utilizarias?

Federacidn
Expafals de
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oE MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II
. NIVEL EDUCATIVO )
e 5 v O v | i 32 de ESO
ik Ak A FvTs
Fr T YTy s .
abdAd ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
" » La mayoria del alumnado, cuando se le pide que cuente los triangulos iguales que
. hay en cada iteracion, tarde o temprano, afiade los tridngulos de una nueva fila a
A A A A A los que ya habia considerado en la iteracion anterior.
ALL G L o L. n .
- AR SAA « Esta actividad esta disefiada para que el alumnado deduzca que Y.~ (27 — 1)=72.
» » Con la actividad se pretende que el alumnado exprese la sucesion de numeros
! impares como una progresion aritmetica, para posteriormente utilizar la formula
A de la suma de los 7 primeros términos de la progresion como medio para calcular

un numero al cuadrado.

o Para realizar la actividad se usara la funcion (E=), a la que se accede mediante la
combinacion de teclas ).

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Respuesta abierta.

La relacién entre las dos sucesiones puede expresarse como A, = A, 1 + an.

De la relacion anterior se tiene que A, = A,y + an —> A, = A,y + 21 — 1. En consecuencia, los términos A, A, y
A,z pueden determinarse como sumas de numeros impares.

] i ] i ] i
E;(E.‘x—l} g(i‘x—l} g(i‘x—l}

El numero de mondadientes se obtiene de multiplicar por 3 el numero de triangulos sombreados de cada iteracion.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Regularidades numericas

Piramides de cubos

07

Las figuras geométricas en el espacio pueden seguir interesantes patrones numéricos. Trata de encontrar
dichos patrones en la siguiente figura:

N
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Se observan dos especies de piramides formadas
por cubos. La primera de ellas, la mas pequenia,
esta formada por 4 cubos y tiene 2 cubos de
altura.

La segunda piramide, situada tras la primera,
tiene una altura dos cubos superior a la piramide
que le precede.

Cada capa tiene una altura dos cubos superior a
la capa anterior, hasta alcanzar los 10 cubos de
altura. A partir de esa capa, las siguientes tienen,
sucesivamente, alturas inferiores en dos cubos a
las capas anteriores.

¢Cuantos cubos hay que utilizar para completar la figura que se ha descrito?

B ¢Cuantos cubos habria que usar en total para construir una figura como la descrita pero de 50 cubos de altura?

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

n ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
 Esta actividad se plantea para buscar patrones en problemas geomeétricos y
generalizar resultados.
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" o Para realizar la actividad se hara uso de la funcion Sumas finitas de la calculadora.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

La primera capa, de 2 cubos de altura, estd compuesta por 4 cubos (4 = 22)

La segunda capa, de 4 cubos de altura, estd compuesta por 16 cubos (16 = 4?)

Como se observa, cada capa tiene tantos cubos como el cuadrado de su altura. En consecuencia, para una
construccion de 10 cubos de altura, el total de cubos utilizados coincide con la suma de los cuadrados de
los 5 primeros numeros pares consecutivos mas la suma de los 4 primeros numeros pares consecutivos, que
corresponde a las caras posteriores. Es decir:

i (2x)? + 24: (2x)?

x=1 x=1

] &
2
giuzx:: ]+:):i((zx)?>
340

Por tanto, hacen falta 340 cubos.

En el caso de una construccion de 50 cubos de altura, el numero de cubos requeridos es:

25 24
Z(Zx)2+ Z(Zx)2
x=1 x=1

] &
2
gum: ]+§_'i((zx)?>
41700

En consecuencia, hacen falta 41 700 cubos.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Regularidades numericas

Numeros poligonales y numeros piramidales

08

Una sucesion {a,}72eN es polinomial de grado 7z cuando el término general de dicha sucesién es un
polinomio de grado 7.

N
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- Las progresiones aritméticas son sucesiones polinomiales de grado 1.
- La sucesion de término general a,, = 72 + 1 es polinomial de grado 2.

Una sucesion {a,}7¢eN es una progresion aritmética de orden £ si la sucesiéon que se obtiene al realizar £
veces las diferencias sucesivas de sus términos es constante.

Analicemos, por ejemplo, el caso de la sucesién 4, = 7% + 1.

an=n2+1 - -

Primera diferencia
sucesiva
Segunda diferencia

sucesiva

Como se observa, la segunda diferencia sucesiva es constante, por lo que se trata de una progresion
aritmética de orden 2.

Las sucesiones polinomiales de grado 7 son progresiones aritméticas de grado 7.

Comprueba que la sucesion de numeros triangulares 7, = {1, 3, 6, 10, 15, ...} es una progresion aritmética de
orden superior y encuentra su expresion polinomial.

E Utilizando la técnica anterior, halla el término general de los numeros cuadrados, pentagonales, hexagonales,
heptagonales y octogonales.

B Fijate ahora solamente en los coeficientes lideres de los polinomios que has obtenido. ¢Existe alguna relacion
entre ellos? Responde a esta cuestion analizando el resto de coeficientes.

u Ensaya una formula para los numeros decagonales.

B Vamos a pensar ahora en 3D. Los numeros piramidales se obtienen si formamos piramides con los
correspondientes numeros poligonales, de forma que una piramide de cuatro alturas y base triangular es la
reconstruccion del numero 20 =1+ 3 + 6 + 10, o lo que es lo mismo, la suma de los cuatro primeros numeros
triangulares. Comprueba que la sucesion de los numeros piramidales triangulares es una sucesion aritmética de
orden tres y obtén su término general. Haz lo mismo con la sucesion de numeros piramidales cuadrados.
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- MATERIALES

_’_ LS . Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

:—._—-:E.-.‘_:_.-I'"'I—"—'- NIVEL EDUCATIVO :
m- 12 de Bachillerato

= RS ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

-5 * Aunque a priori pueda parecer que los sistemas de ecuaciones que se derivan de

o esta actividad son de tediosa resolucion, incluso cuando se usa la calculadora,

hay que resaltar el hecho de que los distintos sistemas solo se diferencian entre
si por los términos independientes, por lo que su resolucion es solo cuestion de
‘ segundos.

» Para resolver los sistemas de ecuaciones que aparecen en la actividad se hara uso
del modo Ecuacion/Funcion.

En primer lugar, hay que comprobar que la sucesion de los numeros triangulares es una progresion aritmética de
orden superior.

Numeros
triangulares

Primera diferencia
sucesiva

Segunda diferencia
sucesiva

La segunda diferencia sucesiva es constante, por lo que se trata de una progresion aritmética de orden 2. El
término general de dicha sucesion es de la forma: T, = an? + bz + ¢. Para determinar los coeficientes basta con
resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

T1%1=61+5+C
T.-—>3=4a+2b+¢
T:—>6=9a+3b+c

Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas. Si en lugar de utilizar las incégnitas 4, & y ¢ se usan

las incognitas x, Yy z, se tiene:
l=x+y+2
3=4x+2y+%2

6=9%x+3y+z

Para resolver el sistema se accede al menu Ecuacion/Funcion, se selecciona la opcion Sistema de ecuaciones
lineales y se indica el numero de incognitas:

(uENY © 6D E3)
1:5ist ec lineal Sist ec lin931
2:Polindmica LsNOmero de
incégnitas?
Seleccionar 2~4

Seguidamente se introduce el sistera y se resuelve:

= B =
] ] v ] va ] i
+ 1w = lz= 1 X= ¥= z=
. 2y . 1z= 3
* 3y * 1z 1 1
& 2 2 a

En consecuencia, el término general de la sucesion de numeros triangulares resulta:

1 1
T:l,,n = Enz + En

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Triangulares

Cuadrados

Pentagonales

Hexagonales

Heptagonales

o
c
o
o
=
2
—_
D —
T
(%)
(*}
o]
(6}
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Octogonales

Se plantea, en cada caso, el sistema de ecuaciones y se resuelve de forma andloga a la actividad 1.

Cuadrados:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 = ¥= Z=
dx+2y+z=4
9x+3y+z=9 1 u u
Pentagonales:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 X= ¥= =
dx+2y+z2=5 3 1
9x+3y+z=12 3| ~ 3 o
Hexagonales:
= B =
oo W v ] va ] &
x+y+z=1 K= ¥= =
dx+2y+z2=6
Heptagonales:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 N= y= Z=
dx+2y+z2=7 5 3
9x+3y+2=18 2l = o
Octogonales:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 = y= Z=
dx+2y+2z=8
9x+3y+2z=21 3 _ o

Triangular Cuadrado Pentagonal Hexagonal Heptagonal Octogonal

Coeficiente 1 3 5 p-2
de n 2 1 2 2 > 3 L=
Cuadrado Hexagonal Octogonal P
Coeficiente 1 _1 B _3 _ p-4
de n 2 0 2 1 5 2 -
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El alumnado no debe tener ninguna dificultad en encontrar el término general de la sucesion de numeros
decagonales, es mas, llegado el caso y dependiendo de como se haya desarrollado la unidad, se puede ensayar una
formula para el término general de la sucesion de numeros p-agonales.
-2 -4
7,, -2 22

= - 5 -n

Que para el caso de p = 10 quedaria de la siguiente forma:

\|
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Tio,=4m -3n

Para el caso de los numeros piramidales triangulares, una vez comprobado que se trata de una sucesion aritmética
de orden tres, el sistema a resolver es:

=l
* Iy + 1z = It= 1
8+ 4y + 2z - It= 4 A x®, x%, x
I+ Iy + 3z + it= 10 |, quedando como término general Ps,, = -+ & + =
B+ ley e Az e It — 6 2 13
0

Para el caso de los numeros piramidales cuadrangulares se obtiene:

]
DU DO DA M .
- - - - 3
o + By + F=a ite 13 |, quedando, en este caso, P;, =% + % + %
i+ 1oy e+ Mz

— 5

I Ampliacion

En un papel cuadriculado se ha dibujado la siguiente cenefa de 999 segmentos.
(Cada cuadricula mide 5 mm de lado)

a) Calcula la longitud de la linea poligonal.

b) Calcula la longitud de la linea poligonal con una aproximacion a metros.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Fractales: el conjunto de Cantor

¢Sabes qué son los fractales?

09
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Segun el diccionario de la lengua espariola de la RAE, un fractal es una «estructura iterativa que tiene la
propiedad de que su aspecto y distribucion estadistica no cambian cualquiera que sea la escala con que
se observe.»

Atendiendo a esta definicion, podemos afirmar que el brocoli de la fotografia superior es un fractal, ya que
su apariencia no cambia bajo cambios de escala.

Un modelo fractal muy sencillo es el conjunto de 1 Segmento inicial
Cantor. Para su construccion, en 1883, Georg Cantor 1

divididé un segmento en tres partes iguales y elimino la 3 12 iteracion
parte central, repitiendo este procedimiento de forma 1

sucesiva con los segmentos resultantes, tal y como 9

3 P — . 2%iteracion
muestra la figura.

Dibuja las cinco primeras iteraciones del conjunto de Cantor en la siguiente plantilla.

E Considera las ocho primeras iteraciones partiendo de un segmento de una unidad de longitud.
a) Completa la siguiente tabla:

Iteracion

N2 de segmentos

Longitud de segmentos

(NS [CIT BN [\

Suma de todos los segmentos

b) {Puedes hallar una ley de recurrencia que te permita conocer el nimero de segmentos que se obtiene en
la k-ésima iteracion? (Y una ley que te permita conocer la longitud de cada segmento? (Y una ley que te
permita determinar la suma de todos los segmentos que resultan en la k-ésima iteraciéon?

c) ¢Se parecen las formulas que has obtenido en el apartado anterior a algun modelo estudiado en clase?
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II o superior

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» Con esta actividad se pretende que el alumno estudie el comportamiento de
regularidades sencillas realizando manipulaciones y que sea capaz de simbolizar
algebraicamente dichas regularidades.

» Es conveniente que el alumnado haya trabajado previamente en el aula con
regularidades y expresiones simbdlicas que describan sucesiones numeéricas sencillas.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Respuesta abierta.

a) Para rellenar la tabla se puede hacer uso de la tecla [Ang.

2

@2

b X (2) =)

]

2

Ans :5' *

18

La longitud de los segmentos de cada iteracion se obtiene de multiplicar por 1/3 la longitud de los segmentos de

la iteracion anterior.

OEEE XEOL®REE B =
" : 1 : 1 : 1
3 Ansxz Ansxz Ansx3
1 1 1 1]
3 9 27 81
La suma de todos los segmentos de una iteracion se obtiene de multiplicar por 2/3 la suma de todos los
segmentos de la iteracion anterior.
BEEE X2ZEBEE B B
=l 3 =l 3 =l 3 =l
2 2 2 2
3 Ansx3 Ansx3 Ansxg
2 4 8 16|
3 9 27 81

La tabla queda, entonces, de la siguiente manera:

Iteracion
N2 de segmentos

Longitud de segmentos

Suma de todos los segmentos

Olh (O~ | M |

Bloo Bll—\ o |
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b) A partir de la tabla, el alumno puede determinar las leyes que permiten expresar:

ALGEBRA

El numero de segmentos de la k-ésima interaccion: 2k
La longitud de cada uno de esos segmentos: (%)k

La suma total de los segmentos de esa iteracion:

N

—
W
S~——

=

Iteracion

N2 de segmentos

Longitud de segmentos

Suma de todos los segmentos

O|A O~ | M | 1Y

c) Las expresiones que se han obtenido recuerdan a los modelos de las progresiones geométricas.

OBSERVACION

Una vez se conocen las expresiones algebraicas correspondientes a la k-ésima iteracion, se puede rellenar la tabla
de otro modo distinto al empleado en el apartado a). Consiste en rellenar la tabla columna a columna, calculando
los valores correspondientes a cada iteracion mediante un procedimiento un poco mas complejo.

En primer lugar, se asigna el valor 1 a la variable x, que responde al valor de la iteracion. Seguidamente, se
escriben las expresiones que se desean evaluar, separadas por el signo de los dos puntos (al que se accede
mediante (2]) y. a continuacion, se asigna a la variable x el valor x + 1, pasando asi a la siguiente iteracion.

FEEEECEBXHNQEH®mEIO0ER®E

(1) o (2] ®NE)E® W ) x) H [T ®)
L]

1+x

] i
o* 1 g :[%]’c 1x+1 42

1

De esta forma, cada vez que se pulsa [S), se obtiene el valor numérico de las expresiones y se incrementa en una
unidad el valor de la variable.

B B B B
] va ] ] ] i
2% 3% [ 2 ] ¥ x+1-+x
3
4
3
Se procede de igual manera con la siguiente iteracion:
B = B =
o W a o W ] ] a
2% 3% [ 2 ] ¥ x+1-+x
3
1
9 3
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I Ampliacion

El tridngulo de Sierpinski es un fractal que puede obtenerse a partir de cualquier triangulo. En este caso, se
parte de un tridangulo equilatero y se dibuja un nuevo triangulo cuyos vértices coinciden con los puntos
medios de los lados del triangulo anterior.

Figura inicial Iteracion 1 Iteracion 2 Iteracion 3 Iteracion 4
‘ A A
AA Aada
A
A Ad o
tAAAAAAAA
A AA AA
A AA AA Ak Ad

AAAA LALL AH4644

Considera los triangulos coloreados de la figura superior y completa la siguiente tabla con las 8 primeras
iteraciones. Toma el area de la figura inicial igual a 1 u?.

Iteracion

N¢ de triangulos

Area de cada triangulo

Suma de las areas

E La esponja de Menger, también conocida como cubo de Menger, es un fractal tridimensional que se obtiene
a partir de un cubo. Para ello se divide un cubo en 3 X 3 X 3 cubos de menor tamano y se extrae el cubo
central y los cubos centrales de cada cara sucesivamente.

Figura inicial Iteracion 1 Iteracion 2 Iteracion 3 Iteracion 4

Iteracion

N¢ de cubos

Volumen de cada cubo

Suma de los volumenes

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Fractales: la curva de Koch

Fractales en copos de nieve

10

En 1904 el matematico sueco Helge von Koch divididé un segmento en tres partes iguales, elimino el
segmento central y construyo un triangulo equilatero cuya base era el segmento eliminado.

ALGEBRA

N

Repitio el proceso anterior de forma indefinida y obtuvo una curva poligonal conocida como curva de Koch.

N Y U A

La aplicacion de este proceso reiterativo sobre los lados de un tridngulo equilatero da lugar al conocido
como copo de nieve de Koch.

Tridngulo original n=1 : n=2 : n=3 :

Dibuja sobre la plantilla la tercera iteracion.

Iteracion

N¢ de segmentos

Longitud de segmentos

Suma de todos los segmentos

a) Halla la ley de recurrencia que permite conocer el numero de segmentos que se obtienen en la k-ésima
iteracion.

b) {Puedes obtener una ley que permita conocer la longitud de los segmentos? ¢Y la suma de todos los
segmentos en la k-ésima iteracion? ¢Y el numero de triangulos que se afiaden en cada iteracion?

c) Las formulas que has obtenido en el apartado anterior, ése parecen a algun modelo que hayas estudiado
en clase?
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E MATERIALES

) Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X 1I Iberia
| NivELEDUCATIVO

= 3° de ESO

- ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» Con esta actividad se pretende que el alumno estudie de forma manipulativa
(dibujando) el comportamiento de regularidades sencillas y que sea capaz de
caracterizar algebraicamente estas regularidades.

H"““‘__ « Es conveniente que el alumnado haya trabajado anteriormente en el aula con
r— i regularidades y expresiones simbdlicas que describen sucesiones numeéricas sencillas.

« La tabla se puede rellenar por filas, utilizando la tecla (&), 0 por columnas,
escribiendo las expresiones que se quieren evaluar, separadas por dos puntos, y
asignado un valor inicial a la variable.

g == K

« Para saber cémo se utiliza la tecla [ang, a la hora de rellenar la tabla, se puede
consultar la ficha 09 ;Sabes que son los fractales?

EJEMPLO DE SOLUCION

Para rellenar la tabla, se asigna el valor 1 a la variable x, seguidamente, se escriben las expresiones que se desean
evaluar, separadas por el signo de los dos puntos, y, a continuacion, se asigna a la variable x el valor x + 1.

D9

@M E® W C) X B @ Ed 0]
-'x

De esta forma, cada vez que se pulse (=], se obtendra el valor numérico de las expresiones y se incrementara en
una unidad el valor de la variable que corresponde al numero de la iteracion:

= = = =

o W a o W a

1
3¢

e [E]F. z+1-l":ic'_.
3

1 4
3 3 2

Pulsando (=] de manera reiterada, se ird rellenando la tabla, columna a columna, para cada iteraciéon.

Iteracion

N2 de segmentos

Longitud de segmentos

Suma de todos los segmentos

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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I Ampliacion

ALGEBRA

N

Dibuja la segunda iteracion partiendo de un tridangulo equilatero:

(/

B Completa la tabla siguiente partiendo de un triangulo equilatero de 1 unidad de lado:

Iteracion

N2 de lados

Longitud de cada lado

Perimetro de la figura

N¢ de nuevos triangulos

a) ¢Puedes calcular una ley de recurrencia que te permita conocer el numero de lados que se obtienen en la
k-ésima iteracion? ¢Y para conocer la longitud de cada lado? &Y para calcular el perimetro?

b) éLas formulas que has obtenido en el apartado anterior, ése parecen a algun modelo que hayas estudiado
en clase?

c) Como se comporta el perimetro a medida que va aumentando el numero de iteraciones?

Calcula el area de las figuras obtenidas en las iteraciones O y 1. (Crees que el area se comportara de la misma
forma que el perimetro a medida que va aumentando el numero de iteraciones? Justifica tu respuesta.

Federacidn
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Problema

La altura del arbol pitagorico.

Durante su primer ario de vida, el arbol pitagoérico solo
crece por su tronco, que es un cuadrado.

Durante su segundo ario de vida, un tridangulo

ALGEBRA

\|

rectangulo isdsceles crece en la parte superior del
tronco, de manera que la hipotenusa del triangulo
coincide con el lado superior del cuadrado. De los

catetos de ese triangulo emergen las dos primeras
ramas, también de forma cuadrada.

Este patron de crecimiento se repite cada afio, como
muestra la figura adjunta, en la que se ha representado
un arbol pitagorico de tres afios.

Considera que el tronco (es decir, el primer cuadrado)
tiene 1 m de lado y calcula la altura del arbol alos 4 y a
los 16 afios. Generaliza el resultado que obtengas.

En la figura adjunta se ha representado un arbol pitagdrico de 6 arios de vida. Como se observa, la altura tras

cuatro arfios de vida es igual a la longitud del segmento AE.

Las longitudes que crece el arbol cada afio son:

4B, BC, CD, DE, EF , FG , ..

Es decir:

Sea n = 1,2,3,4,... los afios transcurridos, la altura por afio del arbol pitagdrico es:

Hz,,,1=2-(1+%+%+._.+%) —%

17(2”:2-(1+%+%+...+%)

G

H4=2-(1+%) =3m

8
1
H,=H,,=2- (Zw)
x=1

Por tanto, la altura, transcurridos 16 arios es:

2x (L)

3. 98437

Es decir, de aproximadamente 3,98 m.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Los numeros metadlicos son el conjunto de numeros que tienen, entre una serie de caracteristicas
comunes, la propiedad de que llevan el nombre de un metal. El mas conocido de la familia es el numero
de oro (numero aureo), que ha sido utilizado como base de proporciones para componer musica y disefar
esculturas, pinturas y edificios.

Regularidades numericas

Numeros metalicos
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Considerala sucesion 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... dada por la ley de recurrencia @,.1 = a4, + a,1 y calcula los
cocientes %.

E Generaliza el resultado anterior, tomando como valores de 4, y a, los numeros que consideres oportuno y
calculando 25 o 30 términos (utiliza la ley de recurrencia @,.1 = @, + d,.1). Comenta los resultados que obtengas.

B Considerada la sucesion dada por la ley de recurrencia a1 = 4, + 24,1, donde a; = 3y a, = 7,y calcula los
treinta primeros términos. A continuacion, considera la sucesion de los cocientes % y comprueba que
converge al numero de cobre og, = 2. "

Anvt

n Estudia la sucesion de cocientes = Parte de los valores a; = 4y a, = 9 y utiliza la ley de recurrencia
Any1 = 24, + a,1. COMprueba que se obtiene el numero de plata.

B Elige distintos valores de 4, y b, para la ley de recurrencia 8., = 30, + b,, y comprueba que la sucesion de
cocientes 2zt tiende al numero de bronce.

n

B Utiliza la ley de recurrencia b, = b, + 35,4 a partir de dos generadores arbitrarios y comprueba que la
sucesion de cocientes genera un nuevo numero metalico.

A partir de los valores a; = 5y a, = 1 y la ley de recurrencia a,. = 24, + 24,1, comprueba que la sucesion de
cocientes genera el numero de platino.

B Generaliza los resultados obtenidos en las actividades anteriores. Comprueba que se obtienen los mismos
resultados, independientemente de los elementos generadores y del numero de términos de la sucesion y
observa que el numero obtenido depende unicamente de la ley de recurrencia.

g Resuelve distintas ecuaciones cuadraticas del tipo x* — px — ¢ = 0 para diversos valores de p y ¢, siendo p
y g numeros naturales. Comprueba que las soluciones de la ecuacion son numeros irracionales y define la
sucesion numerica que los genera.

Observa que los numeros de bronce y de niquel tienen la misma parte decimal. Comprueba si se puede
generalizar la condicion que has considerado, resolviendo distintas ecuaciones.

@ CASIO g =




- MATERIALES

— Calculadora CASIO fx 570/991 SP X II Iberia
o NIVEL EDUCATIVO
F s _ 32 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
« El objetivo de esta actividad es que el alumno obtenga y manipule expresiones
simbolicas que describen sucesiones numericas.

u » Se pretende que el alumno calcule términos de sucesiones usando una ley de
- B formacion a partir de datos anteriores y que observe regularidades que incluyen
-— patrones recursivos.

» Se pretende que el alumno aprenda a utilizar la hoja de calculo y que conozca
distintos numeros irracionales que se generan mediante sucesiones particulares.

© cAmm g

* En general, se observa que, con independencia de los numeros generadores de la serie, los resultados que se
obtienen con distintas relaciones de recurrencia de la forma du = p - dn + ¢ - @1, S€gUN algunos valores de py ¢,
son los numeros metalicos:

Nombre P q Valor

oro 1 1 ® =0, = % ~ 1,61803398874988
Plata 2 1 O4=1+/2 ~ 2414213562
Bronce 3 1 3+V13

O, =~ — ~ 3302775638

Cobre 1 2 Oc,= 2
Niquel 1 3 opi= = ‘/_ ~ 2,302775638
Platino 2 2 op,=1++/3 =~ 2732050808

» Los miembros de la familia de numeros metalicos son, también, las soluciones positivas de ecuaciones
cuadraticas del tipo x* — px — ¢ = 0, siendo p y ¢ numeros naturales.

* En esta actividad se hara uso de la Hoja de calculo que incorpora la calculadora y de las opciones del menu
Ecuacion/Funcion que permiten resolver ecuaciones y sistemas.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

En primer lugar, se entra en el menu Hoja de célculo:

D)
_J_J_J l-nl d

Seguidamente se introduce el valor 1 en la celda Al y se introduce en la celda A2 la formula Al+1, que se extiende
en el rango AL:A20:

DE (NN OB

7]
1:RBellen féormula | [Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=Al1+1
i 3:Editar celda Rango :tAZ2:A20
4:Espacio libre

\|

<
ac
/M
1
O
-
<

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



N

<
e
M
f
O
—
<

Se completa, asi, la columna Al:

=AT+ =All+

A continuacion se introduce un 1 en la celda Bl y otro 1 en la celda B2:

M= A=

i J

Seguidamente se introduce en la celda B3 la férmula Bl + B2 y se extiende al rango B3:B20:
OPTH KN 1 2

7]
1:Rellen férmula | |[Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=B1+B2
J:Editar celda Rango :B3:B20
4:Espacio libre

+E15

Para estudiar la sucesion de los cocientes ag: se introduce en la celda C1 la expresion B2:B1 y se extiende al rango C1:C20:

OPTH K1 (iei) (2] (2] (=) (ace) =) (D)

7]
1:Rellen férmula | |[Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=B2+E1l
J:Editar celda Rango :C1:C20
4:Espacio libre

Se observa que el cociente toma el valor del numero de oro:

o1 S0 = L+ f ~ 1,61803398874988

Respuesta abierta.

En este caso se introduce 3 en la celda Bl y 7 en la celda B2. Seguidamente se introduce en la celda B3 la
expresion B2 + 2B1:

() Cod (2] () (2 (el g (D

Rel lnemLE formula
Formul=E2+2E1
Rango :B3:B30

Como se observa, la sucesion tiende al numero de cobre.

casio fp =




En este caso se obtiene:
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Como se observa, la sucesion de los cocientes tiende al numero de plata.

En este caso se obtiene:

1 I rd

el 111204, 3027]
T EMED Y,

gl 1214] Ersy

Ll g

Como se observa, la sucesion de los cocientes tiende al numero de bronce.

Respuesta abierta.

.............................................................................. .

En este caso se obtiene:

] TR PR

1] I FEDC] FMeFS

LIS <. i
=2B11+2B10) =2B15+2B14

Como se observa, la sucesion de los cocientes tiende al numero de platino.

Respuesta abierta.

Respuesta abierta.

.............................................................................. .

Respuesta abierta.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Parametros: calculo e interpretacion

Dado Dodecaédrico
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Observa los dodecaedros de la imagen. {Cudntas caras tienen? é¢Como se llaman los poligonos que
forman las caras?

¢Qué es un poliedro regular? ¢Cuales son los poliedros regulares? ¢Qué relacion hay entre las aristas, las
caras y los vértices?

Lanza un dado dodecaédrico 50 veces, anota los resultados y construye una tabla de frecuencias como la
siguiente:

Puntuacion Frecuencia absoluta Frecuencia relativa
1

VW NO»L|bWDN

=
o

[y
[N

12

Recuerda que la frecuencia absoluta es la cantidad de observaciones de cada dato y se suele representar
mediante la letra 'y un subindice, Fi.

Para relacionar datos en dos situaciones con un numero de observaciones diferentes, se introduce el
concepto de frecuencia relativa, que se define como el cociente entre la frecuencia absoluta y el total de las
observaciones. Se representa con fi.

Representa el diagrama de barras de las frecuencias absolutas y el de las frecuencias relativas. Comenta las
diferencias y semejanzas entre los dos diagramas.

¢Cual es la media de las puntuaciones que se obtienen?
Compara la media que has obtenido con la de tus comparieros.

Calcula la media de todas las medias. (Qué resultado se obtiene?

Ahora, pon en comun todos los datos con tu grupo. Para ello, introduce tus datos en la calculadora y
compartelos con el grupo mediante la aplicacion CASIO EDU*. Copia en tu cuaderno la tabla de frecuencias
absolutas de toda la clase y calcula la media. ¢Qué resultado has obtenido?

¢Queé relacion existe entre las dos medias obtenidas? (Crees que eso pasa siempre?

@ CASIO fp =




MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia
Aplicacion CASIO EDU*

NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

 Esta actividad se centra en la experimentacion repetida de situaciones aleatorias
y, en consecuencia, en la necesidad de acordar procedimientos que permitan
trabajar en equipo.

0L e et
: v orn g

-"N‘h_ e— QO
0 9 oW

» Cabe destacar que una parte importante de la actividad consiste en poner en
contexto el calculo de la media aritmética, lo que favorece su interpretacion y
propicia situaciones para que los alumnos descubran y enuncien sus propiedades.

N LLLE

« Antes de iniciar el trabajo con la calculadora hay que elegir la configuracion mas adecuada para realizar los calculos.

» Para agrupar los datos de todos los estudiantes es conveniente crear una clase en la aplicacion CASIO EDU* en
la que compartirlos y combinarlos.

EJEMPLO DE SOLUCION

© © © 0 0 0 0 0000000 00000000000 0000000000000 000000000000 0000000000 0000000000 0000000000 O

En primer lugar se selecciona el modo Estadistica, al que se accede mediante MENY (6]. Seguidamente se
selecciona la opcion I-variable.
(2]
=
i| |
4

ey (6) @
1:1-Variable I

Se obtiene una tabla que solo dispone de una columna, la correspondiente a los valores que toma la variable. Para

anadir una columna con las frecuencias, hay que modificar la configuracion de la calculadora.

2:y=a+bx
(eEN) ) (3 KN

3 :v=a+bx+cx2
d:y=a+b+1ln(x)

C] (1]
l:Entrada/Salida | |(l1:Result fraccidén/ [(Frecuencia? .
2:Unidad angular 2:Complejos ! [1:0n
3:Formato numero 3:Estadistica 2:011 i
4:Simb ingenieria| |4:Hoja de calculo

La actividad que se propone es experimental, por lo que los resultados que se obtengan seran propios de cada
clase. A modo de ejemplo se recogen los datos obtenidos por cuatro grupos de estudiantes:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo clase
d F_| f F_| f F_| f a7 N
1 4 0,08 4 0,08 3 0,06 5 0,10 16 0,08
2 2 0,04 1 0,02 5 0,10 1 0,02 9 0,045
3 6 012 4 0,08 4 0,08 6 012 20 0,10
4 4 0,08 0 0,00 3 0,06 5 0,10 12 0,06
5 7 0,14 2 0,04 5 0,10 3 0,06 17 0,085
6 2 0,04 8 0,16 6 012 3 0,06 19 0,095
7 9 0,18 6 012 3 0,06 7 014 25 0,125
8 2 0,04 7 014 7 014 1 0,02 17 0,085
9 4 0,08 5 0,10 4 0,08 5 0,10 18 0,09
10 2 0,04 3 0,06 3 0,06 6 012 14 0,07
11 4 0,08 6 012 3 0,06 3 0,06 16 0,08
12 4 0,08 4 0,08 4 0,08 5 0,10 17 0,085
50 1 50 1 50 1 50 1 1

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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En la pagina http://wes.casio.com/class/YmB7-K8LU-Z5RG-00HR se pueden visualizar, entre otras, las graficas que
se muestran a continuacion, que corresponden a los diagramas de barras para las frecuencias absolutas y para las
frecuencias relativas del grupo 4.

Grupo 4 frecuencias absolutas Grupo 4 frecuencias relativas

; _""I_'__'_'_ SEES :: I EEEAEN EEEE

0.12
1t - 1 N
o.oa
0.06
0.04 1
(8 -]

= = k) W e R e =

L "
1 2 3 4 6 6 7 8 % W R 1T 2 3 4 6 & 7 8 % M1 Q2

Las medias de cada grupo y la media de las medias son:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Media
6,32 7.26 6,44 6,66 6,67

La aplicacion CASIO EDU* permite combinar las frecuencias y dibujar el diagrama de barras que corresponde a las
experiencias realizadas por todos los grupos, obteniéndose el siguiente grafico:

"TITTITIIIIT]

1 2 3 46 6 7 8 3 1811 12

Como se observa, el grafico esta en consonancia con una media de 6,67.

Para realizar el calculo de la media de todos los datos, es necesario introducir en la calculadora las frecuencias
agrupadas de todos los estudiantes.

La actividad puede realizarse sin necesidad de tener que utilizar dados dodecaédricos ya que la calculadora
dispone de la funcion random.

Para simular el lanzamiento de un dado de 12 caras se entra en el menu Calcular y se selecciona la funciéon
Ranint#, a la que se accede mediante (:]. Como lo que se pretende es conseguir numeros aleatorios
comprendidos entre el 1 y el 12, ambos incluidos, hay que escribir:

= = = =
Ranint#(1,12) Ranint#(1,12) Ranint#(1,12) Ranint#(1,12)

1 11 =
OBSERVACION 1

Es conveniente realizar mas actividades para que los estudiantes se den cuenta de que esta propiedad sobre
la media de medias solamente se cumple cuando el numero de veces que cada estudiante ha repetido el
experimento es siempre el mismo.

OBSERVACION 2

Esta actividad también se puede utilizar para que los estudiantes reflexionen sobre el numero de veces que
hay que repetir un experimento para que los resultados experimentales se aproximen a los valores esperados
tedricamente.

Ilv e
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Las faltas de asistencia de 4 estudiantes en un mes han sido: 0, 3, 2, y 1. Calcula la media aritmética.

En una reunion hay tres bailarinas de ballet cuyo peso medio es de 48 kg y cinco jugadores de rugbi cuyo
peso medio es de 85 kg. (Cudl es el peso medio de las personas que se encuentran en la reunion?

B Un estudiante que realiza un trabajo temporal durante las vacaciones gana 90 € semanales durante las 8
primeras semanas y 120 € semanales durante las siguientes 4 semanas, ¢(Cudl fue su sueldo medio durante
las vacaciones?

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Frecuencia relativa

Bolas de colores
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En una bolsa de tela opaca se han introducido 20 bolas de tres colores diferentes (rojas, blancas y negras),
pero se desconoce cudantas bolas son de cada tipo.

Una forma de averiguarlo consiste en realizar 50 extracciones con reposicién (es decir, se extrae una bola
de la bolsa, se anota el color y se devuelve a la bolsa).

Realiza el experimento que se ha indicado y anota los resultados que obtengas en la columna
correspondiente a tu grupo de una tabla como la siguiente:

Bolas rojas

Bolas blancas

Bolas negras
TOTAL

¢Cuantas bolas hay de cada color?

B Otra bolsa contiene bolas de colores (rojas, blancas, negras y verdes), pero, en este caso, se ignora cuantas
bolas hay y de qué colores son. Para conocer el porcentaje de bolas que hay de cada color, procede como en
la actividad anterior y completa la siguiente tabla, anotando el color de las bolas extraidas y las frecuencias
correspondientes:

Bolas rojas

Bolas blancas

Bolas negras

Bolas verdes
TOTAL

¢Qué porcentaje de bolas hay de cada color?

@ CASIO ﬁﬁ,:;



MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS

=  Esta actividad se centra en la experimentacion repetida de situaciones aleatorias
y en el uso de la frecuencia relativa para obtener, en el primer caso, el numero de

bolas de cada color que contiene la bolsa, y, en el segundo caso, el porcentaje de

bolas de cada color.

02| niea'in crtomms

u  La hoja de calculo de las calculadoras fx-570/991 SP X II puede resultar muy util
a la hora de realizar el célculo repetitivo de las frecuencias relativas cuando se
dispone de un numero elevado de datos.

@ cam @

EJEMPLO DE SOLUCION

Un posible resultado de la experiencia se muestra en la siguiente tabla:

Bolas rojas

Bolas blancas

Bolas negras
TOTAL

A partir de los datos se puede calcular la frecuencia relativa de cada color y, sabiendo que el numero de bolas que
hay en la bolsa es 20, se puede obtener el numero de bolas de cada color.

Frecuencia absoluta Frecuencia relativa Numero de bolas g E i [
[ iedl0, Sdee -'-'.llgtl

Bolas rojas

Bolas blancas

Bolas negras
TOTAL

Ajustando los resultados, se obtienen 11 bolas rojas, 5 blancas y 4 negras.

Un posible resultado de la experiencia se muestra en la siguiente tabla:

Bolas rojas

Bolas blancas

Bolas negras

Bolas verdes
TOTAL

A partir de los datos se puede calcular la frecuencia relativa de cada color:

Frecuencia absoluta Frecuencia relativa

Porcentaje

Bolas rojas

Bolas blancas

Bolas negras

Bolas verdes
TOTAL

En caso en que en la bolsa hubiera 10 bolas, 4 serian rojas; 3, blancas; 2, negras y 1, verde.

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Parametros: calculo e interpretacion

¢Cuantos peces hay en el lago?
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¢Como podrias conocer el numero de peces que hay en un lago? ;Y el numero de conejos que hay en un
monte? Para contestar a cuestiones de este tipo se suelen hacer estimaciones.

A continuacion se desarrollara un método que permite realizar una estimacion del total de una poblacion
a partir de una muestra. Para ello, conviene formar grupos de trabajo y seguir estos pasos:

* En una botella opaca se introduce un numero indeterminado de bolas, todas ellas del mismo color.

» Se extraen 10 bolas y se sustituyen por otras 10 que sean de diferente color. Seguidamente se mezclan
con el resto de bolas de la botella.

¢ A continuacion cada grupo extrae 10 bolas.

» Se anota el numero de bolas que son del color cambiado, se repite el experimento 20 veces y se recogen
los datos en una tabla como la siguiente:

Numero de
bolas cambiadas 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 (OB TOTAL
Frecuencia
absoluta 20

A partir de la informacion recogida en la tabla, {puedes hacer una estimacion del numero de bolas que hay
en la botella? ¢(Como lo hariais?

Pon en comun los datos de tu grupo. Introduce en la calculadora las frecuencias absolutas para cada numero
de bolas del color cambiado y compartelas con el grupo. Calcula la media a partir de los datos compartidos.

B Ahora, abre la botella y cuenta el numero de bolas que hay. Calcula el error cometido al trabajar con los
datos de tu grupo y el cometido al trabajar con todos los datos.

n ¢Crees que el meétodo que has seguido es valido? ¢(Como lo podrias mejorar?

@ CAS[D }é:% st
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S adocarai e Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia
_ Aplicacion CASIO EDU*
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ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

 Esta actividad se centra en la experimentacion repetida de situaciones aleatorias

. y, en consecuencia, sirve para ilustrar la necesidad de acordar procedimientos que
" permitan trabajar en equipo.

» La situacion planteada obliga a buscar un método que permita su simulacion.
] El uso de botellas opacas nos parece una herramienta apropiada y eficaz para
tal fin.

@ camm g

« Esta actividad permite hacer un uso de la media que es poco frecuente en los problemas escolares. Para que
el valor de la media permita realizar una buena estimacion es necesario que el numero de simulaciones sea lo
suficientemente grande.

* Antes de iniciar el trabajo con la calculadora hay que elegir la configuracion con la que se realizaran los calculos.
En este caso, se elige el modo Estadistica, opcion 1-variable (e (6] (1J).

« Para activar las frecuencias hay que acceder a la configuracién segun secuencia la secuencia, v @ (3) (1.
« El diagrama de barras se obtiene generando un cédigo QR ( (st 0PTN)) desde la tabla de frecuencias.

* Para comparar los diagramas de barras y de caja de cada grupo es conveniente crear una clase en la aplicacion
CASIO EDU*.

» La aplicacion CASIO EDU* favorece el intercambio de datos experimentales a la vez que ayuda a visualizar
graficos a partir del agrupamiento de los datos de todo el grupo.

EJEMPLO DE SOLUCION

© © © 0 0 0 0 0000000 00000000000 0000000000000 000000000000 0000000000 0000000000 0000000000 O

La tabla adjunta muestra los datos reales que se obtuvieron en una clase de 22 de ESO distribuida en ocho grupos:

Numero de bolas del color cambiado

(0] 1 3 4 5 6 V4 8 9 10

0 4 7 5 4 0 0 0 0 0 0 20
0 4 5 8 2 0 1 0 0 0 0 20
0 2 10 6 2 0 0 0 0 0 0 20
0 1 4 6 6 1 2 0 0 0 0 20
0 2 6 6 4 1 0 0 1 0 0 20
0 3 7 5 4 0 1 0 0 0 0 20
0 1 8 6 3 2 0 0 0 0 0 20
1 3 7 6 2 0 0 1 0 0 0 20
1 20 54 48 27 4 4 1 1 0 0 160

A partir de estos datos, cada grupo elabord su propia tabla de frecuencias.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
4] 4] 4] 4]
® Frac ® Frac ® Frac. ® Frac
1 Ell L[ 1 Ell L.} 1 Ell -2 1 O | I
2 T 2 3 2 10 2 4
4 3 -] 4 3 &l 4 3 & 4 3 &
0 0 0 0
(1] (1] (1] (1]
» Frec = Frec ] Frec ] Frec
4 | I 4 2 4 2 4 [
5 1) 5 i) 5 i} 5 1
i ¢ 3| i - i - i -
4 0 0 0
(1] (1]
® Frac ® Frac ® Frac. ® Frac
7 -u 7 | ; -u ; L1}
1 2 o 1 2 o 1 2 o 1 2 o
11 10 2] 11 10 ol 11 10 ol 11 10 ol
0 0 0 0
Grupo 5 Grupo 6 Grupo 7 Grupo 8
4]
® Frac ® Frac ® Frac ® Frac
1 o -2 1 o -3 1 O | I 1 Ell L]
2 & 2 T 2 2 2 T
4 3 & 4 3 sl 4 3 & 4 3
0 0 0 1
(1] (1] (1] (1]
» Frec = Frec ] Frec ] Frec
4 4 4 4 4 3 4 2
5 1 5 i) 5 2 5 i}
0 0 0 1
(1] (1] (1] (1]
® Frec ® Frec ® Frec ® Frac
7| o 7| o 7| o T | ]
] 1 ] o ] o ] [1]
1 2 1] 1 2 0 1 2 1) 1 2 o
11 10— 11 10— 11 10— 11 10 2]
0 0 0 1

A partir de las frecuencias de cada grupo se representaron los diagramas correspondientes. A continuacion se
muestra, a modo de ejemplo el diagrama de barras correspondiente al primer grupo.

Grupo 1

Seguidamente se combinaron todos los diagramas en la aplicacion CASIO EDU+ y, a partir, del diagrama resultante
se hizo el recuento de frecuencias para todo el grupo.

Total

@ CASIO ﬁﬁ%



La media de cada grupo y la media de toda la clase se recogen en la siguiente tabla:

Grupol Grupo2 Grupo3 Grupo4 Grupo5 Grupo6 Grupo?7
Media 2,45 2.6 24 34 3,05 2.7 2,85 2.5 2.74

A partir de la media se obtiene, por proporcionalidad, el numero de bolas estimadas:

245 _ 10 ., _ 100 _
Grupo l'T_ =545 40,82

274 _ 10 ., _ 100 _
Total: 0 il g7 36,5

Grupol Grupo2 Grupo3 Grupo4 Grupo5 Grupo6 Grupo?7

=Mean(Al:A8)
El numero de bolas estimado es 36,5 y el numero de bolas real es 40.

El error cometido en cada caso es:

Grupol Grupo2 Grupo3 Grupo4 Grupo5 Grupo6 Grupo7 Grupo 8
Error 2,05 % 385 % 417 % 26,47 % 18,03 % 741 % 12,82 % 0% 876 %

| EFRCEIETEST 2. O
2N E

Es esta una buena ocasion para que los estudiantes se den cuenta de la necesidad de realizar muchas veces

el experimento, para que el error cometido sea el menor posible y, por tanto, la estimacion sea fiable. Ahora
bien, en muestras pequenias puede suceder lo que ha ocurrido en esta ocasion: los grupos 1 y 8 obtienen una
buena estimacion de la poblacion, en cambio el error cometido al realizar la estimacion con todos los datos es
considerable.

Aprovechar estas situaciones para reflexionar con los estudiantes contribuye a que estos mejoren su aprendizaje
de las matematicas.

Todas las graficas se pueden visualizar en el siguiente enlace:
http://wes.casio.com/class/7TmP-BgHi-ctYA-g5C1
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Parametros: calculo e interpretacion

El paso humano

04

<
O
-
N2
2
=
72
(48]

¢Como podrias determinar el numero de dias en los que el cielo ha estado nublado durante los ultimos
tres meses? ¢Y el numero de dias que ha llovido?

La lluvia es un fendmeno bastante evidente pero, {puedes establecer, sin dejar lugar a dudas, un criterio
que permita determinar si un dia esta nublado o no? éCrees que es importante la hora a la que se realiza la
observacion? ¢Y el lugar?

Como ves, una pregunta puede tener gran variedad de respuestas, todas ellas correctas, y sin embargo, las
respuestas pueden no satisfacer el objetivo de la pregunta. Por esta razon, conviene formular preguntas
que no sean ambiguas y dejar claro cual es el abanico de respuestas a las que nos queremos restringir.
Una vez que se tiene claro lo que se quiere estudiar, se han de recoger los correspondientes datos. Pero
no se trata de medir sin mas, el proceso de medicion requiere de una buena planificacion que permita
obtener resultados fieles a la realidad, estableciendo perfectamente las condiciones de la medida, asi
como los casos que se tendran en cuenta y los que no.

En esta actividad te proponemos que des respuesta a una pregunta de sencilla formulacion: «¢Cual es

la longitud del paso humano?». Para responder a esta cuestion, mide la distancia entre dos puntos del
pasillo de tu instituto, por ejemplo, 20 m y cuenta el numero de pasos que necesitan tus comparieros para
recorrer el trayecto que va desde el punto inicial hasta el punto final. Recoge los datos en una tabla como
la que se muestra a continuacion:

Nombre Numero de pasos

=]

¢Crees que los resultados varian si las personas saben que son observadas? ¢Por qué?

¢Crees que los datos que has obtenido representan el paso de todas las personas? ¢Por qué?

¢Has hecho distinciones entre chicos y chicas? ¢Crees que es necesario?

¢Cual es el significado de la media de estos datos?

¢Queé significado tiene el numero que se obtiene al dividir la distancia total recorrida entre la longitud media
de los pasos?

Calcula la media y los cuartiles de la longitud de los pasos de tus companieros de clase, tanto para las chicas
como para los chicos, y construye sus respectivos diagramas de caja. {Qué observas?

¢Cual es la longitud media del paso de las chicas? Y de los chicos?

@ CAsIO fp =




MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II o superior
Aplicacion CASIO EDU*

NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

 Esta actividad se centra en la experimentacion repetida de situaciones aleatorias.
Planificar y realizar la toma de datos por parte del alumnado es una tarea esencial
en la iniciacion a la estadistica.

» El uso de la calculadora para realizar los célculos permite centrar el interés, por una
parte, en la interpretacion de las diferencias que se obtienen si se considera la media
de todos los valores y se compara con la media obtenida a partir de los datos de los
chicos y de las chicas por separado. Aungque hay que tener en cuenta que cuando se
realiza esta actividad en un grupo natural de secundaria, se corre el riesgo de que los
datos no sean los esperados, pues la muestra no suele tener un tamaro suficiente.

 El calculo de los cuartiles y el diagrama de cajas y bigotes permiten visualizar cuando dos poblaciones son
distintas. Segun diversos estudios estadisticos contrastados, la longitud media del paso para las mujeres adultas
es de 67 cm, y la de los hombres, de 76,2 cm.

* Antes de iniciar el trabajo con la calculadora hay que configurarla. En este caso, se elige el modo Estadistica,
opcion I-variable, y se desactivan las frecuencias de la tabla estadistica:

() e ® & @ B
1:Entrada/Salida | |l:Result fraccién| |¢Frecuencia? - 2| i
2:Unidad angular 2:Complejos 1:0n

3:Formato numero 3:Estadistica 2:011 i
4:Simb ingenieria| [4:Hoja de calculo

« Para comparar los diagramas de caja y bigotes de los chicos, las chicas y todos los alumnos, conviene crear una
clase en la aplicacion CASIO EDU* en la que compartirlos. Tras introducir los datos en la calculadora, para obtener
los parametros estadisticos basta con presionar la tecla y seleccionar la opcion 3: Calc 1-variables. Silo que se
desea es visualizar el diagrama de caja y bigotes hay que generar un cédigo QR 'y abrirlo en la aplicacion.

EJEMPLO DE SOLUCION

Las personas modificamos nuestro comportamiento al sentirnos observadas.

Los datos obtenidos no representan a todas las personas por diversas razones: la muestra no es lo suficientemente
amplia y ademas esta sesgada, ya que los datos se han obtenido para un grupo de adolescentes.

La muestra pertenece a dos poblaciones distintas (ver actividad 6).

Representa el numero medio de pasos que necesitaron los estudiantes para recorrer 20 m caminando a paso
normal.

Al dividir la distancia total recorrida entre la media del numero de pasos se obtiene la longitud del paso medio.
En el ejemplo, el paso medio es 20:29,1= 0,687 m/paso.

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Los datos que se muestran a continuacion se recogieron en el curso 2015-2016 en una clase de 22 de ESO
formada 29 alumnos, de los cuales 15 eran chicas y 14 eran chicos. Se midieron los pasos que necesitaron para
recorrer una longitud de 20 m en un pasillo del instituto y se recogieron en la siguiente tabla:
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TOTAL
Chicas [E{¢] 33 27 32 33 28 33 31 32 34 29 33 469
Chicos 26 28 24 32 24 | 24 | 28 | 30 25 27 29 375
844

Para calcular la media y los cuartiles se introducen separadamente los datos de las chicas y los chicos y se
determinan los parametros estadisticos correspondientes:

Chicas:
1-”]. ”33 ”32 1 ”2‘9
3 28 1 34 1 33
20 21 23
o (3] ® @
1:Seleccion tipo | s 153623746 Ra(x) =34 *
2:Editor Bin(x) - I
3:Calc l-variable ! :
1:Cal estadistica b =
Chicos:
1& ”32 ”Sﬂ 1 ”2'3
25 24 1 23 1 25
ﬁ A i—i‘u‘l iél—?‘l é_]
24 28 29
o (3 @ O,
1:Seleccion tipo - s =.516975%5 max(x) =32 )
2:Editor z = Ein(xj ahd I
3:Calc l-variable i . B
1:Cal estadistica # X b =
i'...............................................................................
La media del conjunto de alumnos es:
o (3] ® ®
1:Seleccion tipo :?alwmﬁ | s =,280041192 R =
2:Editor Z = sin(x) - I
3:Calc 1-variable o o I
4:Cal estadistica N -?tu =

Se obtiene una media de 29 pasos (29,10). Valor que no coincide con la media de los chicos (26,79 pasos) ni con la
media de las chicas (31,27 pasos), ya que son poblaciones de distinto tamario.

El valor de los cuartiles y los diagramas de caja se obtienen de manera sencilla con la calculadora, de manera se
puede dedicar mas tiempo a interpretar los resultados.

Para agilizar la actividad, se puede distribuir el trabajo de introducciéon de datos en la calculadora por grupos y
compartirlos en la aplicacion CASIO EDU". Se obtienen, entonces los siguientes diagramas de caja y bigotes:

® casio fp -




Chicas Chicos Chicas y chicos
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http://wes.casio.com/class/3L37-MD6H-XeyZ-uCyM

La comparacion de los tres diagramas permite afirmar que la muestra estudiada esta formada por dos poblaciones
distintas. Se puede corroborar mediante los valores de los siguientes parametros.

Max. Media pasos Longitud media pasos

Chicas

Chicos

Chicas y chicos

La longitud media del paso para las chicas es de 20 : 31,27 = 0,64 m/paso, y para los chicos, de 0,747 m/paso.

I Ampliacion

Existe una forma de estimar la longitud del paso en funcion de la estatura. Para las mujeres, se estima que el
producto de la altura por 0,413 proporciona la longitud de su paso. En el caso de los hombres, la longitud del paso
se obtiene de multiplicar su altura por 0,415.

¢Cuadl es la longitud estimada del paso de una mujer que mide 162 cm? ¢Y del paso de un hombre de su
misma estatura?

¢Cual es la altura estimada de una mujer cuyo paso es de 65 cm?
¢Cuadl es la altura estimada de un hombre cuyo paso es de 78 cm?

¢Cual es la altura estimada de una chica que completa un recorrido de 20 m dando 29 pasos? (Y la de un
chico que completa esa misma distancia dando 25 pasos?

B ¢Cual es la diferencia de alturas estimadas entre un chico y una chica que han completado un recorrido de
20 m dando 29 pasos?

B ¢Cuadl es la altura media estimada de las chicas? ¢Y la de los chicos?

¢Puedes calcular la altura media estimada de todos los alumnos a partir de los datos recogidos, sin hacer
distinciones entre chicos y chicas? (Por qué?

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Parametros: calculo e interpretacion

Un premio en un tapon

05

Una marca de refrescos ha incorporado en sus tapones fotografias de 9 animales. La compariia regalara un
viaje a aquellos consumidores que consigan reunir las 9 fotografias. {Como se puede averiguar el numero
de refrescos que hay que consumir de media para recibir el premio?

Para responder a esta cuestion es necesario realizar una estimacion. Una manera de hacerlo es realizar
una simulacién de la situacion generando numeros aleatorios con la calculadora. Existen dos funciones
que permiten hacerlo: la funcién Ran# y la funcion Ranint# (que utilizaremos en esta actividad).
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Genera numeros aleatorios con tu calculadora hasta que obtengas los 9 primeros numeros naturales (1, 2, 3,
4,5, 6,7 8, y9). Anota cuantos numeros has tenido que generar para conseguirlo en una tabla como la que
se muestra a continuacion. Repite la simulacion 10 veces siguiendo el ejemplo.

Resultado

Simulacién 6 Total (N2 de refrescos)

B Halla, a partir de tus 10 simulaciones, la media del numero de refrescos que hay que consumir para obtener
los 9 animales. ¢Cudl es el significado de esa media?

B Introduce en tu calculadora el numero de refrescos que has obtenido en tus 10 simulaciones y comparte tus
resultados con tus comparieros, utilizando el codigo QR y la aplicacion CASIO EDU".

n A partir de los datos de toda la clase, calcula la media del numero de refrescos que es necesario consumir
para completar la coleccion. ¢éQué relacion hay entre esta media y la que obtuviste en la actividad 2?7 ({Qué
observas? ¢Crees que siempre sucede ese fendomeno? ¢Por qué?

B Un compariero solamente ha podido realizar 9 simulaciones y ha obtenido una media de 29,5 refrescos.
¢{Como calcularias la media de los refrescos a partir de todas las simulaciones?

@ CASIO ﬁﬁ%
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia
Aplicacion CASIO EDU*

NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

 Esta actividad se centra en la experimentacion repetida de situaciones aleatorias
y, en consecuencia, en la necesidad de acordar procedimientos que permitan

" trabajar en equipo.

« La situacion planteada obliga a buscar un método que permita su simulacion. La
v generacion de numeros aleatorios con la calculadora es un método de simulacion
rapido y eficaz.

.

« Para realizar es actividad hay que utilizar el menu Estadistica, opcidon I-variable (e (6] (1J).

« Para agrupar los datos de todos los estudiantes, es conveniente crear una clase en la aplicacion CASIO EDU*, en
la que compartir y combinarlos dichos datos.

« Para generar numeros aleatorios entre el 1 y el 9 se hara uso de la funcién Ranint, cuya sintaxis es RanInt#(1,9).

e () (e I () DI &
B I
RanInt#(1,9)

B

EJEMPLO DE SOLUCION

© © © 0 0 0 0 0000000 00000000000 0000000000000 000000000000 0000000000 0000000000 0000000000 O

Dado el caracter experimental de esta actividad, la solucion que se presenta recoge, a modo de ejemplo, los datos
reales que obtuvieron 3 alumnos de 22 de ESO.

Alumno A Alumno B Alumno C

Simulaciones N. refrescos N. refrescos N. refrescos

En la pagina http://wes.casio.com/class/wvrR-s35N5M-falB-eFl7 se pueden visualizar las graficas que se muestran

a continuacion. Hay que tener en cuenta que para los diagramas de barras es necesario seleccionar en las
preferencias de la aplicacion las opciones HStep: 1, Display: Discrete 'y Draw.

ACTIVIDADES PARA EL AULA

<<
O
-
L
2
=
72
(48




<
O
-
-
2
=
72
(48]

Alumno A Alumno B Alumno C
3 TTTTTTT 25 ITT TTTT 25 :
H 1 I H t H 1+ .l
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Al combinar estos diagramas se obtiene el diagrama de barras correspondiente a todos los datos obtenidos.

sy T
Ui |

.5

LB
1

0%

] $ $

13 114 | 17 | 18 | 20 | 22 | 25| 26 | 27 | 28 | 30 | 34 | 35 | 36 | 38 | 41 | 44 | 45 | 46

Los resultados que se obtienen con la calculadora son:

5 & 612312507 ) =46
%; mini=) =
s B

. 1

Se puede comparar la media obtenida experimentalmente, 27,5, con el valor esperado tedricamente:

Al comprar el primer refresco, dado que aun no disponemos de ningun animal, tenemos una probabilidad de
éxito de 9/9 = 1. Al comprar el segundo refresco, como ya disponemos de un animal, la probabilidad de obtener
un animal distinto es de 8/9. Una vez disponemos de 2 animales distintos, la probabilidad de que el tercer refresco
contenga otro animal diferente a los dos primeros es de 7/9. Y asi sucesivamente.

Supongamos, por ejemplo, que disponemos de 6 animales diferentes. En ese caso, la probabilidad de que en el
nuevo refresco venga otro animal distinto es de 3/9 = 1/3. Por tanto, es esperable que tengamos que comprar 3
= 9/3 (el inverso de 3/9) refrescos para garantizar el éxito. Razonando de forma semejante para los otros casos se
tiene que el numero de refrescos que hay que comprar es, tedricamente:

9,9°8.9.9.9,9,9.9
2+2+ 2+ 2+ 2+ 5+ 3+ 3+3
otgt7tetstatste™y

25. 460714285

En el caso en que un compariero haya obtenido una media de 29,5 refrescos con 9 simulaciones, la media total se
calcula como:

2?.3?%3;29.5:9‘

27, 9615384

® CAsIO fp =
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I Ampliacion

En un ascensor hay diez personas, cuatro mujeres y seis hombres. El peso medio de las mujeres es de 60 kg y
el de los hombres es de 90 kg. ¢Cudl es el peso medio de las diez personas que se encuentran en el ascensor?
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E Para celebrar el dia verde el alumnado de una clase llevo tierra para llenar macetas en las que plantar semillas.
Luis fue el que mas tierra llevo: 2 kg. Mas tarde decidieron repartirse la tierra de manera que todos tuvieran la
misma cantidad. Después del reparto cada uno recibio 3 kg. ¢Es posible este resultado? Justifica tu respuesta.

B Cuando Juan fue a solicitar trabajo le dijeron que se cobraba una media de 2000 €. Sin embargo, en su
primera nomina cobro 1.000 €. A la vista de esta informacion, ées razonable el sueldo que ha recibido?

Un aeroplano vuela alrededor de un cuadrado cuyo lado mide 100 km de longitud. El primer lado lo
sobrevuela a 100 km/h; el segundo, a 200 km/h; el tercero, a 300 km/h, y el cuarto, a 400 km/h. ¢Cudl es la
velocidad media del avion en su vuelo alrededor del cuadrado?

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Parametros: calculo e interpretacion

Notas en matematicas

06

A continuacion se muestran las notas que han obtenido algunos alumnos de 4 clases de 22 de ESO en el
area de Matematicas:
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Calcula la media, la mediana y la moda de cada clase. ¢(Proporciona la media un conocimiento suficiente
sobre el rendimiento en matematicas de las 4 clases? (Por qué?

B Construye un diagrama de barras para cada clase. {Qué puedes decir sobre las notas de cada clase?

Hemos introducido una serie de notas en la calculadora y hemos obtenido los siguientes parametros

estadisticos.
£l
FFi = =
4-:3 u:i ﬁﬁi”_ﬁ'}m mai(x) =10
nix) =
& ] -
F T g i - I

a) ¢Qué significado crees que tienen 7, min (x) y max (x)?

b) Observa ahora los valores de los cuartiles (Q1, Q. = Med y Qs). {Como crees que se han calculado? (Qué
crees que significan?

c) A partir de los datos se ha obtenido el siguiente diagrama de caja y bigotes adjunto. ¢Qué valores se
representan? ¢Como crees que se ha realizado?

u Construye los diagramas de caja de las notas de las 4 clases de 22 de ESO. (Qué puedes decir ahora de las
notas de cada clase?

@ CASID ﬁ% **
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia
Aplicacion CASIO EDU*

NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» Para que esta actividad se pueda realizar con agilidad es conveniente repartir a los
alumnos en grupos.

» La mediana permite conocer el dato situado en el medio de todos los datos. En
los casos en los que la media queda desvirtuada porque los datos son extremos, la
mediana resulta mas representativa.

» Cuando, ademas, las medianas son similares, para representar la situacion se
puede recurrir al célculo de los cuartiles y a su representacion en diagramas de
cajas y bigotes.

» Los diagramas de caja y bigotes completan la informacion que se obtiene con el diagrama de barras y
constituyen presentaciones visuales que describen simultaneamente diversas caracteristicas importantes, tales
como la posicion, la dispersion y la simetria.

» Para poder relacionar datos de dos situaciones cuando el numero de observaciones es distinto, se utiliza la
frecuencia relativa; ahora bien, aunque el numero de alumnos en cada clase no sea el mismo, a partir del
diagrama de barras de las frecuencias absolutas es posible hacerse una idea de como es el rendimiento en
Matematicas de cada clase.

» Antes de iniciar el trabajo con la calculadora hay que elegir la configuracion con la que se realizaran los calculos.
En este caso, se elige el modo Estadistica, opcion I-variable (N (6] (1]). Las frecuencias de la tabla de valores
se activan accediendo a la configuracion, segun la siguiente secuencia:

(5HFT) (END) )

El

@

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
J:Formato nimero

4:5imb ingenieria

2:Complejos
3:Estadistica
4:Hoja de calculo

1:Result fracciﬂnl

:Frecuencia?
1:0n
2:0f1

%_‘l Frec

» Para comparar los graficos (diagramas de barras y de caja y bigotes) de cada clase es conveniente crear una
clase en la aplicacion CASIO EDU* en la que compartirlos. El diagrama de barras se obtiene generando un
codigo QR desde la tabla de frecuencias. Para obtener el diagrama de caja y bigotes, hay que pulsar la tecla
y seleccionar la opcion 3: Calc I-variables. Seguidamente hay que generar el codigo QR ((sHFr) [0PTN)).

EJEMPLO DE SOLUCION

e e e 0000000000000 0 00

e e e 0000000000000

e e e 0000000000000 0 o

Para calcular la media, la mediana y los cuartiles se introducen los datos correspondientes a cada clase en la
calculadora y, seguidamente, se determinan los parametros estadisticos mediante la secuencia (3.

22 A 2°B 22 C 22D
=4 " =4 IEIEEI =4, f?
: s | E;: = E;: =i |

d =0. %g d =4 % d =3

Sy 0 4 P X S 30

ﬁse-e :gi?ﬂﬁhma ﬁse-e :{émma& hsx = 115404309

E!n(x) - I E!n(x) = E!nt:-:) :? I
% S -

maxix) =7 * maxix) =10 maiixd =10
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Parametros: calculo e interpretacion

Notas en matematicas

En la siguiente tabla se resumen los parametros de interés para cada clase:

Media
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Pl

Mediana

Moda

Para analizar mejor el comportamiento de cada clase, se pueden representar los diagramas de barras
correspondientes. Para ello, hay que crear los codigos QR desde las tablas de frecuencias correspondientes.

W | T ]

L] : &

14 T T

poy 1171 1 [ i

1w : 5

(] 1 i

& - 3

- 21

2 1

] ol

P 1 2 2

En 22 A los datos estan muy agrupados alrededor de En 22 B los datos también estan agrupados alrededor
la media, lo que significa que los alumnos obtienen de la media, pero no tanto como en 22 A. Hay alumnos
resultados parecidos. Los resultados no son ni muy con notas muy bajas y otros con notas muy altas.

bajos ni muy altos.

4%
4
35
a
251
24
1.51
1
b5
ad

¥ 1 23 4 85 B 7T B %M

En 22 C no se observa ninguna agrupacion. Las notas En 22 D los valores se acumulan en los extremos. Hay
se distribuyen por todos los valores posibles. muchos alumnos con notas bajas y otros tantos con
notas altas.

http://wes.casio.com/class/Gzob-Gul4-O5AB-Lprd

Asi como la mediana separa los datos en dos mitades, los cuartiles las separan en cuatro partes. El primer cuartil
(Q1), separa los datos dejando la cuarta parte de los datos por debajo y tres cuartas partes por arriba; el segundo
cuartil (Q,, es decir, la mediana), los separa dejando dos cuartos por debajo y dos cuartos por arriba y el tercer

cuartil (Qs), separa los datos dejando las tres cuartas partes de los datos por debajo y una cuarta parte por arriba.

Federacidn

@ CAsIO fp =
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Los diagramas de caja y bigotes completan la informacion que se ha obtenido con el diagrama de barras. La
posicion de la mediana y su menor rango intercuartilico indican que el grupo A tiene notas mas regulares.

2° A 2°B
x X ‘
' z ‘ 8 8 " 5 " 15
a1 2 o3 4 B & T & % 18 b1 2 3 4 0B & T & 3 b
2°C 2°D

I Ampliacion

Hemos estado observando las marcas de dos saltadores de longitud y hemos registrado los siguientes
resultados:

790; 8,05; 792; 793; 780; 795; 796; 798; 799; 791; 7.85; 793; 791; 799; 7.96; 795; 797; 790;

Deportista A 792; 794: 798: 8,00; 794 8,10; 797: 8,00

795;792; 793; 795, 795; 796; 797, 793, 795; 797, 796; 795; 795; 794, 795, 794, 7,98; 796;
794,797, 795; 793

Deportista B

¢Qué deportista crees que debemos enviar a las olimpiadas para que nos represente en salto de longitud?
¢Por qué?

(Igual que con las notas por grupos, en el diagrama de barras se aprecia que el deportista A realiza mayor
porcentaje de saltos altos y muy altos. En los diagramas de caja, el menor rango intercuartilico del deportista
A, asi como la posicion de la mediana, concuerdan y refuerzan lo que se aprecia en el diagrama de barras.)

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Parametros de dispersion

Desviacion media

07

«La estadistica es una ciencia que demuestra que si mi vecino tiene dos coches y yo ninguno, los dos
tenemos uno»

George Bernard Shaw
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Considera la siguiente distribucion de datos:

A B C D E

X; Fi x; - I | % =% | |%—X |- F;
1 9

2 7

3 3

4 3

6 1

7 1

12 6

Para hacerlo, rellena una tabla similar a la de la actividad anterior.

B Analiza los resultados obtenidos en las actividades anteriores y responde a las siguientes cuestiones:
a) ¢Puede la desviacidon media ser menor que cero? (Por qué?
b) ¢En qué casos la desviacion media puede ser cero? Justifica tu respuesta.

c) El rango es la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo de una distribucién. Comprueba que en
las dos distribuciones se cumple que DM < % Rango. {(Por qué crees que ocurre esto?

d) Comprueba, en ambos casos, que la suma de las desviaciones es igual a 0. (Crees que esto ocurrira
siempre? ¢Por qué?

@ CASID ﬁ% b
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= MATERIALES
e Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia
. = NIVEL EDUCATIVO
22 de ESO
. ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» Con esta la actividad se pretende que el alumnado aprenda y afiance conceptos
. basicos de estadistica a través de su implementacion en una hoja de calculo.
2]
» Para completar las tablas de las actividades se hara uso de la hoja de calculo que
= trae incorporada la calculadora.
» Hay que ir con cuidado a la hora de resolver estas actividades, ya que la hoja de
calculo no permite el almacenamiento de datos y/o formulas, por lo que cada vez
e gue se encienda la calculadora se tendra que repetir todo el proceso.
» Como sucede con las hojas de calculo convencionales, se utiliza el signo “="
((ape) [CALC)) para introducir referencias a otras celdas.
EJEMPLO DE SOLUCION

En primer lugar se introducen los datos de que se dispone. La primera columna, A, corresponde a los valores que
toma la variable, y la segunda, B, a las frecuencias correspondientes:

En la celda B8 se puede calcular el numero total de datos, que es la suma de las frecuencias registradas, es decir, la
suma de los valores de las celdas del rango B1:B7. Para calcular el total de datos, hay que situarse en la celda B8 e
introducir el signo = (mediante la combinacion de teclas [CALS)).

Seguidamente, hay que pulsar la tecla y seleccionar la opcion 4: Suma, tal y como se indica a continuacion:

OPT ® 3]

1:8 | 1:Minimo

2:Escoger celda 2:Maximo |
3:iMedia aritmét.
4 :Suma

Finalmente se completa la formula:

La tercera columna, C, contiene el producto de los valores que toma la variable por las frecuencias
correspondientes. Por tanto, para rellenar esta columna, hay que introducir en la celda C1 la formula =A1 X Bl y
extenderla al rango C1:C7, como se indica a continuacion:

OPTN OPTN

1:Rellen férmula | Relleﬂ formula

2:Rellenar valor Formul=A1xE1l ﬂ
3:Editar celda Rango :C1:C7 S =
4:Espacio libre =Al1xE1l =44xXE4
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En la celda C8 se puede calcular la suma de los productos del rango C1:C7. Para hacerlo, hay que colocarse en
la celda C8 e introducir la formula =Sum(C1:C7). Cabe recordar que para introducir la expresion Sum hay que
presionar previamente la tecla [0PIN.

En la celda C9 puede introducirse la media de la distribucion, que es el cociente entre el contenido de la celda C8
y el de la B8:

=C8+BH

Para rellenar la columna D hay que escribir en la celda D1 la formula =Abs(A7-$C$9) y extenderla en el rango D1:D7:
OPTN 8]

1]
1:Rellen férmula | |[Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=Abs(Al-35CS
3:Editar celda Rango :D1:D7
4:Espacio libre

Para rellenar la columna E hay que introducir en la celda E1 la formula =D1xB1 y extenderla en el rango E1:E7:

OPTN @ @

1]
1:Rellen férmula | |Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=D1xE1l
3:Editar celda Rango :E1:ET
4:Espacio libre

-] I P
30 1220 m

En la celda E8 puede calcularse el total de la columna E:

En la celda E9 puede calcularse la desviacion media. Para ello hay que dividir el contenido de la celda E8 entre el
contenido de la celda B8:

Como se puede observar en la secuencia de imagenes, la media aritmética de los datos es 4,3, y la desviacion
media, 3,3733.

Esta actividad se resuelve de forma andloga la actividad anterior, obteniéndose una media de 4,3 y una desviacion
media de 0,8933.

a) La desviacion media no puede ser menor que cero puesto que es la media aritmética de los valores absolutos
de las desviaciones de los datos respecto de la media, X, en consecuencia, la DM es el cociente de una suma de
valores no negativos entre un numero positivo, por lo que no puede ser negativa.

b) Como la DM es un cociente, para que sea 0, el numerador debe ser 0. El numerador esta formado por una suma
de términos no negativos, por tanto, la unica posibilidad de que dicha suma sea 0 es que todos sus sumandos
sean 0, lo que ocurre si ;= 0 o si | x; — X | = 0. En consecuencia, DM es cero cuando la variable estadistica
toma un unico valor.

casio fp =




c) El caso de mayor dispersion de una variable estadistica se da cuando esta toma solo dos valores, precisamente
los valores maximo y minimo que puede tomar. En ese caso, X es el valor medio de ambos valores:

- KXmax— Xmin _ Rango
|xi_x|= maxz min _ 29

De manera que:
Rango n n— veces n Rango

DM: 2 2 =Rango
n 2

d) Para demostrar que la suma de las desviaciones es igual a cero, hay que modificar la férmula que se ha
introducido en la columna D, quitando el valor absoluto. Para ello, hay que introducir en la celda D1 la formula
= A1-$C$9 y extenderla al rango E1:E7.

oPTN D)

1]
1:Rellen féormula | |[Rellen féormula
2:Rellenar valor Formul=A1-8Cs0
3:Editar celda Rango :D1:D7A
4:Espacio libre

Como se observa, la suma de las desviaciones medias es cero.
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Parametros estadisticos

Calculo de parametros estadisticos

08

La estadistica es una disciplina que estudia situaciones que no se pueden predecir con certeza, pero
sobre los cuales podemos recabar informacion. Se trata de una disciplina que trata casi cualquier aspecto
de nuestra vida y que tiene importantes aplicaciones en politica, sociologia, medicina..., asi como en
actividades mas ludicas, como puedan ser los espectaculos deportivos.
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A continuacion se muestran dos ejemplos, con datos sin agrupar y con datos agrupados, respectivamente.

Stephen Curry es un jugador de la NBA que juega en Golden State Warriors. Las medias de sus puntuaciones
por temporada, registradas hasta el afio 2016, son las siguientes:

Temporada Media de puntos

2009/10 175
2010/11 18,6
2011/12 147
2012/13 22,9
2013/14 24

2014/15 23,8
2015/16 30

Estudia a partir de estos datos el promedio de sus puntuaciones y su desviacion tipica.

B A continuacion se muestra una tabla estadistica con los goles que hizo el F.C Barcelona durante la

temporada 2014/15:
Numero de goles Numero de partidos

0 5
1 5
2 10
3 5
4 2
5 6
6 4
8 1
TOTAL 110

Realiza un estudio estadistico que te permita conocer el promedio de goles por partido y la desviacion tipica.

@ CAsIO fp




§ ca=m @

» Para resolver estas actividades es necesario conocer como activar o desactivar la columna de las frecuencias en
las tablas estadisticas. No esta de mas recordar el procedimiento para hacerlo:

MATERIALES

Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia o superior

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

« El objetivo principal de la actividad es que los alumnos entiendan los principios de
la estadistica y aprendan a resolver problemas con ayuda de la calculadora.

» Existen muchos modelos de calculadora, y cada una de ellas realiza calculos
estadisticos de una manera particular, por lo que conviene ayudar al alumno a

conocer su propia maquina.

» Convendria que el alumno conserve el manual de su calculadora para poder
realizar consultas cuando lo considere conveniente.

<<
O
-
L
2
=
72
(48

(stiFT) (vENU) @ @ @
1:Entrada/Salida | |1:Result fraccién LFrecuencia? .
2:i:Unidad angular 2:Comple jos 1:0n
3:Formato nimero J:Estadistica 2:0f1

4:5imb ingenieria

4:Hoja de calculo

« Sise elige la opcion 1. On las frecuencias absolutas estaran activas en las tablas estadisticas, lo cual es necesario

en los problemas donde los datos aparecen agrupados.

uil

» Sise pulsa 2: Off desaparece la columna de las frecuencias absolutas. Esto interesa cuando los datos de la
actividad no aparecen agrupados.

u

EJEMPLO DE SOLUCION

Para realizar esta actividad, hay que entrar en el menu Estadistica de la calculadora y seleccionar la opcion

1: 1-Variable:
((E) (6] @
l1:1-Variable x
| 4—]
4

3 :v=a+bx+cx2

d:v=a+b-+lni{x)

Dado que los datos no estan agrupados, no es necesario que las tablas estadisticas muestren la columna de las
frecuencias. En caso de que apareciese, puede ocultarse configurando adecuadamente la calculadora, tal y como

se muestra a continuacion:

(6HFT) (END) )

@l

@

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
3:Formato numero
4:5imb ingenieria

1:Result fracciﬁnl

2:Complejos
3:Estadistica

4:Hoja de calculo

]
LFrecuencia?

1:0n
2:011

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Seguidamente se introducen los promedios por temporada de Stephen Curry:
B
£
1| ol
18.5
14. 7
al 229

Para calcular los parametros estadisticos se pulsa el boton y se elige la opcion 3: Calc 1- variable. En pantalla
apareceran los parametros estadisticos.

17,
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OPTN ) ) ® ®
1:Seleccion tipo - 04 s =5, 103220072 R =30 :
2:Calc T-variabiel E‘ii Eég% l inco = ?33 |
:Datos - ;
S R

Los resultados que nos interesan son la media y la desviacion estandar:

X = 2164285714 o0=4,724663901

Con estos dos valores se puede hacer un estudio estadistico. El intervalo [X — 0, ¥ + 0] concentra el 66% de los
resultados, de manera el 66% de sus promedios corresponden al intervalo [16,92, 26,36]

En este caso los datos aparecen agrupados, ya que, en una temporada se disputan 38 partidos y resulta mas
conveniente agrupar los datos segun el numero de goles que listar los goles que se hicieron en cada partido, lo
que proporcionaria una tabla estadistica excesivamente larga y poco practica.

Se procede a configurar la calculadora de modo que las tablas estadisticas muestren la columna con las
frecuencias. Conviene recordar que la secuencia de teclas que permite hacerlo es:

(stFT) (MEND) @ @ @
1:Entrada/Salida | |1:Result fracciodn LFrecuencia? .
2:Unidad angular 2:Complejos I [1:0n
3:Formato nimero 3:Estadistica 2:0f1

4:Simb ingenieria 4:Hoja de calculo

A continuacion se introducen los datos, teniendo en cuenta que ahora la variable, x, corresponde al numero de
goles, y las frecuencias, a los partidos en los que se marco ese numero de goles.

)
(]
= Frac = Frec
1 0 | I 4 z
1 5 5 3
;I 2l 1w i & 4
4 E s £ |
1

Para calcular los parametros estadisticos se pulsa la tecla y se selecciona la opcion 3: Calc 1-variable.
OPTN @ ® ™®
1:Seleccion tipo :i. mea | éawgmdaﬁ na(x) =8
2:Editor - S A Ein(x)
3:Calc 1-variable p - -
4:Cal estadistica e = .§

Los resultados que nos interesan son la media y la desviacion estandar:

X = 2,894736842

o0=2,062056634

A partir de estos datos y de los parametros estadisticos se pueden empezar a extraer conclusiones.




OBSERVACION

Para encontrar datos reales con los que realizar ejemplos en el aula, te recomendamos algunas paginas, aunque
estamos convencidos que ya las conoces.

Instituto
Macional de
Estadistica
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www.ine.es

La mayoria de las comunidades disponen de un Instituto propio en el que puedes descargar datos que pueden
resultar mas cercanos. Por ejemplo, para acceder a datos de las distintas provincias andaluzas puedes visitar

Instituto de Estadistica y Cartografia de Andalucia
CONSEJERIA DE ECONOMIA ¥ CONOCIMIENTO

http://www.juntadeandalucia.es/institutodeestadisticaycartografia

Quizas los datos que mas interesen al alumnado seran aquellos referentes a distintas actividades deportivas,
como pueden ser las estadisticas de los equipos de futbol o del baloncesto.

SNBA

http://stats.nba.com/

Algunas paginas que puedes consultar son:

]

liga
endeaa

http://www.acb.com/

'@‘LauQu

http://www.lallqa.es/estadisticas/laliqa—santander/

http://es.fifa.com/fifa-tournaments/statistics-and-records/index.html

P

asobal

http://asobal.es/equipos_estadisticas_totales.php

http://www.atpworldtour.com/en/stats

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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g Notas de varios grupos
-
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Los alumnos de 32 de ESO de un instituto han obtenido las siguientes notas en la asignatura de
Matematicas Académicas.

NOTAS 3°ESO A 3°ESO B 3°ESOC 32ESOD
0 0

o
[N
o

O | Oo(N|aoju|(bd|W|ND
O|O(r|O|O|O0O | W[ |DMD|O
O|lP[VW|INMDMIOIW|O|DM |~ ]|O
O|lP[O|WVN (O | KRN W|F
OV N (DI WIW|ND|O

[y
o

Calcula la nota media y la desviacion tipica de cada clase.
E Representa graficamente los datos.

B Compara los resultados y redacta un informe donde indiques:
a) ¢Qué clase obtiene mejores resultados?
b) ¢En que clase hay mayor dispersion en las notas?

c) ¢Qué clase tiene una distribucion mas parecida a la campana de Gauss?

n ¢Cual es la nota media de todo 32 de ESO? ¢Puedes calcularla sumando las cuatro medias obtenidas y
dividiendo entre cuatro? {Por qué?

@ cAasio fp =



- MATERIALES
- ,,"- Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II
u{* F NIVEL EDUCATIVO
. AT . 32 de ESO
— ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» Con esta actividad se pretende que el alumnado trabaje en grupo. Cada alumno
puede realizar individualmente los calculos estadisticos de una de las clases y,
. posteriormente, puede hacerse una puesta en comun.
: » La calculadora permite realizar los calculos de forma rapida, asi como diversas
representaciones graficas que permiten el analisis conjunto de datos y graficos.
% » Desde las tablas estadisticas del menu Estadistica, presionando la secuencia
X [0rTN), se obtienen codigos QR que, una vez escaneados, proporcionan diversas
representaciones graficas.

» Puede resultar interesante realizar un debate colectivo a partir del analisis conjunto
de las representaciones, tras haber compartido los resultados a una clase creada
mediante la aplicacion CASIO EDU".

EJEMPLO DE SOLUCION

Se entra en el menu Estadistica y se selecciona la opcion 1-Variable. Seguidamente, se introducen los datos.

([E (6] K]
-
) Frec
% P A, B s] ;
10 0
| |
Si no aparece la columna de frecuencias, se puede activar desde:

1-Variable
2:y=a+bx
3:v=a+bx+cxs
4:v=atb-1lnix)

[Hg 5 4 35 4 TTh

(stFT) (MENY) ® E3) @
l1:Entrada/Salida | |1:Result fraccidén :Frecuencia?
2:Unidad angular 2:Comple jos 1:0n
J:Formato nimero 3:Estadistica 2:011

4:5imb ingenieria 4:Hoja de calculo

Una vez se tienen los datos de una de las clases, se pulsa (8] para ver el resultado de la estadistica unidimensional:

OPTN (3] @ ® )
1:Seleccion tipo 39‘6153% Mo 55‘545623563 mailx) =3 :
2:Editor z Einm |

3:Calc l=-variable g % Lo =5

4:Cal estadistica N ﬁd 2

La nota media de la clase de 32 de ESO A ha sido de: X =

4,38

La desviacion tipica de la clase de 32 de ESO A ha sido de: 0= 1,50

Analogamente, cada grupo realiza los célculos para la clase asignada.

Se puede pedir que cada grupo organice los datos en columnas y que complete los calculos intermedios de x; - F;
y x;2 - F;. Para ello se puede hacer uso de la aplicacién Hoja de Calculo.

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Para compartir datos y graficos, primero se crea una clase desde wes.casio.com/es.es/class.
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Clang credbien

Una vez creada la clase, se visualiza el codigo QR de la clase para que los alumnos se unan a la clase escaneando
el codigo con su dispositivo movil. A continuacion los alumnos puede compartir sus datos escaneando los
codigos QR obtenidos con sus datos y compariéndolos con la clase creada. Conforme se actualice la pagina, se
ird viendo la incorporacion de los grupos a la clase creada.

Online Sharing teserw befean [ [

Vet e Sl gy T
T b e e S i

B
Ty g e i —— s gy E L

B W B =Eas o e
ks = O |E Geiee = I R o

?;n'.!] 1 1|| |£1 ..inh;[L

La observacion conjunta de los diagramas de barras y la creacion de una tabla resumen de todos los resultados
permite responder a las preguntas propuestas, o a otras que puedan surgir. Pueden analizarse también los
diagramas de cajas y bigotes, para hacerlo hay que generar los codigos QR a partir de las pantallas con los
parametros estadisticos.

32ESO A 3°2ESOB 32ESO C 3°2ESOD
X 4,38 5,07 5,22 5,32
Ox 1,50 2,59 247 2,08
C. V. 034 051 047 0,39

El grupo con mejor nota media es el grupo de 32 de ESO D, cuyo grafico es el que se parece mas a una campana
de Gauss (distribucion normal). Se puede plantear el calculo de los porcentajes de datosen (X — 0, X + 0, Y
(X — 20, X + 20y).

El grupo con mayor dispersion en las notas es el grupo de 32 de ESO B. Hay que remarcar que es el unico grupo
donde hay un alumno con un 0 de nota, lo que puede tener un efecto en la dispersion. Se puede aprovechar este
resultado para hablar de datos “out layer” y de su influencia en los resultados y generacion de posibles errores en
la introduccion de datos, etc.




I’...............................................................................

La media de las cuatro medias es:

1. 3845, 07+5. 2245. 32
i
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4. 9975

Por tanto, X = 4,9975.

Esta media no puede considerarse la media de las notas obtenidos por los alumnos ya que las clases no tienen el
mismo numero de alumnos. Este es un momento favorable para hablar de media ponderada. Se puede generar
una columna de totales que permita realizar un nuevo calculo de esa media global.

AAR € o E F [
1 x Fregh Freégl Freol Fregy TOTAL - i

2 a o 1 L] ] 1 -]
) ] 1 0 [ 1 ] 1 1
4 2 2 1 3 F B 18
L] 3 1 L 3 3 b 33
a 4 3 ] 4 3 it 40
T 5 & 3 2 5 16 -]
B & o Q ] F 1 12
4 7 o 2 ] 3 8 =
10! -1 1 ] & 4 12 ]
i | o 1 1 F a L]
13 16 1] L] a o o a
13 | i3 12 i im
1d
s weosr 257
16

Existe la posibilidad de agrupar todos los datos y ver la representacion grafica conjunta, asi como de exportar
los datos a una hoja de calculo y poder realizar desde alli nuevos calculos o graficos. Para ello, hay que pulsar,
respectivamente, los iconos que se indican:

B Tabla = 23| W@

Al calcular la media de forma ponderada, se obtiene:

g
13 15 23 22
7314. 33+—73?¢5. D'?+—.?3X5. 22-?—.?3)(5. 32

5. 0697260273

X =507

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



<L 1 O | Estadistica descriptiva

= Variacion de las temperaturas

-

4

Q Se desea estudiar la evolucion de las temperaturas de la localidad de L'Orxa (Alicante) a lo largo de un dia,

< por lo que se han consultado las temperaturas registradas en la estacion meteoroldgica Meteoclimatic.

CIT) A continuacion se muestran los datos registrados:

Bl Temp Out Temp Out
137 16,8
134 172
134 172
13,6 18,1
13,5 176
134 176
12,9 173
12,9 16,3
12,8 15,6
12,8 14,6
12,3 137
12,2 12,2
12,1 12,2
12,2 117
11,8 114
11,7 10,8
11,9 10,8
11,8 10,7
12,7 10,6
13,6 10,3
14,7 10,4
15,4 10,1
15,8 9.8
16,5 10,1

Calcula la temperatura media de dia.
B Calcula la variacion de las temperaturas a lo largo del dia.

B Representa graficamente los datos y describe tus observaciones.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/ 991 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» Con esta actividad, el alumnado podra trabajar directamente con todos los datos, o
agruparlos en intervalos.

B 1O i e st

« El trabajo con datos reales, la busqueda de datos, asi como su clasificacion y
i analisis resulta muy provechoso y enriquecedor.

] « La calculadora permite realizar de forma rapida calculos y representaciones
graficas diversas con las que poder interpretar los datos.

@ cisc g

» Enla web de la Asociacion Valenciana de Meteorologia (www.avamet.org) se pueden
encontrar datos similares a los aportados en la actividad con los que trabajar.

« Es posible utilizar otras webs meteorologicas oficiales para adaptar la actividad al entorno del alumno.

EJEMPLO DE SOLUCION

La calculadora proporciona la posibilidad de trabajar directamente con los 48 datos. Para hacerlo, se entra en el
menu Estadistica y se selecciona la opcion 1-Variable. Seguidamente, se introducen los datos.

() (6] aJ

_& |ﬁ lil;hriable ) é‘_?;‘
Eg %5 g 55 g By [3:y-asb i

3:y=a+bx+cx?®
d:y=a+b+Ini{x)

En esta actividad conviene introducir los datos sin activar la columna de las frecuencias. Para desactivarla, en caso

de que apareciera, hay que proceder del siguiente modo:

(sFT) (END) ® € @

) i L)
e

13. 7

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
3:Formato numero
4:Simb_ingenieria

2:Comple jos
3:Estadistica
4:Hoja de calculo

1:Result tracciﬁnl

:Frecuencia?
1:0n
2:0f1

Una vez se han introducido los datos, se pulsa (8] para ver el resultado de la estadistica unidimensional:

OPTN [E3] ® ® ®

l:Seleccion tipo =13 s o 344629445 Bl =18.1

2:Editor %51 = :%?5 RinC) :gﬁa

3:Calc l-variable ok I iz : :éjg

4:Cal estadistica g % o -if:

Como se observa, la temperatura media del dia ha sido X = 13,34 °C.

rN® & B8]

1] ]
1:Sumatorios limind{x) 2:Q, laxixg—nin(x}
2:Parametros | 3:iMed 4:0Qs .
Estadistica [3:Minimo/Maximo S:max{x)
1-Variablel [4:Distrib Normal

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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En esta actividad el rango puede ser una buena medida de la dispersion (variabilidad):
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Min =9,8°C Max = 18,1 °C Rango =181 -98=83°C
N @ B BEHM®E 0 B
L] -
1:Sumatorios 1:min(x) 2:Q, IEH{Xg—lin(X}
2:Parametros | 3:Med 4:Qs 8.3
Estadistica [B:Minimo/Maximo Stmax{(x)
1-Variablel |4:Distrib Normal

El codigo QR permite ver dos representaciones graficas interesantes:

A) Diagrama de caja y bigotes

L] 5 1] 15 0 %

En este grafico se observa la variabilidad de las temperaturas del dia.

Los cuartiles muestran como durante la mitad del dia se han tenido unas temperaturas comprendidas entre
0,=1175°Cy Q= 15,05 °C.

Solo durante 6 horas del dia (25 % del tiempo) se ha estado por debajo de los 11,75 °C, y siempre por encima de
los 9,8 °C de minima, por lo que no ha habido heladas.

B) Diagrama de barras

El diagrama de barras muestra que a partir de las 9:00 h las temperaturas empiezan a subir, y a partir de las 15:00 h,
a bajar.

A partir de esta informacion, y sabiendo las temperaturas refieren a una localidad de la montafia de Alicante, se
puede afirmar que se trata de un dia de finales de invierno o de principios de primavera




OBSERVACION

Existe la posibilidad de exportar los datos de la tabla estadistica a una hoja de calculo. Para hacerlo, hay que pulsar
elicono CSV, tal y como se muestra en la figura adjunta:

o OE
B Tabla == | W
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El archivo exportado permite realizar otro tipo de graficos:

Temperaturas
o
180
180
140 5
120
0o -
8.0
80
40 -
0
20 B
TEEEEEEEEFE RN
——Tempersturs  ——Temperaturs medin |

I Propuesta adicional

Se puede plantear, como propuesta adicional, la cuestion de determinar como seria el grafico de un dia de
invierno o de un dia de verano, recogiendo los datos pertinentes en la misma web.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



1 1 | Estadistica descriptiva
Nos compramos un Crossover

K
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@ CAsIO fp
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Crossover es un término de marketing que se utiliza en el &mbito automovilistico para definir la gama de
automoviles todoterrenos compactos que incorporan las prestaciones y comodidades de los utilitarios.

Hemos decidido comprar un coche de estas caracteristicas, no sin antes realizar un estudio del mercado.
Para ello, hemos comparado los precios de varios modelos con las mismas caracteristicas, y utilizando

distintas vias: internet, llamadas telefonicas, visitas a concesionarios, etc.

Tras realizar el trabajo de campo, hemos construido la siguiente tabla, que muestra los precios de
diferentes modelos en distintos concesionarios.

Coche 1 Coche 2 Coche 3 Coche 4 Coche 5 Coche 6
Riat Mont Sia Sport Monda Confo Pisan Tecno Benat Oleos Bord Ghia
23 462,00 € 18 852,00 € 21 450,00 € 28 350,00 € 23 350,00 € 20 900,00 €
24 841,00 € 20 223,00 € 23 000,00 € 27 900,00 € 31 750,00 € 21 059,00 €
25 847,00 € 20 832,00 € 23 829,00 € 27 250,00 € 30 100,00 € 21 500,00 €
29 325,00 € 21239,00 € 24 400,00 € 28 350,00 € 23 850,00 € 21 500,00 €
29 325,00 € 23100,00 € 26 100,00 € 27 700,00 € 27 750,00 € 21 800,00 €
26 400,00 € 23100,00 € 26 600,00 € 26 500,00 € 22 000,00 €
26 400,00 € 23 527,00 € 26 900,00 € 19 250,00 € 22 300,00 €
25900,00 € 23 700,00 € 27 500,00 € 26 500,00 € 22 500,00 €
26 500,00 € 23 750,00 € 27 600,00 € 27 700,00 € 22 573,00 €
28 530,00 € 23750,00 € 27 900,00 € 24 450,00 € 22 800,00 €
23 950,00 € 27 900,00 € 23 000,00 €

24 000,00 €
24 262,00 €

Calcula el precio medio de cada modelo.

Calcula la variacion (desviacion tipica y rango) para cada modelo.

Representa graficamente los datos, utilizando diagramas de caja y bigotes, y prepara un informe con tus

observaciones.

Calcula el precio medio de esta gama de Crossovers.
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NIVEL EDUCATIVO
3¢ de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» Con esta actividad el alumnado podra trabajar en grupo cada modelo de coche.

» Se propone que puedan ser ellos mismos los que consigan los precios, para que
realicen el trabajo de campo de recogida de datos reales.

» Puede ser una experiencia muy enriquecedora si la busqueda de datos se realiza
a partir de diversas fuentes (Internet, via telefdnica, consulta a concesionarios
acomparfiados por adultos...).

@ s g

EJEMPLO DE SOLUCION

l'...........”.........”.........“.........”........”........“.......”....

Desde el menu Estadistica se selecciona la opcion 1-Variable. Seguidamente, se introducen los datos.

(MEND) (6] @™
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Para esta actividad conviene que la columna de frecuencias no esté visible. En caso de que lo estuviera, se puede

desactivar mediante:

(stFT) (MENY) ® E3) @
1:Entrada/Salida |

l1:1-Variable
2:y=a+bx
3:y=a+hx+cxe
4:v=atb-1lnix)

1:Result Iracciﬁnl LFrecuencia? )

2:Unidad angular
3:Formato nimero
4:5imb_ingenieria

3:Estadistica
4:Hoja de calculo

2:Comple jos 1:0n

2:011

Una vez se tienen los datos de una de las clases, se pulsa (8] para ver el resultado de la estadistica unidimensional:

@] @ ® ® ®
1:Seleccion tipo = | s - 7. 197071 w2935
2:Editor z - Eint:-:) - |

3:Calc l-variable b . M= %

4:Cal estadistica S = ﬁd =

El precio medio del Riat Mont es X = 26 553,00 €.

Como medidas de la dispersion (variabilidad de los precios) se calcula el rango y la desviacion tipica:
Precio minimo = 23 462,00 € Rango = 5 863,00 €

Precio maximo = 29 325,00 € Desviacion tipica = 1 874,76 €

Cada grupo realiza sus calculos, con los que se prepara la siguiente tabla resumen:

Precio Min. Precio Max.

Precio medio Desv. Tipica

Riat Mont 26 553,00 23462,00 29 325,00 5 863,00 187476

Sia Sport 22 365,73 18 852,00 23 950,00 5 098,00 1681,69

Monda Confo 25 743,55 21 450,00 27 900,00 6 450,00 2120,51

Pisan Tecno 27 395,00 24 450,00 29 250,00 4 800,00 1265,00

Benat Oleos 27 260,00 23 350,00 31750,00 8 400,00 3326,62
Bord Ghia 22 322,62 20 900,00 24 262,00 3362,00 988,68
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ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Estadistica descriptiva

Nos compramos un Crossover

220M  MO0M X0bh  2B0Bd 00D 260D

En este grafico se observa la variabilidad de los precios del modelo de coche.

La distancia entre los cuartiles O, y Qs indica que, para este modelo, el 50 % de los precios se encuentran entre los
0, =24 84700 € y los Q; = 28 530,00 €.

Se puede crear una clase desde http://wes.casio.com/es-es/class en la que incorporar los modelos del estudio
mediante la aplicacion CASIO EDUY, lo que permitira visualizarlos todos a la vez para comparar y debatir en grupo.

1 Riat Mont 2  Sia Sport 3 Monda Confo
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Si se seleccionan todos los graficos, se pueden combinar generando un nuevo grafico muy interesante en el que se
puede observar de manera conjunta y bajo una misma escala de trabajo, los resultados obtenidos.
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Se puede redactar un informe, en los mismos términos al que hemos redactado tras observar los resultados
numeéricos de la tabla resumen, con la observacion de este grafico multiple.

Finalmente, se pueden exportar los datos a una hoja de calculo con el fin de realizar otro tipo de graficos desde el
icono de tabla CSV.
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B Tabla =% 45 @

I Ampliacion

Analiza el consumo de al menos diez modelos de Crossover con motor gasolina y otros diez con motor
diésel, que tengan potencias similares.

a) Realiza una tabla para los modelos de gasolina y otra para los de diésel.

b) {Cudl es el consumo medio en los motores de gasolina? {Y para los motores diésel?
c) ¢En qué tipo de combustible hay una mayor variaciéon en el consumo?
d) Representa los datos graficamente, utilizando el tipo de diagrama que consideres mas adecuado.

e) Compara los diagramas y comenta los resultados obtenidos.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Regresion: calculo e interpretacion

Atletismo: 1 500 metros lisos masculinos
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La carrera de los 1 500 m lisos es en la actualidad la prueba estrella del atletismo de medio fondo.

La modalidad masculina forma parte de los Juegos Olimpicos modernos desde su primera edicion, que
tuvo lugar en Atenas en 1896. En dicha edicion resultd vencedor el australiano Edwin Flack, quien obtuvo un
registro de 4' 33,2".

La modalidad femenina no fue reconocida hasta las Olimpiadas del afio 1972, en las que resulto vencedora la
soviética Lyudmila Bragina, con un tiempo de 4' 01,38".

El atleta que gano esta prueba en los Juegos Olimpicos, celebrados en Brasil, en el afio 2016, fue el
estadounidense Matthew Centrowitz, con un tiempo de 3’ 50"

Actualmente, el récord mundial lo ostenta el marroqui Hicham El Guerrouj, quien obtuvo en Roma, en junio
del afio 1988, la extraordinaria marca de 3' 26,17".

La tabla que te presentamos a continuacion recoge las marcas olimpicas de la carrera de 1 500 m
masculinos desde Atenas 1896 hasta Rio 2016:

MARCA (min.) N MARCA (min.) N MARCA (min.)

Dibuja un diagrama de puntos que represente la informacion.

¢Crees que los datos presentan una tendencia lineal? Justifica tu respuesta.

Dibuja una recta que represente la nube de puntos. (Sabes como se llama esta recta?
Obtén con la ayuda de la calculadora la expresion analitica de la recta anterior.

¢En qué anos no se celebraron olimpiadas? ¢Sabes por que?

¢Podrias predecir las marcas de los arios olimpicos que faltan? Explica como lo harias.

daagaaaa

¢Crees que es razonable utilizar la recta de regresion para estimar la marca en los juegos olimpicos de 20487
¢Por qué?

¢Y para los del 22007 ¢Por qué?

CASIO ﬁﬁ?
y Educativa jI rofesares de

Matemitcas
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H Aplicacién CASIO EDU*
NIVEL EDUCATIVO
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ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» El uso de la calculadora favorece la anticipacion de conocimientos, anteponiendo,
en la resolucion de problemas, la experimentacion, la interpretacion y la
formulacion de conjeturas al calculo algoritmico.

» Con esta actividad se persigue introducir el concepto de regresion lineal a los
estudiantes de cuarto curso de secundaria, para trabajar su interpretacion y
estudiar sus limitaciones, utilizando datos reales. Las actividades estan planteadas
para que los alumnos reflexionen sobre los datos que se les presenta, antes de
acudir a la calculadora.

o EsREEEm
£

» Antes de iniciar el trabajo con la calculadora, es conveniente elegir la configuracion con la que se realizaran los
céalculos. En este caso se configura la calculadora para que las tablas estadisticas no muestren las frecuencias:

(suFT) (ENY @ €l @

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
3:Formato numero
4:5imb_ingenieria

1:Result fraccidn LFrecuencia?
2:Complejos | [1:0n
J:Estadistica 2:0f1
4:Hoja de calculo

* A continuacion se selecciona el menu Estadistica y la opcion 2: y=a+bx, que permite trabajar con regresiones
lineales. Seguidamente se introduce en la columna x los afios y en la columna y las marcas:

() (6] 2

imag it gleElg |Lilovariable || i)  fclomi
gy A g BBy [3:y=atbx+cx2 3 [

diy=at+b-lni{x)

 Para visualizar la nube de puntos en la aplicacion CASIO EDU, es necesario generar un coédigo QR (mediante la
secuencia de teclas ). Dicho codigo se tiene que escanear con la aplicacion y abrir o compartir en una
clase previamente creada.

« En esta ocasion, la calculadora genera dos codigos, de manera que deben ser escaneados en orden para visualizar la
nube de puntos

EJEMPLO DE SOLUCION

© © © 0 0 0 0 0000000 00000000000 0000000000000 000000000000 0000000000 0000000000 0000000000 O

La aplicacion CASIO EDU* muestra la siguiente nube de puntos:
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ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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La aplicacion permite cambiar la escala de los ejes. Para ello hay que presionar el icono de preferencias.
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Escogemos la escala de los ejes que mas nos convenga.

Setting
Hrrin 1650
Xeman 2050
Yimn 3
Y 5

TS EETER

Antes de obtener la ecuacion de la recta de regresion con la calculadora, se puede visualizar la grafica
correspondiente en la aplicacion CASIO EDU*. Basta con seleccionar el icono adecuado.

& Gnibes = [ O . .

Para hallar la expresion analitica con la calculadora, se presiona la tecla y se selecciona la opcion 4: Calc regresion.

OPTN (@)

= w 1:Seleccion tipo y=abn :

| foefuen 2iEdi tor ' e,

e P 3:Cal 2-variables r=-0. 4
4,553 |4:Calc regresion

¥ =-0,005244908x + 14,04527902
Para determinar las marcas estimadas para los afios que se piden, se pueden utilizar diversos procedimientos:

A) Desde la pantalla Estadistica ([Ag) se presiona y se selecciona la opcion 4: Regresion.

OPTN ® @ =)
0] ]
| 1:5eleccion tipo | 1:Sumatorios 1:a 2:b
2:Cal 2-variables 2:Parametros | 3:r 4:%
Estadisticg [3:Calc regresidn 3:Minimo/Maximo 5:¥%
v=a+b 4:Datos 4:Regresion




La opcion 5: j permite obtener el valor de la variable y conocido el valor que toma la variable x. Asi, por ejemplo,
para determinar la marca del afio 1946, hay que proceder de la siguiente manera:

3] @@EOE]

1:a 2:b & " 19169 19169

3:r 4% 3. 996033983
S5:9
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En consecuencia, se tiene que J(1916) = 3,996 min = 3" 59,76".

Para hallar las marcas que corresponden a otros afios, basta con reescribir la expresion anterior, introduciendo el

valor deseado de la variable x.

@@EEE0®E

19405
3. 87015617

Se obtiene, asi: )‘/(1940) = 3,870 min = 3' 52,22"

B) Desde el menu Tabla se introduce la expresion de la regresion en la funcion ﬂx) y se elige el rango de la tabla:

] ]
f{x)=0.00524490f» |[Ranego tabla
Inic. :1912
Final :1952
Paso :4]

L
] Tixa
1 1912] 4.017

al  1924] 3,954

3. 99603529

$(1916) = 3,996 minutos = 3' 59,76
J(1940) = 3,870 minutos = 3' 52,2"
3“1(1944) = 3,849 minutos = 3’ 50,94"

El menu Tabla permite introducir directamente un valor:

3. 303707436
(2048) = 3,304 minutos = 3' 18,242"

] Tixd

11 1952 3. 8072
1 2048 3. 2037
1‘ 200 | ERE

' 2.Jn54?991?

$(2200) = 2,506 minutos = 2" 30,36"

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Regresion: calculo e interpretacion

Esperanza de vida al nacer

15

¢Qué es la esperanza de vida al nacer? (Crees que es la misma para hombres y mujeres? éQué crees que es la
brecha de género?

La esperanza de vida al nacer es el numero medio de anos que esperaria vivir una persona en caso de
mantenerse el patron de mortalidad por edad (tasas de mortalidad a cada edad) actualmente observado. La
esperanza de vida es el indicador mas ampliamente utilizado para realizar comparaciones sobre la incidencia
de la mortalidad en distintas poblaciones y, en base a ello, sobre las condiciones de salud y el nivel de
desarrollo de una poblacion.
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La brecha de género (mujeres-hombres) es la diferencia de afios entre la esperanza de vida de los hombres y
la de las mujeres.

Hemos obtenido los siguientes datos del INE respecto a la esperanza de vida al nacimiento en Espafia desde
el afio 1991 hasta el 2013.

Evolucion de la esperanza de vida al nacimiento. Brecha de género. Esparia

Hombres Mujeres  Brecha de género Hombres Mujeres  Brecha de género

Representa los datos referentes a los hombres y a las mujeres en un mismo diagrama de puntos. éQué
puedes decir sobre la evolucion de la esperanza de vida para cada género? éQueé puedes decir sobre la
evolucion de los datos de la brecha de género?

B Dibuja una recta que pase por la nube de puntos de la actividad 1, tanto para los hombres como para las
mujeres. Después introduce los datos en tu calculadora para y obtén las ecuaciones de las rectas que has
dibujado.

B Estas ecuaciones son un modelo algebraico de la relacion entre los afios de nacimiento y la esperanza de vida al
nacer. (Podrias utilizar las ecuaciones que has obtenido para predecir cual fue la esperanza de vida al nacer en
los aflos 1995 y 2009 para hombres y para mujeres? (Y para predecir la esperanza de vida al nacimiento en el afio
20297 ¢Y en el afno 2063? Justifica tu respuesta.

@® CASIO j_sf%
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Aplicacién CASIO EDU*

NIVEL EDUCATIVO
42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» Con esta actividad se pretende que los alumnos de secundaria se inicien en el
concepto de regresion lineal, utilizando datos reales.

« El uso de la calculadora propicia que la tarea se centre en la interpretacion de los
resultados y en el estudio de las limitaciones de la regresion lineal, y no tanto en el
célculo de la ecuacion de la recta de regresion.

@ cisc g

« Para realizar la actividad, conviene configurar la calculadora para que la tabla estadistica no muestre la columna
de las frecuencias. Para ello se procede tecleando la secuencia men) ® (3] (2). Seguidamente, hay que
seleccionar, en el menu Estadistica, la opcion 2: regresion lineal ([N (6] (2)).

« Para visualizar la nube de puntos en la aplicacién CASIO EDU*, es necesario generar un codigo QR (st (0PTN)),
que se escaneara con dicha aplicacion. El grafico resultante se compartira con una clase previamente creada.
En esta ocasion, se tendra que generar un cédigo QR para los datos referentes a los hombres y otro para el
correspondiente a las mujeres.

EJEMPLO DE SOLUCION

© © © 0 0 0 0 0000000 00000000000 0000000000000 000000000000 0000000000 0000000000 0000000000 O

A continuacion se muestra un grafico proporcionado por el INE sobre la evolucion de la esperanza de vida al nacer:

Como se observa, en los paises occidentales la esperanza de vida ha Evbaaiin s o aserire o Vi B e
experimentado notables avances en el ultimo siglo, y se ha conseguido afios
con disminuciones en la probabilidad de morir debido a los avances P
meédicos y tecnologicos, a la reduccion en las tasas de mortalidad &
infantil, a cambios en los habitos nutricionales y estilos de vida y a 84 /
la mejora en las condiciones de vida y en la educacion, asi como al ol
acceso de la poblacion a los servicios sanitarios. :: ]
En las ultimas décadas ha aumentado significativamente la esperanza : ]
de vida al nacimiento en hombres y mujeres, y la diferencia entre e
hombres y mujeres en afios de esperanza de vida al nacer ha BRSO, O TOOF, 00 .01 S0 S 2N S
disminuido. R
Fusnile Table da sonslies NE

Segun indican las proyecciones, la esperanza de vida al nacimiento
alcanzaria los 84,0 afios en los hombres y los 88,7 en las mujeres en el
afio 2029, lo que supone un incremento de 4,0 y de 3,0 afios, respectivamente, respecto a los valores actuales. Ello
supone alcanzar los 90,9 afios de esperanza de vida al nacimiento para los hombres en el afio 2063 y los 94,3 arios
para las mujeres.

http://www.ine.es/jaxi/menu.do?type=pcaxis&path=%2Ft20%2Fp319a%2Fserie%2Fp01&file=pcaxis&N=&1L=0

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Para obtener las representaciones, se introducen los datos en la calculadora y se generan los correspondientes
codigos QR. Las nubes de puntos se visualizan escaneando dichos codigos con la aplicacion CASIO EDU™:
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Hembras O | Mujeras

i Grafico v A ki Grafico v (A

I L S

La creacion de una clase mediante la aplicacion CASIO EDU* y la incorporacion de ambos graficos en la misma,
permite combinar ambas nubes de puntos y representar graficamente las correspondientes rectas de regresion.

@ &  Grifice v 4;
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Las expresiones analiticas de las rectas de regresion se obtienen presionando la secuencia @.

Hombres Mujeres

y=atn

b b

Las rectas de regresion correspondientes a la esperanza de vida al nacer para hombres y mujeres son,
respectivamente:

f(x) = 0,2855579869x — 495,1585183
glx) = 0,2125820569x — 342,4511827




El célculo de los valores estimados se puede hacer de dos formas distintas:

A) Desde el menu Estadistica, con la siguiente secuencia de teclas:

<<
O
-
L
2
=
72
(48

0PI ® @ (5]
[C] ]
| l1:Seleccion tipo | 1:Sumatorios 1:a 2:b
2:Cal 2-variables 2:Parametros | 3:r 4:%
Estadistica [3:Calc regresion F:Minimo/Maximo 5:9
y=a+h 4:Datos 4:Regresion

La opcion 5:y permite estimar el valor de la variable y conocido el valor que toma la variable x. Asi, en el caso de
los hombres, se tiene:

19955

74.52966552 ;1995 - 74,53

Para calcular el resto de estimaciones, basta con editar esta expresion e introducir el resto de valores.

B) Desde el menu Tabla se introducen las expresiones de las regresiones en las funciones f y glx) y se elige el
rango de la tabla. La tabla permite introducir directamente valores para calcular las imagenes.

Si se introducen las ecuaciones de las regresiones con valores aproximados para los coeficientes, se obtienen los
siguientes resultados:

o W o W
f(x)=«6x-495.150 | |g(x)=0.213x-34R. » |[Rango tabla el S lo7 220
Inic. :1991 1932 | 74. 553 | 01 . 045
Final:2015 b H R e
Paso :1
o
] Tlxd alxl
1995|75.411 |82, 484
2003 79.415| 85, dE£
g—- "’jl“ﬁ:éa’? 25
2063

f(1995) 754  g(1995) = 82,5 (Los datos reales son, respectivamente, 74,5 y 81,7)
f(2009) 794  g(2009) = 85,5 (Los datos reales son, respectivamente, 78,6 y 84,7)
f(2029) =851 g(2029) =897

f(2063) =949 ¢(2063) = 97

Ahora bien, si se introducen las funciones con todos los decimales que nos proporciona la calculadora, las
estimaciones que se obtienen son:

| fixd
1995 74.529
zu-:r;'rsm
“93 94?

f(1995) =745 g(1995) = 83,7 (Los datos reales son, respectivamente, 74,5y 81,7)
ﬂ2009) =785 £(2009) = 86,6 (Los datos reales son, respectivamente, 78,6 y 84,7)
f12029) = 84,2 g(2029) = 90,9
f12063) =939  ¢(2063) = 98,1

izl
83,645
EE G-H

99, Ié-#

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Las aplicaciones Tabla, Verificar y Ecuacion/ Funcion

Las nuevas calculadoras ClassWiz disponen de varios menus que facilitan el estudio de los polinomios. Se trata
de los menus Verificar, Tablay Ecuacion/Funcion.

Vgl Ag B |1 gl g EE
EPEPE]

galf X5 4 35 J 4

El menu Verificar, por ejemplo, permite comprobar de manera sencilla el resultado de una division polindmica,
relacionando dividendo, divisor, cociente y resto, lo que sera de gran utilidad en cursos posteriores.

Los menus Ecuacion/Funciony Tabla propician que el tiempo que tradicionalmente se destina a encontrar

las raices enteras de un polinomio entre el conjunto de raices enteras posibles, se pueda dedicar a ampliar el
calculo a las raices reales, asi como a obtener la relacion que existe entre estas raices y los puntos de corte con
el eje de abscisas de la funcidon polinédmica asociada. La posibilidad de analizar graficamente a través del cédigo
QR de la ClassWiz y de la aplicacion CASIO EDU* dicha relacion favorece el aprendizaje significativo y permite
poner en contexto teoremas como el de Bolzano o el del valor medio, que se estudiaran en cursos posteriores.

A continuacion se plantean algunas actividades pensadas para que los estudiantes descubran la relacion entre las
raices de un polinomio, las soluciones de las ecuaciones asociadas a dicho polinomio y los puntos de corte con el
eje de abscisas de la funcion asociada a partir de su grafica.

Se recomienda que los estudiantes realicen las actividades propuestas utilizando los menus: Verificar,
Ecuacion/Funcion y Tabla; asi como el andlisis de las funciones polindmicas en la aplicacion CASIO EDU".

Divide (x° — 3x2 + 3x — 4) : (x — 2) por el método de Ruffini. Comprueba tus resultados con la calculadora.

Paolo Ruffini (1765-1822) fue un matematico italiano que establecié un método breve para dividir polinomios
cuando el divisor es un binomio de la forma x — a.

Al realizar la division por el método de Ruffini se obtiene:
Clx) = x* + 2x° + 40> + 5x + 13; R(x) = 22

Para comprobar la veracidad del resultado, se puede utilizar el menu Verificar. Hay que tener en cuenta que la
comparacion que realiza dicho menu no es algebraica, sind numeérica. Es decir, se compara el valor numeérico de
los dos miembros de la igualdad en funcion de cual sea el valor almacenado en la calculadora, en ese momento,
para la variable x.

Para comprobar que (x* + 2x° + 4x% + 5x + 1) - (x — 2) + 22 = x5 — 3x? + 3x — 4 para cualquier valor que tome x, se
puede asignar un valor aleatorio a dicha variable. Para ello, se pueden usar las funciones Ran# y Ranlnt#.

A continuacion se muestran algunos ejemplos de como asignar un valor arbitrario a x:

Un numero decimal

Un numero decimal

Un numero decimal

Un numero natural

menor que 1 entre 1y 10 entre 1y 100 entrely9
] i ] i Pl i ] i
Ran#-+x 10xRan#-+x 100xRan#-+x Ranint#(1, 9)=+x

0. 969

1. 25

T2, 8

Se puede asignar un valor mas arbitrario, ampliando el rango de los valores obtenidos mediante Ranint# y con

tres cifras decimales:

nt#(-10°,10°) .
Ranint#(-10%, 10
1000 X

-145330. 256
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Una vez se ha introducido un valor aleatorio en la variable x, se puede hacer uso del menu Verificar para
comprobar que se verifica la prueba de la division.

% J i g A g EB
E:Eldiﬁﬂ

o 0
(x'+2x° +4x° +5x+13) X (x=2)+22=x"-3x" +3x—14

Verdadero

Hay que tener en cuenta que el signo «=» del menu Verificar se obtiene pulsando la combinacion de teclas cacc).

Halla las raices enteras del polinomio x* — x* — 28x2 — 20x + 48

Se puede utilizar el menu Tabla para localizar las raices enteras. La aplicacion requiere que se introduzca una
expresion algebraica para una funcion ﬂx) y otra para una segunda funcion g(x):

(veny) (9)
. F:;" d—ogy? g{x)ﬂ:f Rang"?tabla
Y e mi_&d BB f(x)=x"—x"—-28x"—2» Inic. :-5
Final :6
Paso :1

Como solo interesa estudiar las raices de un polinomio, se introduce la expresion del polinomio a analizar en f(x)
y se ignora g(x). Se obtiene, asi, una tabla de valores en la que pueden localizarse los ceros de la funcion:

o I
¥ iz ] T{x2 ] iz
1| S 153 =1 4z 3 =210
-4 o o 42 1 4 =283
-3 -3 1 o 11 3 -252
4 -2 o 5 | =% 1 21— o

Se observan cuatro raices del polinomio: 6, -4, -2, 1

Las raices de un polinomio de grado 4 pueden hallarse también mediante el menu Ecuacion/Funcion,
seleccionando la opcion 2:Polinomica:

2] ()
4 JF!;.‘
1:5ist ec lineal Pol inﬁl_;ica ““’Wﬁ‘_&'e - _—
2:Polindmica LGrado? RPNy —
Seleccionar 2~4 48
Las soluciones de la ecuacion resultan ser las que se indican a continuacion:
= B = B
] [ v ] [ va ] [ va ] [ &
ax*+bx3+. + «+e=0 axi+hx3+-. « «+e=0 ax*+bx3+-. + «+e=0 axi+hx3+-. « «+e=0
Xi1= Kap= Xa= Ha=
B 1 = =

Esta actividad pretende que los estudiantes puedan deducir que las raices son divisores del término independiente
y que a partir de estas se puede factorizar el polinomio. La comprobacion de la factorizacion se puede realizar con
el menu Verificar y ajustarla en el caso de coeficiente principal distinto de la unidad.

¢En qué puntos corta y = 2x* — x% — 29x + 28 al eje OX?

Para responder a esta pregunta, se puede representar la funcion. Se introduce la expresion de la funcion en el
menu Tabla:

tew) (9]
I vy ] ] ]
Y g lng Mg BBy |[(x)=2x°-2'-20x+2¢ [Rango tabla o | ‘1722
" Xt g 3dm Final:10 F I I+ 0
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Las aplicaciones Tabla, Verificar y Ecuacion/ Funcion
|

Una vez obtenida la tabla de valores, se genera un codigo QR mediante la combinacion de teclas [oPTN).

141

La gréafica de la funcion se visualiza al capturar el codigo QR con la aplicacion CASIO EDU*:

Je T
2000 !
1000444 IENENRE ;

L] = =t
end? e
1
[

wifl ol of = =F 1 ZIAGETAD
=T x

Para apreciar bien los puntos de corte con el eje OX es necesario cambiar la escala de la grafica:

. 7 Sening = T
ii Grafico == IE | |
fan 18 s ‘”“\ L
Ena 1 iy 1
- : A il | [
S ettt
Syme he = n _
Yorin 00 o 6 2 o1z3ssET0e
— i} x
W {11]
| wimuce QN oraw |

Al hacerlo, se observan los puntos de corte con el eje OX: (-4, 0); (1, 0) y (3.5, 0).

Explica detalladamente como se pueden obtener las raices de la ecuacion
10x° — 3x* — 70x% + 21x2 + 100x - 30 =0

Las soluciones de esta ecuacion no son enteras. Para obtener la primera solucion se puede utilizar la iteracion
desde el menu Tabla.

Una vez obtenida la primera solucion, se puede utilizar el menu Ecuacion/Funcion para calcular el resto, dado
gue resulta una ecuacion de grado cuatro, que contrariamente a la de grado 5, si se puede resolver mediante la

calculadora.
F] Tlxd
11— 30
1 [§ 3
1% 0,516,625
w03 o
1
10x° — 3x* — 70x% + 21x2 + 100x — 30 = (x — 0,3)(10x* — 70x% + 100) = 0
T v T ¥, [ . [
gx:+ﬂ5+- < «+e=0 gxi+ﬂ9+- < ote=0 gxi+ﬂ5+- < ete=0 gxi+ﬂ9+- < ote=0
i= 2= 3= -

{5 {2 -{2 -{5

Como se observa, las soluciones de la ecuacién son: 0.3; —v5; —v2:v2;V5.

il f
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=T -
A4 =F=1 01 F 3 4%
e ] X
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|
La aplicacion Hoja de calculo

La hoja de calculo es una herramienta habitual en las aulas y nadie duda de la ventaja que supone su uso a la
hora de evitar la realizacion de calculos tediosos y repetitivos. Una de las ventajas de usar la hoja de calculo es
la posibilidad de estudiar de forma rapida el efecto que tiene la variacion de algun parametro sobre los calculos
realizados, lo que facilita la adquisicion de conceptos que de otro modo requeririan un tiempo del cual no se
suele disponer.

¥ g il f A\ JETPP
41 ’-.EE_J‘I&

En las paginas que siguen se desarrollan diversas explicaciones basicas sobre la
aplicacion Hoja de calculo para resolver actividades de estadistica.

Tradicionalmente el aprendizaje de los conceptos estadisticos se realiza con
ejercicios y actividades donde, a cambio de obtener informacién de un conjunto

de datos, se realizan muchos calculos repetitivos. En las siguientes actividades se
muestra como la hoja de calculo permite que el alumno se centre en como se hacen
las cosas, liberandose de las tareas de calculo.

Se debe prestar atencion en no cambiar de menu ni apagar la calculadora mientras se
usa la hoja de calculo, ya que se perderan los datos introducidos, debiendo empezar
de nuevo todo el proceso.

A continuacion se muestran las notas que han obtenido 28 alumnos en el ultimo examen de Matematicas del curso:

56 3842964605 758135460545794637°5 4

¢Como se puede construir la tabla de frecuencias?

La hoja de calculo permite construir de forma comoda la tabla de frecuencias correspondiente. Como se observa,
las filas aparecen numeradas, y las columnas, designadas mediante letras. De esta forma, la celda que aparece en
negrita se designa como B2.

R

Esta esla

celda D6

O 0O N O UL b VW DN P
O |N|[OoO|j|Dh|W[ND |-

[y
o

Para completar la fila de las frecuencias absolutas es preciso realizar un recuento de los datos. Una vez
completado dicho recuento, se procede a introducir los datos en la calculadora. La aplicacion solo permite
introducir numeros y formulas, por lo que no se incluyen las cabeceras que aparecen en la figura superior.

CASIO ﬁﬁ% i



Se accede a la hoja de célculo mediante las teclas M (8]. Una vez dentro, se introducen los valores de la tabla de
frecuencias, primero los de la columna x; y, a continuacion, los de la columna ﬁ

tew) (8)

-1

t

Para obtener el numero total de datos, se suman todas las frecuencias absolutas. Para ello se ha de utilizar la
misma sintaxis que en cualquier otra hoja de célculo.

B1:B9 Indica todas las
celdas que se van a sumar.
El signo «:» se utiliza de
separador entre la primera

El signo «=» indica que lo que viene a I

continuacion es una féormula, que se
recalculara cada vez que haya algun _ .
cambio en el contenido de las celdas. =Sum(B1:B9)

Se accede a
las funciones

disponibles
mediante la
tecla .

En la calculadora se ha de proceder de la siguiente manera:

OFT ® @
1:8 | 1:Minimo
2:Escoger celda 2:Maximo |
J:Media aritmét.
4 :Suma

Cabe destacar que para introducir el signo «=» se ha usado la combinacion de teclas [CALC), mientras que para
introducir el signo «:», se ha usado (=.

Una vez presionado el signo igual se obtiene el total de datos:

¢{Cuantos alumnos tienen una calificacion de notable?

Para calcular el numero de alumnos que obtienen una calificacion de notable, se suman las dos frecuencias
absolutas que corresponden a los valores 7 y 8 de la variable. En este caso resulta ser de cuatro alumnos.

¢{Qué proporcion de alumnos tienen un cuatro?

Para responder esta cuestion se necesita calcular la razéon entre el numero de alumnos que han obtenido un
cuatro y el total de alumnos:
6

-3 .
58 = 14_0,214

El hecho de disponer de una hoja de calculo permite ampliar el célculo a todos los valores de la variable. Como se
acaba de ver, para calcular la proporcion se ha dividido la frecuencia absoluta del valor de la variable entre el total
de datos de los que se dispone. Es decir, se ha calculado la frecuencia relativa (4;) para el valor de la variable x; = 4.
Para extender este calculo a todos los valores de la variable se empieza por realizar la operacion para el primero
de estos valores, con lo que en la celda C1 se escribe =B1+B$10. Para escribir el simbolo $ es necesario utilizar la
combinacion de teclas ®»®O].

ACTIVIDADES PARA EL AULA



(upt) ) (1) () () () ) (3] (0 P (3]

| |
*=B1+Bs10)

A continuacion, se coloca el cursor sobre la casilla C1, y con la secuencia de teclas @ (2], se elige la opcidn
Copiar y pegar. Seguidamente, se coloca el cursor en la celda donde se quiere pegar la formula y se presiona la

tecla ().
oPTN ™® 2
1:Rellen férmula 8 1:Cortar ¥ pegar

2:Rellenar valor
3:Editar celda
4:Espacio libre

2:Copiar ¥ pegar
3:Borrar todo

4:Recalcular

Una vez concluido el proceso, al situar el cursor sobre las celdas, en la parte inferior de la pantalla aparecen las
formulas correspondientes, lo que muestra la utilidad del simbolo $.

" : Dl
3 G| 0. 0714 5 3 ]
&l0.2142] 0. 2142 el0. 21432 4 -]
=BE1-B£10 =BZ2<BE10 =B3<-EB£10 =§§TB$1 0

Al situarse sobre una celda de la hoja de calculo puede aparecer el Valor numérico o la Formula que contiene,
segun se desee. Basta con acceder a la configuracion de la calculadora, tal y como se indica a continuacion, para

decidir qué se visualiza.

(ALPHE) (vENY) ® @ @
1:Entrada/Salida | [1:Result fraccién| [1:Auto calculo 1:Férmula )
2:lUnidad angular 2:Complejos | [2:Mostrar celda 2:Valor

3:Formato nimero
4:Simb ingenieria

3:Estadistica

4:Hoja de calculo

El simbolo «$» sirve para fijar la referencia de una formula situada detras de dicho simbolo. Por ejemplo:
$B1. Fija la columna. Se utiliza cuando se quiere fijar una celda al pegar horizontalmente.
B$1. Fija la fila. Se utiliza cuando se quiere fijar una celda al pegar verticalmente.

$B$1. Fija la columna y la fila, se utiliza cuando se quiere fijar una celda al pegar en cualquier direccion.

¢Qué porcentaje de alumnos ha obtenido un sobresaliente?

Es posible completar una nueva columna con el porcentaje de alumnos que han obtenido cada una de las notas.
En este caso interesa conocer el porcentaje asociado a x; = 9. Para ello, hay que hacer uso de la columna con las
frecuencias relativas que se acaba de rellenar. Los valores de las celdas de la nueva columna seran el resultado
de multiplicar por cien la correspondiente celda de la frecuencia relativa. Se puede proceder como se ha hecho
anteriormente y definir la formula en la primera celda de la columna, para después copiarla en las celdas de esa
misma columna que se desee.

Otra manera de proceder consiste en hacer uso de la opcion Rellenar formula, a la que se accede como se indica
a continuacion:

0PTN D] ALPHA

(ew) () (1) X) (4] (0] (0]

Rellen férmula
Formul=C1x100

1:Rellen férmula |
2:Rellenar valor
3:Editar celda
4:Espacio libre

LL

[\ N 4
Q. UTia]T, 1428

e
T.oTid]
0. 2142

Observando la tabla se deduce que solo el 7,14 % de los alumnos ha obtenido un sobresaliente.
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¢Cuantos alumnos han suspendido?

Para responder a esta pregunta se utiliza la frecuencia absoluta acumulada, F;, que no es mas que la suma de
todas las frecuencias absolutas correspondientes a los valores de la variable estadistica que son menores que
el valor elegido (en este caso, hay que considerar x; = 4). Se trata, entonces, de sumar las frecuencias absolutas
correspondientesa x;= 1,2, 3y 4, resultando 1+ 1+ 2 + 6 = 10.

Para construir la columna de frecuencias absolutas acumuladas se tiene que tener en cuenta dos propiedades de
las mismas:

1. F = f1 Logicamente, la primera frecuencia absoluta acumulada coincide con la frecuencia absoluta sin
acumular, ya que no existen valores anteriores y, en consecuencia, no hay nada que sumar.

2. F;= f,' + F;;. Dicho de forma mas comprensible, no es necesario sumar desde el primer valor todas las
frecuencias absolutas cada vez que se calcula una frecuencia acumulada, ya que todos esos valores, salvo el
ultimo, se encuentran ya acumulados en la frecuencia absoluta acumulada anterior.

Por ejemplo, la frecuencia absoluta acumulada parax;=7es1+1+2+4+ 6+ 7+ 54 2 = 24, pero también se puede
obtener haciendo 2 + 22.

La tabla completa queda como sigue:

B D
x; f h; % F;
1 1 1 0,036 36 1
2 2 1 0,036 36 2
3 3 A 0,071 71 4
4 4 6 0214 214 10
5 5 7 025 25 17
6 6 5 0179 179 22
V 7 2 0,071 71 24
8 8 2 0,071 71 26
9 9 2 0,071 71 28
10 28

Para completar, en la calculadora, la columna con las frecuencias absolutas acumuladas se procede introduciendo
en El la formula =Bl y en E2 la formula =B2+D1, extendiéndolas al rango deseado:

Rellen formula Rellen férmula . .

Formul=B1l Formul=B2+D1 .

Rango :Al:Al Rango :D2:D9 Sju.Lrig] .14 .
=E1+B
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|
La aplicacion CASIO EDU* y el menu Estadistica
|

La aplicacion CASIO EDU* favorece el trabajo colaborativo y cooperativo, pero para que el uso de esta
aplicacion resulte de provecho es recomendable planificar previamente la actividad que se va a desarrollar.

En primer lugar, se tiene que crear una clase?, lo que se puede hacer de dos formas:

a) Desde un dispositivo moévil

Se accede a la aplicacion tocando el icono CASIO EDUY, a continuacion se selecciona Clase y se toca el simbolo +,
situado en la parte superior derecha de la pantalla, para crear una nueva clase. Seguidamente, se escribe el nombre
de la clase y una breve descripcion. A continuacion, se selecciona Crear.

T
® bsvs thne

[ 1
- [}
Samcciang, Cred 3 SRS BT CasE i la ofierraihe de lase

b) Desde la pagina http://wes.casio.com/es-es/class/

Se accede a la web http://wes.casio.com/es-es/class/ y se escribe el nombre de la clase y una breve descripcion.
Finalmente, se pulsa Crear.

Cabe sefialar que algunos navegadores, como Google Chrome, pueden dar problemas a la hora de mostrar los
contenidos compartidos en la clase.

CASIO  WES Workhwide Edmalion Service. o c

vl ramm
Hoterm i 09 CaRTadn
Ol merighias

= |

L En el siguiente enlace se puede consultar todo lo necesario acerca de la aplicacion CASIO EDU*:
http://wes.casio.com/es-es/education/extension/casioeduplus/#casioeduplus03

2 Una clase es una pagina que se puede utilizar para ver y gestionar los graficos y tablas correspondientes a los codigos QR escaneados. Al
comparar o combinar varios conjuntos de datos en la clase, es posible visualizar en una pantalla las actividades de los estudiantes, o mostrar y
comparar los resultados del trabajo en grupo.
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La clase® que se acaba de crear aparecera de la siguiente forma:

B B e i e ke v B4 et ke e R s L i

Tras la creacion de la clase, los estudiantes deben ariadirse a la misma, de manera que puedan compartir y
combinar datos y graficos. Lo pueden hacer de tres formas distintas:
a) Escaneando el cédigo QR

Al crear la clase, se genera automaticamente un codigo QR que la identifica. Para que se muestre en
el navegador, hay que pulsar sobre el icono que aparece al lado del nombre de la clase.

Rgmbre 5o Class:

Ajara p Waie de c¥lzd0

Momero Se Gl
B a0 mEp Whed
N

A continuacion, cada estudiante debe abrir en su dispositivo movil la aplicacion CASIO EDU, seleccionar la
opcion Clasey, seguidamente, tocar sobre Digitalizar el QR Code de clase.

Spiienn, Cing 8BS ued dleke

= - - Online Sharing
- iim WD

Al ol OB Tode awet i ded st

s Bl

R ]

Para terminar, una vez se ha escaneado el cédigo QR correctamente, se debe seleccionar Guardar clase.

5 La Clase se eliminara si no se accede a ella en 1 afio. Cada clase puede contener un maximo de 50 conjuntos de datos.
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b) Introduciendo el Numero de Clase

Cada alumno abre la aplicacion CASIO EDU* y selecciona la opcion Clase, seguidamente selecciona Introducir el
numero de clase y escribe el numero de clase que figura en el navegador, en este caso, tQeb-C02w-xixp-WDkJ.
Finalmente, toca sobre Listo.

— b

L4 =11 +

Biairn, Cried SAREE unh iLabe

c) Accediendo a la URL de la clase

El profesor puede enviar la URL de la clase por correo electronico, de modo que el alumno pueda acceder
directamente a la clase. En este caso, se accede a la web desde la URL

http://wes.casio.com/class/tQeb-C02w-xixp-WDkJ

Hay que tener en cuenta que todos aquellos usuarios que hayan accedido a la clase pueden realizar
modificaciones sobre la misma.

Realizacion de estudios estadisticos

La realizacion de célculos estadisticos mediante la calculadora permite que el alumno centre su interés en la
interpretacion de los parametros estadisticos y no en su calculo. El menu Estadistica, junto con la aplicacion
CASIO EDU", permite que el alumno haga razonamientos estadisticos y tome decisiones sobre, por ejemplo,
qué parametros calcular y como interpretarlos. Y todo ello con la ayuda que presta la visualizacion de los
correspondientes graficos estadisticos, que pueden mostrarse individualmente o combinados para realizar el
analisis estadistico por separado o conjuntamente.

Para analizar el funcionamiento de esta aplicacion, se puede realizar un estudio estadistico sobre la altura y talla
del calzado de los alumnos de una determinada clase, para lo que se tendran que representar los datos y calcular
los parametros estadisticos correspondientes.

Tomemos, por ejemplo, los siguientes datos, correspondientes a un grupo de alumnos de edades similares:

Estudiante Sexo Altura (cm) Talla calzado Estudiante Sexo Altura (cm) Talla calzado
1 H 16 M 153 37
2 H 17 M 159 36
3 H 18 M 153 37
4 H 19 M 162 37
5 H 20 M 167 36
6 H 21 M 157 38
7 H 22 M 159 36
8 H 23 M 165 37
9 H 24 M 168 38
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Estudiante Sexo
10
11

12

Estudiante Sexo
25
26
27
28
29

30

Altura (cm) Talla calzado Altura (cm) Talla calzado

13
14
15

Para realizar el estudio estadistico, se pueden agrupar a los alumnos y distribuir las tareas de la siguiente forma:

Grupo 1 Altura chicos sin frecuencias

Grupo 2 Altura chicas sin frecuencias

Grupo 3 Altura sin frecuencias

Grupo 4 Altura chicos con frecuencias

Altura chicas con frecuencias

Grupo 5

Grupo 6 Altura con frecuencias

Grupo 7 Talla calzado chicos sin frecuencias

Grupo 8 Talla calzado chicas sin frecuencias

Grupo 9 Talla calzado sin frecuencias

Grupo 10 Talla calzado chicos con frecuencias

Grupo 11 Talla calzado chicas con frecuencias

Grupo 12

Talla calzado con frecuencias

Representacion de diagramas de caja y bigotes

En este caso, se elige el modo Estadistica y, seguidamente, se selecciona la opcion 1: I-variable.

(veng) (6) @
l1:1-Variable L
2:y=a+bx I 3| —
3 :v=a+bx+cx2 H

d:y=a+b+Ilnix)

El desarrollo de esta actividad requiere que se introduzcan los datos con y sin frecuencias, con el fin de explorar
todas las posibilidades que nos ofrece la calculadora en combinacion con la aplicacion CASIO EDU*.

Se pueden activar o desactivar las frecuencias de la tabla estadistica en cualquier momento mediante la siguiente
secuencia:

(swFT) (EN) ® @

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
J:Formato nimero
4:5imb ingenieria

2:Complejos
J:Estadistica
4:Hoja de calculo

1:Result fracciﬂnl

1:0n
2:011

]
LFrecuencia?

Al pulsar seleccionar (1], se activa la columna de las frecuencias, y al seleccionar (2], se desactiva.

@

» ]l—'rvc
4-
A

u
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A continuacion, cada grupo introduce en la calculadora, los datos de la altura o la talla del calzado que le han
sido asignados en la distribucion de tareas. Una vez completada la tabla, genera un codigo QR, lo escanea con la
aplicacion CASIO EDU* y lo comparte con la clase creada anteriormente. Es importante que introduzca su alias y
una breve descripcion de los datos.

A continuacion se muestra la tabla sin frecuencias con la altura de los chicos:

®
1 180
1 184
14 174

L3 IS

175

Desde esta ventana se genera un codigo QR mediante la secuencia de teclas .

A continuacion, se escanea el codigo que aparece en la pantalla siguiendo los siguientes pasos:

5. Se especifica
1. Se abre la un alias para

aplicacion
CASIO EDU* y
se selecciona la

3. Se selecciona la
opcion Compartir
con una clase.

identificar los
datos del QR Code
y, a continuacion,

opcion QR Code. se comparte con
la clase.

£ derienipt Mgt A Chva B Perbd
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4. Se selecciona

la clase a la que

se desea ariadir
datos.

2. Se escanea el
QR Code de la
ClassWiz.

Otra manera de compartir datos con la clase consiste en entrar previamente en la clase creada y seleccionar la
opcion Aradir graficos y resultados de calculo. Se abrirg, asi, una nueva ventana en la que se podra escanear
el cédigo QR. Una vez escaneado, se abrird una nueva ventana en la que se escribira el alias; a continuacion
aparecera un mensaje con dos opciones: Abrir clase en Safari (o en el Explorador) o Digitalizar QR Code.

Sino se tiene que digitalizar mas codigos, se accede a la clase para visualizar los graficos o calculos compartidos.

CASIO fp
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Se puede visualizar mejor el grafico pulsando sobre zoom.

Online Sharing
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Pulsando sobre el icono [, se visualiza el diagrama de caja y bigotes y la tabla de valores correspondiente:

Visualitzacs en linia
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Calculo de parametros estadisticos

Una vez los grupos han compartido sus graficos, pueden escanear los parametros de su estadistica. Para ello,
primero hay que calcular los parametros estadisticos, operando del siguiente modo:

OPTN

@

17

1:Seleccion tipo
2:Editor

3:Calc l-variable
4:Cal estadistica

Se obtienen, entonces, los pardmetros estadisticos:

® @
| ﬁu“ : se5e5911 ma(x) =193
: =

Una vez se tienen los parametros en pantalla, se puede generar el codigo QR correspondiente, mediante la
secuencia . Tras compartirlos con la clase, se mostraran en pantalla de la siguiente forma:

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Representacion de histogramas y diagramas de barras

Para representar histogramas y diagramas de barras hay que introducir los datos en una tabla estadistica con
frecuencias.

« Si se genera el codigo QR desde la tabla de frecuencias, al escanearlo, se visualizara el histograma o el diagrama
de barras junto con la tabla de frecuencias.

« Si se genera el codigo QR desde la ventana con los parametros estadisticos, al escanearlo, se visualizaran los
parametros y el diagrama de caja y bigotes.

En el ultimo caso, se visualiza exactamente lo mismo que si se escanean los parametros estadisticos obtenidos a
partir de una tabla sin frecuencias, pero no se podran combinar los graficos de cajas y bigotes.

0O Amsgcon O | Aard eon ek
L -2 L - @ [ Emgdyiaies - o
Fml
.1 | =
: . REEE Cr =501
! 4 ]
i LopT w SGLAT
T IR T T [
& = IZHIEEITEY
o=
= | LIETE
=
& ENLEIAGE
% == ]
ar = B ERCARL
=
P
/=

iy g = 153

Al pulsar sobre el icono [ se despliega el histograma y la tabla de valores.
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Pulsando sobre el icono de preferencias, se puede elegir la amplitud de los rectangulos y la visualizacion: discreta
o continua, lo que permite representar diagramas de barras e histogramas, respectivamente.
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Setting .
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Pulsando sobre zoom, se abre el diagrama. En este caso, se ha elegido diagrama de barras, para que se muestre la
moda.

Comparacion de graficos estadisticos

Para visualizar todos los graficos y parametros introducidos por cada grupo hay que refrescar la pagina, tocando
en elicono . Una vez se han introducido todos los datos en la clase, es el momento de analizarlos.

Del calculo de los parametros de la variable altura se observa que la media es de 169,1 cm; la desviacion tipica, de
11,046 cm, y la mediana, de 170 cm. Se observa, ademas, que la distribucion es multimodal (159, 173, 180) y que el
50 % de la clase esta situada entre los 159 cm y los 176 cm.

Si se representan los datos en un histogramas de 2 cmen2cm,de 5cmen 5 cmy de 10 cm en 10 cm, se observa
que aungue los tres graficos se parecen, es el segundo el que ofrece mayor informacion, porque aungue se
observan dos grandes bloques de alturas, hay un intervalo sensiblemente superior al resto. Ahora bien, como hay
dos bloques claramente diferenciados, cabe preguntarse si realmente los datos sobre la altura pertenecen a una
sola poblacion, es decir, si el sexo no influye en la altura, o si por el contrario se trata de dos poblaciones distintas
y el sexo si que influye.

n |
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Para dar respuesta a esta cuestion, se puede utilizar la representacion de caja y bigotes. Dado que la aplicacion
permite combinar graficos, siempre que se hayan introducido de la misma forma, se pueden visualizar
simultaneamente los diagramas de caja y bigotes de los chicos, las chicas y toda la poblacion. Para hacerlo, hay
que pulsar sobre el icono .

Existen dos posibilidades de visualizar los graficos conjuntamente, en este caso hay que elegir la segunda opciéon
y pulsar OK. A continuacion se muestran los tres graficos combinados y separadamente.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Como se observa, los graficos de chicos y chicas son diferentes, lo que lleva a pensar que efectivamente, respecto
de la altura, los chicos y las chicas son poblaciones distintas.

Si se analizan los parametros de las dos subpoblaciones, las cuales se han recogido en la siguiente tabla, se
observa que las medias son sensiblemente diferentes y que las desviaciones tipicas correspondientes son casi
la mitad de la de toda la clase. Esto refuerza la suposicion de que son dos poblaciones distintas y justifica la

existencia de tres modas.

Altura
Altura Chicas
Altura Chicos

Desviacion tipica

1691 11,046 159, 173, 180
1596 4,841 159
178,6 6,333 173,180

Se puede realizar un estudio similar sobre la talla del calzado. Ademas, se pueden utilizar los datos para estudiar la
relacion entre la altura y la talla del calzado.
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